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Allerdurchlauchtigster König, 
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Eurer Königlichen Majestät gefeierter Urgrofs- 
oheim hat während seiner Regierung die Hauptstadt Preufsens zu 
einem Mittelpunct der mathematischen Welt gemacht. Sogleich 
nach seiner Thronbesteigung berief er die Heroen der Mathe- 
matik an die erneuerte Akademie der Wissenschaften; von Basel 
Johann Bernoulli nebst seinen drei Söhnen, Euler von Peters- 
burg, später Lagrange von Turin. Die ersten Mathematiker 
ihrer Zeit müfsten auch bei dem gröfsten Könige sein, lautete der 
Lagrange berufende Brief des preufsischen Ministers. Jene be- 
rühmte Mathematikerfamilie hielt das hohe Alter ihres Hauptes zurück. 
Euler hat in den zwanzig Jahren, in denen er der mathematischen 
Classe der Berliner Akademie als Director Vorstand, die gesammte 
Mathematik lungestaltet. In andern zwanzig Jahren erhob sein 
Nachfolger Lagrange die Wissenschaft der mathematischen Ana- 
lysis durch reiche Entdeckungen und vollendete Form zur glänzend- 
sten nöhe. Der tiefsinnige und vielseitige Lambert wurde eine 
Zierde unserer Akademie. Auch an der Universität in Halle folgte 
dem zurückgerufenen Wolff der berühmte Segner. Durch den 
Preufsenkönig wurde Frankreich auf D’Alembert aufmerksam. : * 
Aber der Aufschwung der mathematischen Wissenschaft ist 
damals noch bei uns ein vorübergehender gewesen. Sie war noch 
kein Lebensbaum geworden, der in dem Boden des Preufsischen 
Volkes Wurzel geschlagen. Nach Friedrichs des Zweiten Tode 
wandte sich Lagrange nach Paris, wo er dem mit der Revolution 
hereinbrechenden Elend erlegen wäre, wenn nicht Eurer König- 
lichen Majestät Grofsvater Majestät durch edelmüthige Unter- 
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Stützung in der Ferne den Mathematikern ihren ersten Stern erhalten 
hätte. Nach dem Yoriibergange des Schreckens erhob die Mathematik 
in Frankreich rasch wieder ihr Haupt. Da es dort keine Schulen 
mehr gab, so traten die Mathematiker des ganzen Landes, Lehrer 
und Schüler, sechstausend an der Zahl, zusammen und beriethen, 
wie für die Zukunft der mathematische Unterricht einzurichten wäre. 
Die aus diesen Berathungen hervorgegangene Pariser polytechnische 
Schule hat dort wesentlich dazu beigetragen, die höheren mathema- 
tischen Kenntnisse in weiten Kreisen zu verbreiten. Napoleon stellte 
zuerst den Grundsatz auf. dafs dem Genie in der Wissenschaft 
und Kunst eben die höheren Ehren und Belohnungen des Staates 
gebührten, welche den bei der Verwaltung, Rechtspflege und dem 
Kriegswesen betheiligten Dienern zu werden pflegen. Der ehemalige 
Director unserer Akademie wurde von ihm in den Grafenstand und 
zum Senator erhoben. Seinen greisen \ ater in Turin beglückwünschte 
eine Deputation der Regierung im Namen der französischen Nation zu 
dem Besitz eines solchen Sohnes. Mit diesem glänzten dort fünf andere 
mathematische Namen ersten Ranges, und es schien Frankreich, 
wie in den Wallen, so auch in der Mathematik unüberwindlich. 

Nachdem es nun aber auf dem Kriegsfelde glücklich besiegt 
worden, haben wir, wie in der Sage von der llunnensehlacht die 
Schatten in den Lüften fortkämpften, in den Regionen des Gedan- 
kens weitergekämpft, unterstützt von der heiligen Allianz mit dem 
Geiste, die Preufsen geschlossen, und manchen glorreichen Sieg in 
den W issenschaften erstritten. Und so rühmen wir uns auch in 
der mathematischen Wissenschaft, nicht melu* die zweiten zu sein. 


Seit dem Regierungsantritt des Zweiten Friedrichs ist das 
Jahrhundert abgerollt, und auf’s neue sehen wir hoch auf dein Gipfel 
seinerzeit, als eine Leuchte Gottes, (len König’, und aufs neue 
unter Seiner schirmenden Aegide Sein Preüfsenland einen bewunder- 
ten Mittelpunct der wissenschaftlichen W eit. Aber es sind jetzt nicht 
mehr Fremde, welche kommen, um den Glanz ihres wissenschaftlichen 
Ruhmes in dem Glanze des Thrones zu spiegeln, und weiterziehen. 
Es sind die Kinder des eignen Volkes ; aus dem Osten, dein Westen, 
aus den Marken, aus allen GAuen des Reiches Eurer Majestät 
sind sie zusammengetreten, um den Dom der Wissenschaft aufzu- 
tmuen und seinen hohen Chor immer höher zu wölben. Als sichtbares 
Zeichen allem Volke, dafs die Ehre wissenschaftlichen Werkes solle 
hochgehalten werden/ hat der Königliche Rauherr jene in 
ihrer Art einzige Ordensstiftung gestellt, welche zugleich ein Band 
um die Werkmeister aller Länder schlingt. In der Nähe Seines 
Thrones sehen wir freudig den weisen Altmeister, den vielgewan- 
derten, in allen Zungen und Welttheilen gepriesenen, dessen Name 
das Symbol jeder Wissenschaftlichkeit ist. • •' ? ' 

An dem ruhmvollen Werke freute auch ich mich Tlteil zu 
haben , als mich eine unheilvolle Krankheit von der Arbeit hinweg- 
zunehmen drohte. Eurer Königlichen Majestät Cursor- 
gende Gnade hat zur Wiederherstellung meiner Gesundheit mir 
einen längeren Aufenthalt in Rom, die Zurückversetzung in meine 
Heimath gewährt, mir die Mittel zur Subsistenz gesichert, hat gewollt, 
dafs ich in Mufse die wiedergewonnenen wenn auch erschütterten 
Kräfte ganz meinem wissenschaftlichen Berufe zuwenden soll. Es 


hat mich gedrängt,, ein Buch, zu dessen Anfang und Vollendung 
ich die Kraft allein durch diese Gnade Eurer Majestät gefun- 
den habe, Eurer Königlichen Majestät als ein Zeichen 
meines innigen Dankgeluhls zu Füfsen zu legen. Aber ich habe 
gezweifelt, ob eine aus allen Theilen der Mathematik zusammen- 
gefugte Mosaikarbeit sich den Augen Eurer Majestät dar- 
stellen dürfte; ob ich nicht die Vollendung einer der von mir vor- 
bereiteten, vielleicht minder unwerthen, Arbeiten abwarten sollte, 
welche in mehr künstlerischer Einheit einen Hauptzweig der Wis- 
senschaft abschiiefsen. Eurer Königlichen Majestät dieses 
mein Werk, wie es ist, als Dankesopfer darzubringen, ermuthigte 
mich, wie ich gestehe, der Vorgang, dafs sich auch Name und 
Bildnifs Friedrichs des Zweiten vor der Sammlung mathemati- 
scher Abhandlungen Johann Bernoujllis findet. Und so habe ich 
es gewagt, mit dem erhabnen Namen Eurer Königlichen 
Majestät auch mein Buch zu zieren; das Bild ist dem Innersten 
meines Herzens eingeprägt. 

In tiefster Unterwürfigkeit ersterbe ich 

Grofsmächtigster König und Herr 

* * % . # 

Eurer Königlichen Majestät 

• . - 1 i r • ; •» f ; 


!.»' •• • : . 

Berlin , 

den 30. August 1846. 


unlerlhänigsler Diener 1 
C. G. J. Jacobi, :■» 

Professor und Mitglied der Berliner Akademie 
der Wissenschaften. 
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setzt, das allgemeine Glied der Entwicklung Y n durch das bestimmte Integral y 
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[cosw-t «siu wcos(& — *])]- l " +,) — P„-*- 2iP;cos(d — ij)— 2Pycos2(^— *j)etc., L ' 

* ' wn orinlit itip vnrsiplipnde Formel: ' •• 

: •••••>'. ‘2... ' . • «V>* 

Id-d') etc. , * %;i'" *‘i,\ 

b X ni X' n etc. nur'.* v '.V'? ' • - • : v J 

1 ' : • ■' - A' : 

• ft . - . f 


so giebt die vorstehende Formel: 
f} n = P n X n — 2 Pi X‘ n cos — &') *f- '1 P'n X\l cos2 
, Die Gröfseu P* P' n etc. hängen nur von u>, die Gröfseu 


w* ’ { , 


/; •* 

• » r *y 


» * • rj ,.!/<• ,#. . f U . # f * . ' , f ♦ P * ,. • , r „ V , •• 

lj ‘ ' ^ ' . • * > 1 ^ * # ** . ' * . *• : . « Digitiza^y^5oogle 
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von <P ab. Sie mflssen ferner dieselben Functionen respective von w und 
<P, oder nur um einen Zahlenfactor verschieden sein, da V und also auch 
. * f vj t Y„ ungeändert bleibt, wenn man (ß und w mit einander vertauscht. 

Setzt man w = O, so erhält man aus dem Vorigen: 

• y * •*•*♦*•*;• il " 

" , ' i J*' ¥n Ä ’hlf t COS ^ + * 8in 0 008 (^— *))J n dr\ = Ä n , 

;J5vr. ' 'yVlAt • 0 

• ’T? • i _AVj vii I 

Y(aa — 2aa' cosq»-f -afaf) a "• * 1 « a ' ' 2 o* C ‘ 




r » • 

r • /»• 




Setzt mau (p = 0, so erhält man 


rUMW*.-. 


E^: ■ - „ Y * = •^y , '’ , t C08 " + <B| n“C0s(^ — = P„, 

, r \ . ’• l _ P 0 » «' i p 0/1 i 

•' Y[aa—2 u a‘ cos w -f a'a‘ ) « 1 1 «• T ** a*‘ ' e,c *’ 

wie sich ergiebt, wenn 
durch welche X n und P„ be- 
r — »j, $ — t] blofs rj schreiben. Da die bei- 
den Radicale gleich werden, wenn man <p = oo setzt, so folgt, dafsP„ und 
X„ genau dieselben Functionen respective von oü und (() sind. 

Die im Vorhergehenden bewiesenen Formeln geben folgenden Salz: 

” VVe " n KJztmäjmf&fö ~ V + X ‘ £ + ^ £ «<=■ . ««• «. <Ke- 

selbe Function von w wie X„ von <P ist, so hat mau 

i /■** ti& 

’inJ Y[aa — 2««' (coswcosip-j sin wsiny>cos(i?- — \f r ))-\-a‘ a‘\ 


y, \J-'. 


p "f V 
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■ » v 


t: v i v ,% 
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•' » , Dieses schöne, von Legendre gefundene Resultat und die Anwendungen, 
*g die er davon gemacht, haben den Anstofs zu Laplace's tiefsinnigen Unter- 

suchungen über die Entwicklung der Functionen zweier Winkel gegeben. 
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Die Ausdrücke von X n , A' n ' etc., P B , P B ' etc. findet mau mit Hülfe 
des Tqylor * eben Lehrsatzes uud einer häufig anwendbaren Ausdehnung 


.< . 


■ L ; 

•j '■ ’ • » 

> i, .. . 

> ■ 

•'•V S V 

. 


• e- 


*''' 'i desselben auf Entwicklungen, welche nicht blofs die ganzen positiven Po- 
N •**/. ...v* { tenzen des Increments enthalten. Setzt mau nämlich .*f 




cos(P = ar, isiutp«'’ 


I. 



2« [cos?>-f • sin?) cos)]] = z [2 cos ?)-f »sin?) i sin ?>«-'’] 
= Qxz-\zz — sin 7 ?) = (a?-f«r) 7 — 1, 


2 n z n [cos ?) -j - 1 sin (P cos jj]" 

2 " [Z„ i _ x: fl - ix: etc, 

-j- i x; - x: <r r ‘» - i x: «r 3 * 


— X' sin?) . z 4-2C' sin 7 (P . z~ 2 — AT"'siu 3 @.Z~ 3 elc.J . 
K* (m in die beiden Ausdrücke 

„ • ■ V. 

2 n 

c"+ m nnd (— l) m 2 n sia m (Pz”- m 

- Nach dem Tayforachen Lehrsätze sind aber die Coefficieulen 
und z"~ m in der Entwicklung von [(i+W) 5 — 

l/ n+m .(.r* — l)” f/n-m ( j.* 

n (m -J- tn ) » d jc n "^ m ’ ü(»i — iri).dx*~ m ’ ' 

: Man hat daher für die beiden Ausdrücke 

I d*+ m .(x*—i) n (—1)"* d n - m . (j;» — I)" . -i&tt 

‘2’' Tl(n-{-m),dx n+m ’2 n ain m fp' II (>* — tn)^dx K ~" i * 

0 geben beide 


" — 2 " Rti.dx n ' 

i ' ■ ’ t» i » * ) l ' tfk* *. ^'1 s • m * .. 

ersten der beiden Ausdrücke von X { n m ' setzen 


Man kann daher für den 


II(«-f m) 


man, um den Ausdruck von P w zu finden, die ähnlichen Bezeich 


nungen 


und iaiuco«** 


cosoi — 
man wieder 


so erhält 


(•> [cos u) 4 - * sin oo cos jj]-‘" +| ) 


to 1 " sin’w 

siu 7 to.« -7 — 
werden hier 


W • " w* m 


‘ , J 


• . . <*.■' * 


— •• 4 — 




welches die Tay forsche Reihe giebt, dafs nämlich die nach p und z ge- 
nommenen partiellen Difierentialquotienten einer Function von p-\-z einan- 
der gleich sind, auch mit Vortheil auf Entwicklungen an wenden kann, 
welche, wie die hier vorliegenden, positive und negative Potenzen von z 
ins Unendliche enthalten. Ist ti k der Coefficient von **, so wird der Coef- 
ficient von z k+m , je nachdem k positiv oder negativ ist, 

II & d m ui Q^| er ( — t) m II( — k — m — 1) d m Uk 


n(— t) 


dp m 




> * 
/.»• 


/ : * • 
• ' *« 1 * t 


r' ,\V 


. S. 


II(s-J-fn) * dp” 
und der Coefficient von z k ~ m 

«der (— ))- r^r' • 

Nun kann man der Natur der Sache nach keinen Uebergang von den gan- 
zen positiven zu den ganzeu negativen Potenzen von z machen, und um- 
gekehrt. Denn da in der Entwicklung kein Logarithmus von z vorkommt, 
so kann auch das nach z genommene Differential nicht deu Term — ent- 
halten. Es kann daher auch das ihm gleiche partielle Differential nach p 
nicht den Term — enthalten, oder: der Coefficient von — in einer von log z 
freien Entwicklung einer Function von p-\ z ist immer eine Constante. 
Hieraus folgt allgemein, dafs der Coefficient von sr -0 *** eine ganze ratio- 
nale Function vou p vou der &ten Ordnung ist. 

In dem vorliegenden Problem ist P„ und daher der Coefficient vou 
*-(" +I) gegeben. Denn da P n dieselbe Function von p wie X n von X ist, 
so bat man auch 

' p — 

* ~ rn n.d P n 

Da 2~ (n+l) P n der Coefficieut vou ist, so wird nach dem Vorherge- 

henden, wenn man k = — n — 1 setzt, der Coefficieut vou 2 -<*+*>+'» 

/ J \m Q — ("+•) fl (» — m ) d m Pn 

' ' II» * dp m 

und der Coefficient von *- c»+*)-" 


f~P r d v -, 


wo die nach einander zu bildenden Integrale für p — ± 1 verschwinden 
müssen, da für p = ± 1 die zu entwickelnde Function = (-{- 

wird, deren Entwicklung keine höheren negativen Potenzen als die — (»-} i)te 
enthält. Man hat cTaher für Pi M) die beiden Ausdrücke 
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/ « \m IT («—»») . m d m P n 

- 1 mr- am “irr 


n(w-fm ) t f p dt) m 

n» * sin m « J ‘ 

Vergleicht man die für P^ m) und X^ m) gefundenen Ausdrücke, so sieht man. 
dafs man Pi m) aus Xl m) erhält, wenn man p für x setzt und mit 

• ' / . y • . .. • , 

, II (n -f- m) II (n — m) \ 

\ ^ ; n»n« 

multiplicirt. Man hat daher zwischen den bestimmten Integralen, durch 
welche man Xk m) und Pi m) ausdrücken kann, die Relation 

cosmtjdt] 


i. r 

\.nJ 


[cos (i) -f - 1 sin w cos u]' 1+i 


— (— >r y ^ [cosoa-j isili Id cosri]’ coamy) llt) . . 

v / n» rf/> n + m 7 

wo p — cos m und m ^ n. Einer meiner jüngeren Freunde, Herr Dr. Heyne, 
hat bemerkt, dafs die hier zwischen den bestimmten Integralen gefundene 

Relation in der Euferscben Formel 

*» . . . ‘ 

/ n cosro.r dx 

[aa-f 2 ab cosx-j-ftftj'^ 

= (~ir n( " + n"!n ( ,r"‘ > • («.-£»»*■ fl"*** 

• enthalten ist, wenn man a — c os^(P, ft = *sini(J5 setzt. 

Substituirt man die für X}; m) , Pj m) gefundenen Werthe 

• . ~V(rn\ nM.8m m <p d m X n 

. a — n (»+»*) * dx* ’ > : ; ■ 

t II (» — m)8in " 1 <» d m P n 

II» * dp n . 


Pi" 0 = (-!)" 


in den für Y n gefundenen Ausdruck 

F„ = P„A;-2P ) ;X , cos(a-3')^2P;2:;coa2'0-^)- etc., • : 

so erhält mau r . • * 

v DY) 2II(m— t)stnw8iny dP„ dXn _ cx>\ 

8 — P.A,-}- -THT- dr C0S & 


dp dx 


+ 2 . ™ . ^4= co»?(S — ») j eie., 

1 „ n(«-(-2^ <//>* rf-** v 


welches die von Laplace auf ganz verschiedenem Wege gefundene Reihe ist. 
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yüy2Z'&:: :i Wicklung von [(*+>»>*— i] 

• : (- 1 )” ^ = ( -^V P " rfp ”- 

%Vv- '» v ^ ; ^ > Setzt mau für J*, seinen Werth, so kann man denselben, wenn rn>n, so v , • 

darslellen : .'*®S 

Klv^ - = <=££££} f-\pp-ir.äp-. 



2 "+‘ 


Der Coefficient von 2 r"-‘+"« war 


fy ^ 


|NB 


pi m) 


?>kii ^ 


2 n +* sin m (o 

er findet sich daher durch die vorstehende Gleichung: 

; ' (-irndi+w) 


w» ';äs i^-v s-» , 2 Jn+l ii« n« ’ (pp— t) 

V-V r*” '” v / 

: *«," Diese Formel giebt die Coefficienten 
vorgelegten Entwicklung. Setzt im 
itÄS* *V» V*!.‘ man «lpn vmi <k frpipn Tprm 


■$£&/ to****^ 


aller positiven Potenzen von z in der 
man iu derselben m = n -J- 1 , so erhält 


hi 


man den von z freien Tenn 


*v 

:.a:.v '* •• ■> ■? 


p("+») 


(»jkv. 


(-! )■■>' nra,4-i) 1 

a»+* sin " + * oj jw.n.n» '{pp— i) n +'J Krr ' 


.* * 

c . * * 


i.v’V 1 jfe '/ " • 1 f Aber durch dieselbe Betrachtung, welche die Taylor sehe Reihe giebt, findet v>\ ; 
V~- V:'- *■ ; V-? man auch hier den Coefficienten der positiven Potenz wenn man den , r 

• vU ♦'/.*: ' von z freien Term m — n — ltnal nach p differenziirl und durch ri(w — n — 1) v 

8«%-.« •* "X ... ‘ - « . 


& .V’/; :r Ui ■■■'. dividirl. Man erhält daher fiir diesen Coefficienten, wenn l» den 

L • % jB 


V ■ -!f »'V.uuu v.u«. 

doppelten Ausdruck 

, y,y * . ■ ■*■* 

p'.' * » iL-J ' f£V»\ -• • 2"+'sin m w 21 


r . ' 




l) 1 " n(n-fm) - t / m "(»/; — *, . 

2 J "+*n»in« '(pp — irJ Wr ' 1 

(_ i)"+«n<2M + t) d”'-”- l .[(pp — l)- n - l f(pp—l ) n ilp] • 

~~ 2 7 ’ , + i n M n«n(m— «-i)‘ dp ”-*- 1 - 3 ' . ' 


jj^h - ,V‘ / *• ' Die Vergleichung dieser beiden Formen ergiebt die Gleichung .. 

y »m-n . ' 

(pp l) n dp m ~ n — 1 r >r - — - ä •' ^ ■ 


5$ 

Jif. i «' 




r i • * •• *£• 

r ' ' ••• « ;•*. ./ • ■ • 

S&ir t;-A •'•.>' 

Lm ein< 


lr - B -i n<2 n +i).(/>p -D m (/-"-"-»-.[(pp— lr <fp] r ii: ' ' < /'• 

/ n(«f >n)II(/i— tn— 1) * dp m ~”~ l ' • 


» " • . - , 

eine convergireude Entwicklung zu erhalten, mufs man die beiden ' 


BK-i*. Jrfe . Factoren des vorgelegten Ausdrucks 

Sj4 : j t i 
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' p sich zwischen 0 und — 1 befindet. So lange p in den angegebenen !.•••*. jf® ' 

Intervallen bleibt, bleibt auch die Entwicklung dieselbe. Da nkn für p — -}- 1 


,* Y U| >d für P — — I keine hohem negativen Potenzen als die — (n-fl)te 


der Entwicklung Vorkommen, so bat man in den für P; m) angegebenen 

o o 

u wer- t , i*;V 7V .’ v; v" ?>'/ 


, • ^ . w •• o o 

. ^ Weirtbeii die lutegrale so zu nehmen, dafs sie für p~ 1 oder für p- 

■ • verschwinden, je nachdem positiv oder negativ ist. Wenn »»</», 

' ’ . den beide Bedingungen gleichzeitig erfüllt. 
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Zur Theorie der elliptischen Functionen. 


. . v '• 

T < * ' 


4 /*•- 


1 . 


* •** * »» -IF *T « , 

• . v-.‘ Z -’ Unter den Formeln, durch welche man die vielen von mir in den Fundam. - 
■ K -. tiov. gegebenen Entwicklungen mit leichter Mühe noch vermehren kann, . . . 

,, scheiut mir die nachfolgende, welche die Tangente der halben Differenz . « '* 

t.der Amplitude des Integrals u und der Grölse selber ergiebt, einen 
•. ■VVt: eigentümlichen Character zu haben. : ; - , 


t . 




•\ . s 9 . '» ■ v 


Da • ,// l— s|n-r \ 8inj(i«--x) 

f \l-fsinjv sin^(^n -j-*-) ’ 

so kann man die Formel F. N. S. 99 (4.) wie folgt schreiben : 


V >' >• 


. V - • ' ‘ « 

.• : v:'-. 

: > ir . •; . 


. . I. 


' 2 Kx 

l — sin am 

ji 


. -• \\ 1 


1 sin am 


2 Kr 


n 


sin $[[n — .r)(l — 2<jrsin ?*)(!— 2r/* sinx-fq 4 ).... • • 

sini( 4 «-j-x)( 14 - 278 inx-j-V*i(l + 2 qf 1 sinjr-j- 7 4 ;....' , , ' 


I . • ‘ J • 

'< ' V **. v*. 


■.-'j.'/.-i In der Formel (S. 183) . / • 

••*'**.* ' % % . . . . t ♦ I , 

jVsin<r(t — 2y’ cos 2 xj- 7 4 )(l— 2y 4 Cos2aH 7*) , . . . , 

4 4 4 ‘ t • •* ' « . •< •* •,*, 

. y'q.sinx — V<f 9 • siu3x-{-v'<7* i .siuöx — .... •• • ' ; 

Ä (i — v 4 )(i 7 *) •••* : 

• setze man $(4ar— .tf) uud ^(\7t-\-x) für x und gleichzeitig \q für q, so 

1 , i *. ; o ’ - * l* _ , i ^ » • % - t ’ s ' “ j • , » *#♦. 

‘ ' 'y’~: V..v erhält man nach Division mit yy den Zähler und Nenner in(i.), und daher 

• : - il * • , . 

= taug (4-5° — | am ) 


V '•> . . ".r* . 

• , /;* , 

•*! • ■ ‘•■r *•;> * ■ •• 

■■ *, •• . • 

“■ - ■.»» » 


t — sin am 


I -}- sin am 


n 


r t *. 

? T • " 


*• r' A ' + V 


r • V 

‘ I * / 


'• • , ; sin ({it-^jr) — t/s>a3(jn — 4. r ) + 7 s sin 5(4« — — , 


.V* %•* 

*» % • ' . • 

> 


8»n(in -j-ij) — 78in3(J«-f + 8iuö(|n -f ^o:)— i....* 


'V./ * ' WD die Exponenten von q die dreieckigen Zahlen sind. Setzt man hierin 
; ^ ftf se, ho erhält man., ' v > *• ;;.•/! vj 

t ' V.. v‘ ; )' • * / 2A>\ sin-ijr— 78 in|jr + o s sin^jr — 7 * sinix-k.;. Cl ; v;v - . 

- v ^ COam. - n / ? cos //cos^x-j- v^cos^x y 4 cos^.r -1 

‘ , ‘ .* '•! •Vv ! ' < '■ * • ' * .. , 'i -t ‘ - - # 

* ' , * ■ . • • v . ... — * * 4 • 

• / * s 1* • ,« * . ' »* . . , , t • 

i'.yi :{*' *) Ich 'bemerke bei dieser Gelegenheit die Formel • » . v \ . . • . [■. ‘ 

• ‘ • - *■ ‘ " u : lang am A« = ^tang^ am »/.tang(46° — icoamir)), 


i '■ i .*.• *’> i ■ V welche etwas bequemer als die von ljcyendre für die Halbirung gegebne ist. ' '• . . ’ 

' > : •• ■- * . *. j , *r v 

* •«»-•... #■ : • ' . •*%..,» . • . . « • > . * , , m. 4 » , •* » * . . 

. ■* . -.*r> '' -V-., * * i / .;.Y V . .. r-. ' M -*v*'. 

• •• . ‘ • . /v vv*:^ n v , ; "!•< *:\*->-* -•* -: J •** > 

♦ ‘ • . .. \ +• • * m . + . ■ > .*. *• t . /. v/ ^ , , m • , \ ' - ^ • ■'*« ^ \ * • . . * >■* . • • 

# * *V . •< *••*/* . . i . • A- • : *. ■ . , 

* • > •. "■ - A r *♦’ •*'. >.• •. . ‘ 
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Nach der S. 31 gemachten Bemerkung gehen am — — und — coam — — 
in einander über, wenn man — q für q setzt. Die vorstehende Formel 
giebl daher sogleich auch folgende: 

„ . 2 K x ain } x-f q sin jx — q* 8 jn-| .r — q a sin j x -j- .... 

6 * am ' n cos^jt — qco$l x— 7 * co 8 |.r^f 7 * cosjx^-.... * 

wo im Zähler und Nenner immer zwei positive und zwei negative Zeichen 

mit einander abwechseln. Man erhält aus dieser Formel, wenn * = ^— 1, 

... . 2Kx 

1 + 1 taug 4 am — — 7Kx 

4 . : = e' •* “ 


1 — i lang i am 


2 Kx 


und hieraus 


ei«> _ q «HH* - -f q'° e* x . 

e~i ,x — qei ix — q* q* i» ix + q' 9 c~~ 5 te 

• . . . 

; 2£2 *) 1 -f i taug * (am — j) 


i lang -£ (am 


2 A. 


n 


X ) 


oder 


1 —qtr 7ix — q * e lix -\ -#/* tr-** q 10 e 41 * — .... 

= 1— qe*** -7^“+ q* e 4 * jr -j-,i 7 l ° r-* ,JC — .... 


5. 


tätigt (ain 


2A.r 


p ) = : 


(o — q * ) sin 2 x — ( q B — r / 1 °)sin4.i--{-(y > * — q* l )a\nf)X — .... 


1 — (7+7*) co» 2 j-{-(r/® 7* 9 ) ros 4 .r — (</** + 7* ')cos6j-f-.... ’ ♦ 

* _ * * . ■ ’ ^ I ' * * . 1 ♦ 

Diese merkwürdige Formel ist zur Berechnung einzelner Wertbe oder 

- ■ . * ■ ■ ] . f ’ ■ 

von Tafeln vorzugsweise bequem. Da lang am ±K=s= also 

}•. : 

so erhält mau aus (4.), wenn man x=^±7r setzt, 




6 . 


\-W >: iJ_ : 9-7 




T+7FT?(2IT+aö) 

1 *'jk ■nty'-u 


7‘*~f 7 >> ~f7* i — q i% — .. 


I -7 , ,r7 u + 7 ,, + 7 , ‘-7 , ‘- •••• 

• r - ... - fn IV * 5 . i • 0 .. . 

Setzt man a~b M , so erhält der Bruch rechts die Form 

*V 2±W±^' •• j- 

Das Zeichen -{- oder — «st zu ftehmen, je nachdem k gerade oder un 
gerade ist. 

Wenn der Modul der Einheit sehr nahe kommt, mufs man sich der 
Entwickluugeu bedienen, welche statt der Kreisfiinctionen Exponential- 
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gröfsen enthalten. Setzt man ix für x und h? für k, so verwandelt sich 

. 2Kx . .. , 2Äx 

lang | am — - — in i tang | am — , 

und gleichzeitig q in q\ wo q und q' durch die Gleichung 

logf.logy' = T 7 

mit einander verbunden sind. Nennt man u das elliptische Integral erster 
Gattung und setzt 

’t . xU' ' 

x — e“ = e tK \ am (u, k) = (ß, 

so erhält mau aus (4.) folgende Entwicklung von ebenfalls eigentümlicher 
Form: ' 


7. tang (45 0 — ±(ß) 


Z * 1 — q'zr 1 — q' y z*-\-q ,% Z ~ — .... 


. * 1 
Wenn (ß sich sehr der Gränze und daher z der Gräuze nähert, 

werden je zwei aufeinander folgende Terme in Zähler und Nenner nahe 

gleich oder entgegengesetzt. Vereinigt man sie in ein Glied, so bleibt 

die Convergenz noch überaus grofs. Ist z. B. Ä = so wird ungefähr 

q = i, 80 dafs die Formel (5.) noch sehr rasch convergirt. Aber es wird 

dann schon q' ungefähr r f ff , so dafs man für alle Amplituden mit der 

Formel 


tang( 4l o-|<P)*=l 


1 —q J Z* — q'*zr* 
1 — q > zr' i —ij tl z 1 


ausreichl, um (ß bis auf 0"01 genau zu haben. 

Ich will noch einen sehr couvergirenden Ausdruck für die ganzen 
Integrale zweiter Gattung hinzufdgeu. Vergleicht man nämlich die beiden 
Fonnein Fund. S. 110. 

\ nA = färf /*•**' am ** = 4,r lö^ + (T^)i + ,T% E(c '] 

= 4r (g^+ «<«•]. 

so sieht man, dafs A in — B,B in — A übergeht, wenn man — q für 
q setzt. Oifferenziirt inan ferner die Formel Fund. S. 103 (3.), uemiich 

log — = 4 f-r 4 f- 077 ^ - Tr -f j* ' » T *f etc, l » 

6 n Ll + 7 i 3(1+^*) T 5jl-f 7») , r J’ 

so erhält mau 

2 gdK 

• r - . v - •' Kdq‘ 

Hieraus folgt nach S. 184 (6.) 1 


B. 


•\ t 


t » 


9y 9 -f 16^ ,c etc.). . . 

Setzt man hierin — q für q, wodurch K in k'K, B in — A übergeht, -so 
erhält man 

)/*'■*’ (g//* = 8(»-4,'+9 ? *-16»‘«etc.), 

und daher, durch Addition uud Subtraction, zur Bestimmung der gauzeu 
Integrale zweiter Gattung die Formeln: .. , _ 

• C = k 7 (i^f (co, ’ l? = «OH V+'J5^....) J >- 

von denen besonders die zweite bemerkenswerth ist, indem sie zeigt, dafs 
der Werth des ganzen elliptischen Integrals zweiter Gattung 

2 A» (cos 1 qp — Vk'. sin *<p)d(p 

nJ A (p 

o 

von der Ordnung der sechsten Potenz des Moduls und von 

64 q* 


k l 


(¥)* 


nur in Gröfsen von der Ordnung der dreifsigsien Potenz des Moduls ver- 
schieden ist, welche aufserdem noch durch überaus grofse Zahlen dividirt 
wird. Man siebt auch aus der vorstehenden Formel, dafs 

B<C.A und ß>yA'.A . • . ■ \ 

Um aus D den Werth von E l zu finden, dient die Formel . .. r ... . 

r - ^ •- • • (—);•** 

Auch kann man die Formel 

-(>+t , *')/* J - c ” y ' L =■ (i-yt')F'- 

O 

bemerken. Da immer . 


•>t r- 


'nD 


Ay , v : r ^2 P 1 ^ 


»>TT’ 




.V 


so ist in der Entwicklung von D der erste Term, welcher, extreme Fälle 
abgerechnet, allein einen W T erth erhält, immer ■< löafJP 3 '* ^ au 

2 * 


12 


wie genau für nicht allzugrofse Moduln die beiden Gröfsen 

(l+yjfcOF 1 und /*'(!-{- }/k«)E l 

mit einander Übereinkommen, indem die Differenz, nach den Poteuzen von 


k q entwickelt, mit dem Term beginnt. 

* * ., * i 

■ ,• *. 

• ' * 

Man kann bei Berechnung der elliptischen Integrale mit Vortheil 

die Gaufstschen Tafeln anwenden, in welchen für einen unter der Columne 
A als Argument gegebenen log#, wo x>l der Werth von log(l-j x) in 
der Columne C sich befindet. Ich will hierüber in einige nähere Erörte- 
rungen eingehen. 

Es sollen im Folgenden die Werthe von A mit einem lateinischen 
Buchstaben und die entsprechenden von C — %A —0.3010300 mit dem ent- 
sprechenden griechischen bezeichnet werden, so dafs man, wenn wt>» 
und u 


i w 

'»g v ' 


i m -f n 

“ = '°e 2 VWÖ 


oder a gleich dem Logarithmus des Verhältnisses des arithmetischen uud 
geometrischen Mittels von m und n setzt. Ist — a der Logarithmus des 
Complements eines gegebenen Moduls, so wird hiernach — a der Logarith- 
mus des Complements des kleineren Moduls, in welchen der gegebene 
durch die Landemsche Substitution (ransformirt wird. Setzt man nun nach- 
einander _ ' . <“• : 


“ = log^-, a! — a, «" =±= a', 


a' 


a' 


II. 8. W., 


4 .* • » t — i / • t t , ’ 

indem man immer den gefundenen Werth Von a (f) zum Argument A macht 
und den entsprechenden Werth von a ;i+,) = C-\A-r 0.3010300 aufsucht, 
bis man auf verschwindende Gröfsen kommt, so wird, nach der S. 97 an- 
gewandten Bezeichnung, . , 


« = Io g-^» a' = a = Iog^, «" = a''= log 


w 


m" 


etc. 


w 


Man erhält ferner aus den Formeln 

win = rin', m'n' — ri‘ri\ 
die Gleichung 


m m' 


m 


ff- 1> 


. . . Ä n 6 > tt (i) * ; 

H»*» . .. 


I .. 


n n* * wii 

und daher, wenn durch fj. die Gränze bezeichnet wird, welcher die Gröfsen 


i 


43 


n a) sehr schnell sich nähern, 

log fi = Iog»-f-±[a-f a'-f«" 4' ••••]• 
l>er so fär (i erhaltene Werth giebt bekanntlich das ganze elliptische In- 
tegral erster Gattung durch die Formel 

2 dtp J_ 

nJ ^(wtrtcos* 9>-f M,48 * ul V) f 1 

O 

Die Gröfseu n', n" etc. selber findet man durch successive Addition von 
±a, \af etc. vermittelst der Formeln 

Iogn' == log»-|-|«> logn" = logn'-f I«' ••••♦ 
und hieraus • - • \ 

log mi' == logn'-fa', logr»"= logn"-ffl w • • 

Oaufs hat in seiner Abhandlung „ Determinatio attractionis” auch eine sehr 
bequeme Anordnung für die Berechnung des gauzeu elliptischen Integrals 
zweiter Gattung mitgetheilt. Berechnet man nämlich 

K = — h' = 

' 2A'A'+4A"A"+8A'"A / "+..». 

v aa ’ 

so findet man nach einer Formel, welche im Wesentlichen mit der von 

Legendre gegebenen übereinkommt, 

<nr W * co» 2 q> dtp _ V 

V(mm cos* <p -f n n sin* q>) (* *--■ - *• 

4A"A" 

- . ■ — - etc. oder — , — , 
m' 


v ,__ ** 

A. — —77 , . • • . , 


n J 

4 /. 44' +4- 44' A' 

, — r» -=zr etc. oder — , 


etc. sind der 


Die Gröfsen — , — , — 7l - eic. ouer — , - vy- , - 777 

m ’ m! 1 m“ m ** *■ *■ 

gegebene und die nach und nach trausformirteu Moduln. Nach tund. 
S. 149 (4.) findet mau die Gröfse // durch die Formel 

log q — 2log K-\-a — \a , — \a" — %a" , etc. 

Um das unbestimmte Integral erster Gattung zu finden, hat man nach Fttnd. 
S. 97 die Gröfsen A' aus den vorhergehenden A durch .die Formel 

* « ‘ 

zu berechnen, woraus folgt: 


m' jm! 

a< y «' • 

* W i/*! 

«' f »' 
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i»gV’ 


Setzt man daher 

■ «= log^, ; b = logf-, 

a‘ = u, b' = Ka+ß— 7)j c ‘ — i( a ~ ß-f 7)> 

«" = a', A" == *(a'-f ß'-/), c"=: *(a'-ß'+7')» 

etc. etc. , . . ; ’ r ' 

wo man immer, wenn man iu den Gaufsischen Tafeln «4=s=.a li) t b {,) oder 
c® nimmt, die Gröfsen a <0 , ß (0 oder durch die Formel . , : . 

C—±A — 0.3010300 

erhalt, so wird . ... 

loslr 

Für das Integral 

' ^ $ 

J /(#»m cos 1 qp-f ««■ sin* <p) 

findet man hiernach durch die Formel S. 98 

log taug n O = log taug © -f log — . 


. =. log tang© -flog 


m 


b'—b“ — b '" — etc.. - 


A * * 

Man kann auch die ersten Gröfsen und — auf analoge Art durch taug© 
finden. Sind nämlich b", & positive Gröfsen, welche durch die Gleichungen 
' <• ± log taug-© == b'\ ±log^ tang 2 © = r' r - ' 

bestimmt werden, so wird 

I«sf = t = *(*+*-?), . I «5V = '= 4(ai'-0»+/), •, 

*» „• V v*’ ^ 

wo a "===«. Die Gröfse ft<P ist der in den Reihen - Entwicklungen mit x 
bezeichnete Winkel. 


Aus der von Gaufs angewandten Substitution 

• » 

‘ - Vmninrp' 


\ l‘ #*’ 


sin© 


• : .>• 


(m-f m)co 8 2 «p'-f 2 main 1 <f>‘ - ■ *• - • • 

findet mau ' 

wo, wie »m Vorhergehenden , ‘ 

A = ^(»/imcos 2 ©-} nnsiu 5 ©), A' = ^(m 1 wi'cos 2 ©'-f- n'n'sin 7 ©'). * 

• • ' ■* ■ ; , , ‘ < i ! * 

Hieraus folgt: 

• 7- x •. 
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= log + 15 — 0 , ' log ^r- = l°g ”£r -I- i - 3'- 
logcos$> / = logcostp-f^-fi^ — ß, logcos<P"=logcos^'-f-6"-j-4^ / ~ß / > etc * 
Man bat so. durch die bereits berechneten Werthe von b { '\ ß <0 und durch 
log sin <P, log cos (P nacheinander durch blofse Addition die Werthe voo 
log siu (&', log cos <P # , log sin (ß", log cos <P" etc. Diese Gröfsen dienen dazu, 
die von Gau/s für das unbestimmte Integral zweiter Gattung gegebne 
Formel zu berechnen, welche mau, mit einer kleinen Veränderung, so dar- 
stellen kann: > 


/ 


cos 2 (pdip 


— v<t> 


coafpsinqp' | 2X'X' cos tp 1 sin tp" 

‘ I XX • 


m' 


nr 


y'(mmcos 1 (p-\-nn sin* <p) 

. AX"X" cos (p" sin <p'" 

• , - \ . . +-XX"- ■ elC ‘ 

Bezeichnet man das vorstehende Integral mit P und, wie Legendre, 
mit F\ E 1 die ganzen, mit jF(<P), E(<Q) die unbestimmten elliptischen Inte- 
grale erster und zweiter Gattung, so dafs JF^’((P) = d>, so wird, für »/».— 1, 


und daher 


mm — nn 


£?(<P)-= *')(<!>— P), 

|57 ‘ = 1 — 1 *»') + i(Ä / Ä / ) (1-f 


F 1 E(<p) — E 1 F(<p) 

f 1 : 


2 mm 


= lk 2 (P+vQ) 

[ cos (p sin op 7 , 2X'X‘ cos qp' sin <p" j AX"X" cosgp"sinqB'" | 

5 -.+ ir — ^ — • + ~~ix~ ’ r-w ? — +-•]••. 


‘V •; 

und daher 


Znfolge des oben für gegebenen Werthes wird 

/’ cos rp sin g' d(p f2 ginqp cos cp d<p 

J m' 'S J A(m-fA) 

i(mm — nn) /’^Ä . *S =, l„g 

- - * o • ‘ % t * . •- ' 

Setzt man daher, wie iu den Fundum., 


2 m 
m-f A ' 


und bemerkt die Formeln 
X'A 


0(n) 

0(o )’ 

X" X" 


(mm — n n) - = m'm ‘ — n'n', (rn m — nn) == n"n 


etc., 


t 

■% * ' 

* . f 


d$ _ d <P' _ d <P" 

A ~ ~~Ä' ~ “Ä 77 " etC '’ 


i 
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80 erhält man einen neuen znr Berechnung bequemen Ausdruck für die 
Function 0(tt): ’ 

0(m) _ 2m / 2m' V ( 2m " V ( 2 
0(o) — m+A * W+A'/ * \m"+A"/ * Vm" 


0(o) 
2 m 


2 m'" y 

'+A"V 


Da log — ß» 80 gieht diese Formel die folgende: * 


ö(u) 


‘ b — ß -}- b* — 2 ß' 2 6" — 4 3" -f- 4 A"' — 8ß"> etc., 


lo *e ( 0) 

welcher man noch verschiedne andre Formen geben kanu. 

... • ■ 3. • 

Setzt u »u k= vimm ~ n - n \ = ferner 

“ 7 m' 


m 


> - . • 

so wird 


K™ = i(lf*T).JC, <P = »m(±££, *), 


' «v 


Zufolge der S. 98 gemachten Bemerkung verwandelt sich daher k, K, <ß 
in k {7 \ KW, <P', wenn mau q 7 für q setzt. Dies erhält eine Bestätigung 
durch die Formel 

m tangjp' _• 2 tangy' f 


t... 


tangtp 


A' ‘ 1 + A J * V(i — *<*>* Bin* cp') ’ 

Wenn man nämlich aus den S. 88 für siutp, cos tp, gegebnen 

Zerfällungen in unendliche Producte den Werth von entnimmt und 

in demselben q 7 für q setzt, so erhält man sogleich den Ausdruck für 
|( 1 -f- A*') taug (P- Umgekehrt kann man auf diese Art die vorstehende For- 
mel, durch welche ß aus ($' bestimmt wird, unmittelbar aus jenen Factoren- 
zerfällungen von sin?), cos$>, ableiten. 

Für «i= I hat mau die Formel S. 101 (16.): 


■2k‘ k< K tai ><j<p 2 k' K coscoam« _ 4f/8in2j- , 47*sin4jr 

■ • ■ A _ ” ‘i— — • ■ ■ • ■ IHDg *C **" " j p ■ “I - . * 


-etc. 


fi A q> n cos am m , ■ 1 + 7 1 l + v* 

Setzt mau hierin q 7 für q, so verwandelt sich der Ausdruck links in 
. 2 k“ 2 K ta»g 7 >' 2 K 

i+k 1 ’ n * y/(l - A jT) ‘ sin* <p‘) ~ n lang ^‘ 

Man kanu daher zu den in den Fundam. mitgetheilten Reihen noch die 
folgende fügen : 

4 </• sin 6 x 
1 + 7 * 




n 


etc. 
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/ / IT J . % » 

Leberliaupl bietet die Betrachtung, durch welche diese Formel ab- 
geleitet ist, ein wichtiges Mittel dar, aus den gefundnen Resultaten mit 
Leichtigkeit neue abzuleiten. Man bemerke z. B., dafs, wenn mau in dem für 
0/2Äx\ 

. : *LJ- oben gefundnen Ausdruck für k oder für q setzt 

m ^ ( lkK ) 

und ihn dann iu’s Quadrat erheht, dasselbe Resultat sich ergiebt, als wenn 
man den Ausdruck mit mulliplicirt. Da sich nach S. 52. k' K da- 

durch, dafs man a 7 für q setzt, in y'k'.K verwandelt und nach S. 165. 

A.e(«) - y»'.e(«+JC) 

ist, so erhält mau hieraus die Gleichung . . . 

20*0(1+*')«. *») = |/( ? #)©“ + y^ s )e(*+Ä). 

* •. . * • • v* i 

Die oben gegebne Gleichung 

► i . T ; i , 


siny 

I « ’. * !« 1*1*« • r* . I ' 1 fTl* 

kann man auch so darslellen: 


2 sin q> 
m-f- A 


Aus der Formel S. 173 (1.) folgt aber, wenn man k m für k setzt, 

A'-WCD' - *=*'si„’®' - 

li sin (p _ j^sm +' — 0* (1(1 fit 7 )«,*™) 

und daher .. .. 

»»— A Qu — Vk'.e{u-\-K) 

ö 1 q (l-f K) «7 & ;,) ) i *» 4 - a ö«<-f ^.©(u-i-io ’ 

woraus . ' ' 

2 B j q(i +*7.«, *») = ]\rjr) 0 ( w + K ) 

folgt. Ersetzt man die Formel 

= /(!=£) sin<P' = ' 


1 +- 
1 m 


durch die folgende: 

v H (1(14- *')«,#*) _ Hm 

öqa-l-*')«, — ' ©m+/*'.©(«4-a:) ;* 

so erhält man 

' aH(Kl+*')«,* , ’ l >.0(*(t+*')«,* 81 ) = V(“)H(«): 

3 


\ 
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eine Formel, welche sich unmittelbar aus der Darstellung von ©m und 
Hv als unendliche Producte ergiebt. Die drei gefnndueu Formeln geben 
die Gleichungen - . : . »i-M: _ • ».V“ 

2[1 — 29 ? cos2a?-|-29 8 cos4a? — 2</ ,8 cos6a:-f 
.== ( 1 -J- 29 -f 2 9* 29° -f • • » •) ( 1 — 29 cos 2a? -f 2 9* cos \x — 29" cos 6a? -f • • *’♦) 

-{- (1 — 29 -f" 29 4 — 2 <f 1 t 29 cos 2a? -f 2/ cos4a? -}- 29” cos fta? -}-••• •)» 

Sfj^.sina? — y 9°. siu 3 ar-f^ 5 * »in 5 a? — .. : 4 ■, 

= (l-£ 29-f29 4 -j- 29 J -j-....)(l— 29cos2a?-{-29 4 cos4a? — 29‘ ) cos(ja? 

— (1 — 29-}- 2 9*. — 'lq' } 1 -f- 29 cos 2a? -]- 29* cos 4a? -}- 29° cos Ga? 3 . . . .), 

[1— 29‘C082a?-f 29 ft cos4a? — 29 ,H cosGa?;-^..)( )’q . sina? — y'9 3 . sln3j?{-y / 9 i . sinGa?—) 

== (y'9 -|- y'9 9 -f ) f q™ -}-••••) (y9 »sin a? — yq. sin 3 a?= y'9 . sin 5 x — 

Dies sind die einfachsten Fälle sehr wichtiger und sehr' allgemeiner For- 
meln för die Verwandlung der Potenzeu und Producte der Functionen ®u 
und Hu in ein Aggregat linearer Ausdrücke. 

Die Rechnungsvorschriften, welche auf der von Legendre haupt- 
sächlich untersuchten La/idenschen Transformation beruhen, erfordern zur 
Auffindung der Werthe der unbestimmten Integrale erster Gattung den Ge- 
brauch trigonometrischer Tafeln. Man berechnet?),, ?), etc. durch die Formel 
logtang((p, — ?>) = log taug?) — «, etc. 

Die Winkel £?), {■<£, etc. nähern sich sehr bald der Gränze ’-i u.'. 

— fi f* 'jf ? — - t ~-» •. 

r 'J cos* (p -j-nn siu 1 tp) 

Um die unbestimmten Integrale zweiter Gattung zu finden, setze ntau 

Z F 1 E(<p ) — E l F(tp) mm — nn f ft coa 2 tp d tp -1 

m — V 2m L J 

Z ° 

und bezeichne mit die analogen Gröfsen, welche tnau erhält, wenn 

ni' ■ ^ * * 

mau m ( % n% (p, für m, n, <p setzt. Die Legendrescheu Formeln geben dauu 
25, = Z — 4A. / 8in(p, , Z 2 — Z t — 4?v // siü?)j, etc. 
und daher 

Z — 4£\ / sin?) 1 -}-V'»in?) 2 -f ^"»iu?),-}- etc.]. 

Multiplicirt man diese Formel mit 

\ i3L — 

A * A, 

und bemerkt, dafs 

4Ä'8in tp.dtp ^ 


-- J ctc. , 
811129 dtp 


•Vf 




£ 


m m cos 1 <p -}- n n sin 1 9 




cO erhält inan durch Integration •. 7 - ■* • 

rt zd? * 4 ' • ■ ' \ ■ -. -i 

J •' _ __ Ja J«t_ J m “ 

e — mf ~ v a -Va, *r A t ■••••» 

welches der in den Fundarn. S. 151. durch Betrachtung der unendliche!) 

Producte gefundne Ausdruck ist. Es steht aber dort aus Versehen der in— 

... .u tu. - o e- t \ 2Kx 1 A 2K^x 

verse W erth. Eben so müssen S. .loO. für -rr? A aui , - 777 - 0 * 7 - & am » 

; •,< ©(^) y. .. 

A* A (2) . . . ., ” — die inversen Werthe gesetzt werden. Die Grd- 

• > -'*■ r ' .v (U) 

fsen A, A t etc. kann man durch die Formeln 
."■‘V 'coK'Jrp-W = ~ 
berechnen. Diese geben den Ausdruck 

-. 1 » *>. ® • ;> • ■ ■ . . . r 

«tu) 1 1 1 

• ' ftcM«»,-,»,)) ' T 7 

welcher blofs voti den Amplitudeu abhängt. Will man die, in den Fundarn, 
initgetheilte Berecbnungsweise der Grofsen A,, A 3 etc. anweuden, so ge- 
bracht man wieder mit Vortheil die Gan/ifischen Tafeln. 

O’li Ifj 


cos(2(p 1 -(p 1 ) = -^ etc. 


m' 


'»•'r 


•. .< 


-r.U r. 


4. 


. Ich wijl die hauptsächlichsten der im Vorigen mitgetheilteu Formeln 

• durch ein von Legendre ebenfalls behandeltes numerisches Beispiel erläutern, 
welches sich auf einen schon ziemlich grofsen Modul k= sin 75° bezieht. 


*a£-‘ 1 

Es sei 


*',.u ^l**:*/' / . log» = log sin 15° = 9.4129962V 

• • © ; 47*’3' 30" 95,' • • ’ • *• . . 

wo tang^= y^ 3 *-» Die benutzten Tafeln sind die auf 7 Stellen berech- 
neten Matthiessischen (Altona 1817). Bei den Interpolationen ist noch imr 
wer die 8te Stelle mitgenommen worden, um den Fehler in der 7teu zu 
y^criogern. l( / ' . . y ' 

Setzt man « = log — = 0.5870038, ferner . * 7 - ^ 

log taug (p 1 = b° = 0i0624693.6, : 

. 4-8-W8MK-«. 


3 * 
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und sucht nach der in der Abhandlung angegebnen Regel aus den Matthxessi- 
«*«. Tafeln die Wer.be 0 . = 0.0011222.3, ■ 

y° _ ().o,S 70960.3, 
so findet mau nach und nach : 


, m 

i°sx 

A 


b = 4-(a-fß‘’— /) = 0.1505150, ß = 0.0064882.3; 


> i 


log — • = c = u — b 


0.43048880, 


a' =0.0924352.2, 

v * #«*'** 

u" = 0.0024545.8, 
0 '"= 0.0000018.0, 


y = 0.0526732.3, 

c' =0.0693101.1,. 
y' =0.0013812.0, 
c" *±= 0.0018409. ly 
y" = 0.0000009.0, 


£' =0.0231251.1, 
ß' =0.0001539.7, 
i" =0.0006136.7, 
ß" = 0.0000001.0, 
ö'"= 0.0000005.0, 
llat man hier aus a‘, b\ & die Gröfsen a‘, ß‘, y‘ gefunden, indem man nach 
der allgemeinen Regel 

et, b l oder. c f = 4 und a f , ß*, Y = — 0.300103000 • 

setzt, wo C aus A durch die Matth. Tafeln gegeben ist, so wird 


c"'= 0.0000013.0. 


« i+1 = a', & i+l = i(a*f ß‘ — y), c i+ *.= $(a' — 




und daher immer (t — b ‘- Wenn daher log—, logtangCf) gegeben ist, 
so hat man zur Berechnung aller vorstehenden Gröfsen nur achtmal in die 
Tafeln zu gehen. Uiermit ist aber schon fast alles gegeben, was zur Be- 
rechnung der ganzen und unbestimmten Integrale erster und zweiter Gattung 
und der Gröfsen log <{ und log© erforderlich ist. Denn mau hat zunächst 


log^ = log = logn+4a-f±«'-f + ja' 


9.75394390. 


Dm log q zu finden, braucht man noch den log. des vierten Theils des Moduls 
logA = logi/Cmm — nn) = 9.3828837.7;^ 

dann wird 

log? = 2 log \ -j~ a — 3 [ j a' -f j «" -f l a ,,r \ = 9.2122768.7. 

Setzt man ferner <J> = F ($) , so wird . . *. v ,.- i 

log tangfxO = logtang(P-j-log£ — [b' -\-b" -\ b’ ,r \ = 9.7614393.0. ; 

Der genaue Werth von ar=fi<I> ist 30° und man hat nach den Tafeln 
log lang 30° = 9.7614393.7. Man findet ferner 

= + 2&"i4$'"-[ß-f2ß / -|-4ß"] = 0.0928153.9. 


J . 


. — 21. — 

■ ’ j, » 

Uru die Integrale zweiter Gattung zu erhalten, mufs man zuvor durch Ad- 
dition uud Subtraction die Logarithmen der Gröfseu in', n\ K‘ bilden: 
log»' =9.7064981, log in* = 9.7989333.2, log 7^' =8.9668342, 
log»" =9.7527157.1, log /»" = 9.7551702.9, log ?v". = 8. 1784981 , 
logn'"— 9.7539430.0, log w"'= 9.7539448.0, log V" = 6 . 60305 , 
log» 1 * = 9.7539439.0, log ro ,T = 9.7539439.0, log K" = 3 . 452. 

Hier ist 

logn ,+1 =^ logn'-f logm‘ = log»M- a ‘> logA.‘ +1 = 21og\‘ — Iogm" H . 
Hiernach findet man 

2*'*' 


* • , » 


> . 

y r 


log = 9.4689309, 


n 


0.2943952.7, 


log — = 8.1932888, — — == 0.01560519.0, ■. 


log^ = 5 . 34343 , 


«. •<*» 


8A'"A"' 


Üfj' ~ 1 “ 


= 0.0000220.5, 


StP 


: v = 0.3100232.2. 

Der gefundene Werth von welcher das Aufschlagen dreier Zahlen er- 
forderte, giebt , j 

— 1 /’4 r ‘co8 2 wdtp E 1 »»+»» mm — >u* 

v Ä W Acp 5 F “ “27^ . 2mm V * 

0 , 

Zur Berechnung des unbestimmten Integrals zweiter Gattung geht man von 

den Werthen von Iogsintp, log cos (p aus und findet daun durch succes- 
sives Addiren : 

~ i„ 

Ä'-|-,U — ß = 0.0918943.9 


* rv ' V. 


log **2. = 9.8645412.7 logcosp = 9.8333065.7 

® m 


\ . V. 


\b — ß = 0.0687692.8 


log = 9.9333105.5 

® m' 

ß' = 0.0114085.9 
= 9.9447191.4 


|$"_3" = 0.0003067.4 


log cos (P' ’= 9.9252009.6 

= 0.0120222.6 K-- 

log cos$" = 9.9372232.2 ( °* 

= 0.0003072.4 


log^ELS^.' = 9.9450258.8 

2.5 


\b“' = 


log 008 ^"= 9.9375304.6 


| 0 g!fL^ = 9.9450261.3 

O m lT 


r ’ 


t * 

. /< 

. :* 
9 
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C08 (p si«<JS' 


0.5842747.0 


_ ’• . • ‘ 

' ‘J. 338851(1.0 _0.iUM*M.$\ 

a a) m" 

^*T*J ' , *1U = 0. 01 18997.5 • 

hg ?^.s!aötfr^5'.«399 - 


log v =9.4913942.9 


log V <P = log J W = 9 . 4564490 . 9 


/ f cos2 <f d tp 
A <f 


0.8143894,3 
v$ = 0.2860447.2; 
0.5283347.1. 

Mau bat zur Berechnung des vorstehenden Integrals zwar nur fünf Zah- 
len anfzusclilageu, aber sehr viele Additionen zu machen. Es wird daher 

.eben so vorteilhaft die Gröfse — 4- etc. auch durch die Formel 

m ' 

• \ cos (p sing»' , 2Ä*Ä' cos ®' sin a>" .... 

— »■ + 'TI ~rn !r ~ + « <0 - 

= - J_ \ e (®) - ®' fY®)l = -i- . , ,»°2.r-2,‘«»4*+ 3 ,‘«i»6,r QIC. 
$11 L 2 XXi* 1 — 2ocositx+2<7 4 cos4x — 2o*cos6x et«. 


berechnet werden könueu. Da hier x=30° uud logo = 9.2122768,7 

r» * ^ 4 2 . \ ' f . * • \ 

ist,, so findet mau, wenn man den Bruch mit bezeichnet. 




jy 

</$\a2x — 0. 1411911.5 ycos2:r = 0.0815167.5 

2^sin4a; = 0.(X)12236.8 -? 4 co84;r= 0.0003532.4 

Z = 0.1 399674.7 , —^cos6;r = *0.8 

logZ = 9. 1460271.7 • iV= 9.8362601.8 

logIV = 9.9223413.9 . , =1 — 29COs2a?4-2y 4 cos4x— 2y 9 cos6ar 

ä^;.|=0.81M894.4 f : :i ' - ^ 

Die frühere Rechnung gab dieselbe Gröfse 0.8143894.3. Deo Werth von 
log IV kann man auch aus der Formel 

.. ' . logiv = log^-j-^iog^-' ; - : - 

erhalten. Wir fanden aber oben 

0« 


log^jj = 0.0928153.9, 
^log^- = 9.8295261.5, 


-» 23 • '-** 

and hieraus wird '■ ' , * ; " ’• ' l 

- ’ logJV = 9.9223415.4, 

welches nur um 1.5 in der 7ten Steile von dem durch die Reihen -Ent~ 
Wicklung gefuudneu Werthe ab weicht. 

Sehr leicht wird die Berechnung von v durch die Formel 


= .(W*0**- 


nD 




oder 
Es ist 


y'm -fy'n v ym — Vn i. n* V 

ym * (*■ ym * ft 8AÄ * 


ym — y>t ___ m — n 


mm — uh 


2 XX 




ym-\~yn 2 (m'-fw') " 2 (»»'-}-«')(»« + ») m'm' 1 

ym {- ]fn = y(2(m / -f «')) = 2 /m", - - 

* ■ • V* ’ • » . , 4 % * * , 

und daher, wenn niau q 16 , als unmerklich, wegläfst, 

"t 2XX ym.fi^D 2XX 4 ym.ffiy* 

V m’m" 16üy'»i/' m!m" ym". A A .* 

Es ist ;■* ■ • 1 ■ ■ ■ ; 

~ 0-3256071.8, ; 

- 8.19JG7«5.*t - 0.0155838.4, .. 

y — 0.3100233.4, . 
oben gefundnen Werthe ab- 


log^i = 9.5126939.3; 


ym 7*. 

* i * • ( | 

welches nur um 1.2 in der 7ten Stelle vom 

• \ - . . \ 

weicht. . , .... . 

Königsberg, den 12. Juni 1848. 


Ich füge die folgende Tabelle hinzu, welche für die Werthe des 
Argumentes •$ — arcsiuA von Zehntel zu Zehutel Grad die Werthe von 
logy bis auf 5 Decimalstellen nebst deu ersten Differenzen giebt. 
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• # 

log. 7 

Diff. I. 


log. 7 

Diff. I. 

& 

. log. q 

Diff. 1. 

0.0 

Infinitum. 


5.0 

6.67813 

1722 

10.0 

7.28185 

869 

0.1 

3 . 27964 0 

.60206 

5.1 

6 . 69535 

J689 

10.1 

7 . 29054 

860 

0.2 

3.88170 

35218 

5.2 

6.71224 

v 1657 

10.2 

7.29914 

852 • V 

0.3 

4 . 23388 

24988 

5.3 

6 . 72881 

1626 

10.3 

7 . 30766 

844 

0.4 

4.48376 

19382 

5.4 

6 . 74507 

1596 

.10.4 

7.31610 

• 836 • '** 

0.5 

4. 67758 

15836 

'5.5 

6.76103 

1567 

10.6 

7 . 32446 

828 

0.6 

4 . 83594 

13390 

5.6 

6.77670 

1540 

10.6 

7 . 33274 

820 

0.7 

4 . 96984 

11599- 

.■V7 

6.79210 

1513 

10.7 

7 r 34094 

813 

0.8 

5 . 08583 

10231 

5.8 

6 . 80723 

V-1488 

10.8 

7.34907 

805 

O.H 

5.18814 

9152 

5.9 

6.82211 

1462 

10. -9 

7.35712 

798 

1 .0 

5 . 27966 

8279 

6.0 

6 . 83673 

1439 

11 .0 

7.36510 

791 

1 .1 

5 . 36245 

7457 

6.1 

6.83112 

1415 

11.1 

7 . 37301 

784 

1 ,2 

5 . 43702 

7054 

6.2 

6 . 86527 

1392 

11.2 

7 . 38085 

• 777 

1 .3 

5 . 50756 

6437 

6 . 3 

6.87919 

1371 

11 .3 

7.38862 

771 

4 .4 

5.57193 

5994 

6.4 

6 . 89290 

1349 

11 .4 

7 . 39633 

763 , .. 

1.5 

5 . 63187 

5606 

6 . 5 

6 . 90639 

1329 

11.5 

7 . 40396 

758 

1.6 

5.687H3 ... 

5267 

,• 6.6 

6 . 91968 

1310 

11.6 

7.41J54 

750 

1 .7 

5 . 74060 

4965 

6 . 7 

6 . 93278 

1289 

11 .7 

7.41904 

745 

1 .8 

5 . 79025 

4697 

6.8 

6 . 94567 

1272 

11 .8 

7 . 4264» 

738 

1 .H 

5 . 83722 

4456 

6.9 

6 . 95839 

1252 

11.9 

1 t ,, 

7.43387 

732 , 

2.0 

5.88178 

4239 

7.0 

6.97091 

1236 ' 

12.0 

7.44119 

727 

2.1 

5.92417 

4042 

7.1 

6 . 98327 

1218 

12> 1 

7.44846 

720 

2.2 

5 . 96459 

3862 

7.2 

6 . 99545 

1201 

12.2 

7 . 45566 

714 

2.3 

6 . 00321 

3697 

7.3 

7 . 00746 

< 7185 

12.3 

7 . 46280 

709 

2.4 

6.04018 

3547 

7.4 

7.01931 

1169 

12.4 

7 . 46989 

703 . J . 

2.5 

6 . 07565 

3408 

• ‘7 7.5 

7.03100 

1154 

12. 5 

Y. 47692 

698 

2.6 

6 . 10973 

3279 

. -Ai 7 . 6 

7 . 04254 

1139 

12.6 

7.48390 

693 

2.7 

6 . 14252 

3160 

7.7 

7 . 05393 

1124 

12.7 

7 . 49083 

686 

2.8 

6.17412 

3050 

7.8 

7.06517 

1110 

12.8 

7 . 4976» 

682 

2 . H 

•• 6 . 20462 

2946 

7.9 

7 . 07627 

1096 

12.9 

1 

7.50451 

% » V \ 

677 

3.0 

6.23408 

2849 

8.0 

7.08723 

1083 ' 

13.0 

7.51128 

671 

3. 1 

6 . 26257* 

2759 

8.1 

7 . 09806 

1069 

13.1 

7.51799 

667 

•3.2 

6 . 29016 

2674 

. .i 1 1 8 . 2 . 

7.10875 

1056 

13.2 

7 . 52466 

661 

3.3 

6.31690 

2595 

8.3 

7.11931 

1044 

13.3 

7.53127 

657 

3.4 

6 . 34285 

2519 

8.4 

7.12975 

1032 

13.4 

7 .53784 

«51 .r 

3.5 

6 . 36804 

2449 

8.5 

7.14007 

1020 *1 

13 .5 

7 . 54435 

648 

3.« 

6 . 39253 

2381 

8.6 

7. 15027 

1008 

13 .6 

7 . 55083 

642 

3.7 

6.41634 

2318 

8.7 

7.16035 

996 

13.7 

7.55725 

638 

3.8 

6.43952 

2258 

8.8 

7.17031 

986 

13.8 

7 . 56363 

633 

3 . H 

6.46210 

2201 

8.9 

7.18017 

974 

13.» 

7 . 56996 

629 

4.0 

6.48411 

2146 

9.0 

7.18991 

964 

14.0 

7 . 57625 

625 

4.1 

6 . 50557 

2095 

9.1 

7.19955 

" »53 

14 ;1 

7 . 58250 

620 

4.2 

6 . 52652 

2046 

9.2 

7 . 20908 

944 

14.2.; 

7 . 58870 

«• 616 

4.3 

6 . 54698 

1999 

9.3 

7.21852 

933 , 

14.3 

7 . 59486 

612.' 

4.4 

6 . 56697 

1954 

9.4 

7 . 22785 

923 ; 

14.4 

7. 60098 

■«07 '*• 

4.5 

6 . 58651 

1911 

9.5 

7 . 23708 

914 

14.5 

7 . 60705 

604 

4.« 

6 . 60562 

1870 

9.6 

7 .24622 

904 

14.6 

7.61309 

599 

4.7 

6 . 62432 

1831 

9.7 

7.25526 

895 

14.7 

7.61908 

596 

4.8 

6 . 64263 

1793 

9.8 

7 . 26421 

887 

14.8 

7 . 62504 

591 

4.0 

6 . 66056 

1757 

9.9 

7.27308 

877 , 

14.» 

7. 63095. 

588 

5.0 

6.67813 

1722 

10.0 

7.28185 

869 

15.0 

7.63683 

584 
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log. 7 

Diff.L 

& 

log. 7 

Diff. I. 

* 

log. v 

I. 

13.0 

7 . 63683 

584 

20.0 

7.89068 

443 

25.0 

8.08971 

.359 

15.1 

• 7.64207 

580 

'20. 1 

7.89311 

440 

25.1 

8.09330 

351 

15.2 

7.64847 

577 

20.2 

7.89951 

438 

. ;> 

8.09687 

356- 

15.3 

7.65424 

572 

.20.3 

7 , «0.189 

436 

25.3 

8.10043 

354 

15.3 

7 . 65996 

570 

• 20.4 

1*90823 

434 

. 25.4 

8.10397 

354 

15.5 

7.66566 

565 

20.5 

7.91259 

433 

25.5 

8. 10751 

351 

.15.« 

7.67131 

562 

«KUß 

7. 91 692 

430 

25.« 

8.11102 

351 

15.7 

7.67693 

559 

20.7 

7.92122 

428 

25.7 

8.11453 

650 

15.8 

7.68252 

555 . 

20.8 

7.92550 

426 

25.8 

8.11803 

348 

15.« 

7.68807 

552 

20.9 

7.9297« 

424 

25.9 

8. 12151 

347 

iäu . te-o 

7.69359 

548 

21.0 

7.93400 

423 

26.0 

8.12498 

345 

. 16.1 

7.69907 

545 

21.1 

7.93823 

420 

* 26.1 

8.12843 

345: 

16.2 

7.70452 

542 

21.2 

7.94243 

418 

. 26*2 8.13188 

343 

' ' 16.3 

7.70994 

539 

21.3 

7.94661 

417 

26.3 

8.13531 

.342 

16.4 

7.71533 

535 

21.4 

7.95078 

415 

26.4 

8.13873 

341 

16*3 

7 . 7.2068 

533 

21 .5 

7.95493 

413 

26.5 

8.14214 

340 

|f - 16.6 

7.72601 

52» 

21.« 

7.9590« 

411 

2fi.fi 

8.14554 

3.38- 

16.7 

7.73130 

52« 

21.7 

7.96317 

409 

26.7 

8. 14892 

338 

16.8 

-. 7 . 73tifri 

523 

21.8 

7.96726 

408 

• 26.8 

8.15230 

336 

16.« 

7.74179 

520 

21.9 

7.97134 

406 

26.9 

fl. 1556« 

335 

17.0 

7.74699 

517 

22.0 

7.97540 

404 

21*0 

8.15901 

334 

17.1 

7 .7521« 

515 

22.1 

7.97944 

402 

27.1 

8.16235 

333 

17.2 

7.75731 

511 

22.2 

7.98346 

401 

27.2. 

* 8.16568 

331 

17.3 

7.76242 

508 

22.3 

7.98747 

399 

27.3 

8.1689« 

331 

17.4 

7.76750 

507 

22.4 

7.99146 

391 

27.4' 

8.17230 

329 

17.5 

7.77257 

502 

22.5 

7.99543 

396 

27.5 

8.17559 

'tm 

17.. « 

7.77759 

500 

22*6 

7.9993« 

394 

.2l*ß 

8.17888 

327 

im 

7.78259 

498 

22.7 

8.00333 

392 

27.7 

8.18215 

326 

17.8 

7.78757 

494 

22*8 

8.00725 

391 

27*8 

8.18541 

325 

17.« 

7.79251 

492 

22.9 

8.01116 

389 

27.9 

8.18866 

324 

18.0 

7.7M744 

490 

23*0 

8.01505 

388 

28.0 

8.19190 

■323 

18.1 

7.80233 

487 

23.1 

8.01893 

386 

28.1 

8. 19513 

322 

• 18.2 

7.80720 

484 

23*2 

8.0227« 

384 

28.2 

8.19835 

321, . 

18.3 

7.61204 

482 

23.3 

8.02663 

383 

28,3 

.8.2015« 

320 

18.4 

■7.81686 

479 

23*4 

8.0304« 

381 

• 28.4 

8.20476 

319 

18.5 

7.82165 

476 

23*5 

8.03427 

380 

28.5 

8,20795 

318 

18.« 

7.82641 

475 

23.« 

• 8,03807 

378 

• 28.fi 

8.21113 

311 

18.7 

7.8311« 

471 

23.7 

8.04185 

.371 

28*1 

8.21430 

■315' 

18.8 

7.83587 

470 

23.8 

. 8.04562 

375 

28.8 

8.21745 

i315 

18.« 

7. 84057 

467 

23.9 

8.04937 

374 

28.9 

6,22060 

314 

1«.0 

7.84524 

464 

24.0 

8.05311 

372 

29.0 

8.22374 

.313 

l«.l 

7.84988 

463 

24.1 

8.05683 

371 

29.1 

8.22687 

312 

1«.2 

7.85451 

460 - 

24 . 2 V 

8.06054 

370 

29*2 

0.22999 

311 

• 19,3. 

7.Rsm \ 

457 

24*3 

8*06424 

368 

■ 29.6 

8.23310 

310 

1£*3 

7.86368 

456 

24*4 

8.06792 

367 

29.4 

8.23620 

■30*1 

' 1«.5 

7.86624 

453 

24*3 

8.07159 

365 

29.5 

8.23929 

308 

1«.« 

7.87277 

451 

24.6 

8.07524 

364 

29*6 

8.242.37 

307 

18.7 

7.87728 

449 

24*7 

8.07888 

362 

29.7 

8.24544 

306 

• 18.8 

7.88177 

447 

24*8 

8.08250 

361 

* 29.8 

8 . 24850 

306 

19.8 

7.88624 

444 

24*9 

8.08611 

360 

2». 9 

8.25156 

305 

20.0 

7.89068 

443 

25.0 

'•'8.08971 

46 » 

30.0 

8.25461 . 

,303 

£ , iV » 

* 

• 


• 



4 " 

' V". 

• 

• 

m 

i 


- 

• 


• 

• 

•1 

*«! 


*. »■ 
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.1 

log. 7 

Diff I. 

* 

log. 7 

Diff. I. 

r 

log. 7 

Piff. !. 

- 30.0 

8.25461 

303 

35.0 

8.39646 

265 

40.0 

8.52199 

238 

30.1 

8.25764 

303 

35.1 

8.39911 

265 

40.1 

6.52437 

237 

30*2 

8.26067 

301 

34*2 

8.40176 

264 

40.2 

8.52674 

237 

30.3 

8 . 2H3fi8 

301 

35.3 

8.40440 

264 

40.3 

8.52911 

236 

30.4 

8 . 26660 

301 

34.4 

-8,40704 

262 

40.4 

8.53147 

236 

30.5 

8.26070 

301 

34.5 

8.40966 

262 

40*3 

8.53383 

235 

3U.fi 

8.27268 

298 

35.6 

8.41228 

262 

40.6 

8.53618 

235 

30.7 

8.27567 

207 

35.7 

8.41490 

261 

40.7 

8.53853 

235 

30.8 

8.27664 

296 

35.8 

8.41 751 

260 

. 40.8 

8.54088 

234 • 

30 . V) 

8.28160 

206 

35.9 

8.42011 

26Q 

40.9 

8.54322 

233 . 

31.0 

8.28456 

295 

36.0 

8.42271 

259 

41.0 

8.54555 

233 

31 .3 

8.28751 

294 

36.1 

8.42330 

258 

41*1 

8.54788 

233 

31*2 

8 . 20045 

203 

36.2 

8.42788 

258 

41.2 

8.55021 

233 

31.3 

8.20338 

292 

36.3 

8.43046 

252 

41*3 

8.55254 

232 ' 

31*4 

8.20630 

292 

üö »4 

8.43303 

252 

41*4 

8*55486 

231 

31.3 

8.20022 

290 

38*4 

8.43560 

256 

41*5 

8.33717 

231 

31 .6 

8.30212 

290 

36.6 

8.43816 

256 

41.6 

8.55948 

230 

31 .7 

8.30502 

289 

36*7 

8.44072 

255 

41.7 

8.56178 

230 

31 .8 

8.30701 

288 

36.8 

8.44327 

254 

41.8 

8.56408 

230 

31.0 

8.31070 

288 

36.9 

8.44381 

254 

41*9 

8.56638 

229 

32.0 

8.31367 

282 

3J.0 

8*44835 

253 

42.0 

8.56867 

229 

J2*J 

8*31654 

286' 

37. J 

8.45088 

253 

42*1 

8*57096 

229 

32.2 

8,31040 

285 

32*2 

■8.43.141 

252 

42*2 

8.57325 

228 

32.3 

8.32225 

284 

32.3 

8.43393 

251 

42*3 

8*57553 

222 

32.4 

8.32509 

283 

37.4 

8.45844 

251 

42.4 

8.57780 

227 

32.5 

8.32792 

283 

32*4 

8.46003 

251 

42.3 

8.38007 

222 

32.6 

8.33075 

282 

31*6 

8.46346 

250 

42.6 

6.56234 

227 ’ 

32*7 

8.33357 

281 

37.7 

8 . 46506 

249 

42*2 

8.58461 

226 

32.8 

8.33636 

281 

37.8 

8.46843 

249 

42.8 

8.58687 

225 

32.9 

8.33910 

•280 

37.9 

8.47004 

243 

42.9 

8.58912 

225 

33.0 

8.34109 

279 

38.0 

8.47342 

248 

43.0 

8.59137 
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Sur l’eiimination des noeuds dans le probleme des 

trois corps. 

(fcAtrait <lu compte rondu des sdancet de l’ucademie des Sciences de Paris, Seance du lundi b. Aoftt 1S42.) 


T ap. s illustrer geometres du siede passe, en trailant le probleme des trois 
corps, out clierche le mouvement de deux d’entre eux autour du troisieme 
ou autour du centre de gravite de tous les trois. Mais, en reduisanl de 
cette maniere le probleme de trois corps qui s'atlireut mutuelleinent ä un 
probleme de deux corps qui se meuvent autour dun point fixe, on fait perdre 
aux equatious differentielles du probleme cette forme precieuse dont eiles 
jouisseut daus leur etat priinitif, savoir, que les secondes differentielles des 
. coordouuees soieut egalees aux derivees d une meine fouctiou. C’est par 
cette raison que les priucipes de la Conservation des forces vives et des 
aires cesseut d’avoir lieu par rapport aux deux corps. On pourra cepen- 
dant eviter cet inconvenienl en agissaul de la maniere suivante: 

Supposous, pour plus de generalite, que le Systeme se compose de 
n corps, du soleil et de n — 1 plaueies. Comme il est permis de supposer 
que son centre de gravite reste en repos, ou aura une equation lineaire 
entre cliacun des trois systemes de coordouuees du meine nom. Donc les 
n coordonnees paralleles a un meine axe pourronl eire exprimees lineaire- 
ment par n — 1 autres quantiles, en elablissanl n — 1 equatious de conditiou 
entre les n(n — I) conslaiites qui entreut dans ces n expressious lineaires. 
Comme on peut disposer eucore dun nombre (n — I) J de conslaiites, on 
les delermiuera de maniere que, daus l’expression de la force vive du Sy- 
steme, s’evauouissent les 1(« — 1)(» — i) produits des differentielles pre- 
mieies des nouvelles variables. En se servanl de formales parfaitement 
semblables pour chaque Systeme de coordouuees du meine uom, et en consi- 
derant les nouvelles variables comine les coordouuees de n — i autres corps, 
on aura re'duit de cette moniere la force vive du Systeme des n corps 
propose's u celle d'un Systeme de n — 1 corps, des masses convenables 
etant attribuees ä ces derniers. H y aura mdme dans les formales de re- 
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yuciio^uu uoubre \n(n — tf dJ^oustautes arbilraires et dout on pourra 
profiter de differentes uiauieres. -.»•••> . ! .1 » \ 

■■ D’apres ce qu’on v^ent de dire, le principe de la Conservation des 
58 vfres tfbnnera une equatiou dans laquelle la somme des forces vives 


5s » — 1 corps fictifs sera egalee ä nue fonction de leurs coordonnees. 
En se servant des regles generales de Lagrange, on en deduira, par de 
simples differentiatious partielles, les equatious differentielles du probleme. 
reduit, et Ton reconnaitra aisemeut que la Conservation des aires a lieu 
dans le mouvement des n — 1 corps par lesquels 011 a remplace le Systeme 
propose. Ces n — 1 corps ne s’ecarteut d’ailleurs de n — 1 planetes que 
de petites quantites de l’ordre des forces perturbatrices, de maniere que la 
premiere approximation peut etre la meine pour les uns et pour les autres. 
Le ebangement que, dans cette aualyse, doit subir l’expression de la force 
perturbatrice n’augmente pas la difficulte de son developpement. 

En appliquaut la methode que je vieus d’exposer au probleme des 
trois corps, ou reduit celui-ci ä un probleine du mouveinenl de deux corps 
qui jouit de proprietes remarquables. En effet, les trois equatious fournies 
par la couservation des aires font voir: 

1°. Que l’intersectiou commune des plans des orbites des deux corps 
reste constamment dans un plan fixe: c’est le plan invariable du Systeme; 

2°. Que les inclinaisons des plans des deux orbites ä ce plan (ixe 
et les paramelres de ces orbites regardes eoimne des ellipses variables, 
sollt quatre eleinents, dout deux quelconques determinent rigourcusemeut 
les deux autres. 

Cboisissons pour variables du probleine les inclinaisons des deux 
orbites au plan invariable, les deux rayous vecteurs, les augles qu’ils for- 
»nent avec rintersection commune des plans des deux orbites, enfin l’angle 
que forme cette intersection situee, coinme on a vuj dans le plan invariable, 
avec uue droife fixe de ce plan. Ou trouvera que ce dernier angle dispn- 
rait entieremenl du Systeme des equations differentielles et se delermine - 
apres leur integralion par une quadrature. Donc, dans cette nouvelle 
forme des equatious differentielles n’eutre aueuue trace des noeuds. Les 
six equatious differentielles du second ordre, qui expriment le mouveineut 
relatif des trois corps, s’y trouvent reduites ä cinq equations da premier 
ordre et uue seule du second. Par suite, l'on a fait cinq iutegrations. Les 
integrales conuues n’etant qu’au nombre de quatre, on pourra donc dire 
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fjae.l’o» s fait une iutegration de plus (iS s tf? Systeme du raonde. fe di\ 
daus le Systeme du monde, puisque la möme metbode s'applique ä uu nombre 
quelconque de corps. . 

ANALYSE. ^ 

1. Soieut m la masse du Soleil, tn t et m 2 celles des deux plauetes^ 

soieut £, v, c,; £ 2 , f 2 , les coordounees rectangulaires des trois 

corps m, *»„ tm 2 , rapportees ä leur ceutre de gravite. Cornrne ori a les 
trois equations 

+ = °» ' 

— 0, • '■ 

= 0 , 

il sera perinis de faire .. . . 

U = axJ rß*i, v=a?+ßy t ; 5*«,^; ; 

2. <£ i = — a iy-fÄyi, Ci = 

A^i, v 2 = «jX+Ay»', £ 2 = a 2 ar-f /5 2 ar M 

les six constantes «, /?, etc., devant satisfaire aux deux conditions 

1 7/1 oe — {- w»j ctj j»j C j i= 0, 

|m/9-fiw 1 /3 1 4-M I /9 2 = 0. 

Supposous de plus que, par les substitutious (2.), la sonime des forces 
vives du Systeme 2 2’ se cbange eu cette expression 

'^=4(4f )’+<#)’+ (£)’]• • 

+*[(&)’■ +(%■)’+ (4?)]. 

ou aura les trois equatious 

! u = maa-\-fn l a l a l -j-7/i 2 a 2 « 2 , 

0 = ma^-fm l a l /9,-j-f/j 2 tt 2 /'^. • - 1 • ' 

J’observe qu’eu vertu des formules (3.) ou peut faire 

6. «,/?,— a-tßi = «.;/», a i ß — aß i = f.w,, «/?! — «,/? = f. m? , 

« etant un facteur iudetermine. Des formules (5.) et (6.) ou tire aussi 
celle-ci: 

7. .u/i, = 7n»i t 7/* 2 (7/*-{-i?i l -j-«* 2 )ft. 

Si I on fait 

8. x4~yy-\- zz = rr, ».af.+y./i-f *»*t’ = r.r,, \ ' v' 

— rr,cos(7. 


3. 


4. 


on aura 


9. 




<H> = (l.-fe) 1 + j 

.1 == yVr-f 2 ydrr, cos »*!»•, ,1 

= y\rr-\- 2y l d l rr l cos 17-j-dJr, #*,, 

I = (£- *.)*+ (« «* 

„ = yJrr-{-2y 2 d 2 rr 1 co8lf-}-d*r l r^ 


4 * 

; * j 

. \ . i 


oü l’oii a mis, pour plus de simplicite, v '■) 


» t 


ce qui doune 
Si Ton inet 


' * ( 

fr= ««- 

«a, 

* = A- 

ßty 

10. 


-«» 

dj = ß 7 

ßy 

, 

= a- 

«i» 

*a = /?- 

ßty " 

( " 

»'■' : ' • ' j 


✓ • 
i % ■ 

) J 

11. 

H-ri+y« = 

o, 

(T4-tf,-{-d 2 

= 0. 

f t * 

l. 

1 . 

■> i 
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I 
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ü = 

mm, , mm, , 
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TO, 

to, m 

l,TO,’< 

ö ? 




Je principe des forces vives fournit leqnation 

12 . 


«*•1 . ; *»; *. 


T = U—h «-slüiül-V 

* ,, •' ' 

/i etant uue constante arbitraire. Or, si daus cette equation I on substitue 
les valeurs des quantites T, p, p,, p 2 tirees des formules (4.) et (9.), on •, 
aura tout de suite, par les regles generales donnees par Lagrange daus 
sa Mecanique analytique, > 

' . > , v- i :. , ; ' r v . 1 ■ •• 

d* x ^ m, dU 

Li. * ' - * " » _ « '■* * 




^ / . «. 


13. 


• .» • w. 




fl?,* 


dx 


JAi’ 1 

d*y ^ m, m, rfl 7 

■ m~~* “TT ’ 

</*a rftf 

^ O» tt-r. » 


• 1 r/t* n* 


rfa 

__ du 

rfa r« m, ^C 7 

rft* ~ . p» ~ T 

d i x-, — m, to, £(ya-f £a t ) «Zk 7 

1 U| Tt 1 “ — izr 


On tire de ces formules les sui vatiles: 
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14. 



Er 

d* z 
~dt* ' 

= 

rff*/ 

— /*i (y. 

</* s, 
rff* 

— *i 

rf<* ^ 



r. t 

= — (r*i- 

-ary,)2 

m, in, 

2f, 




d* x 


« 

/ 

t/* r. 


d*z. \ 



~dt* * 

x <//*) ~ 

— *A*a (*. 

di* 

— X 

r * 

dt * ) 

, * 1 . 


* • i 

= — («X,- 

. ' t. 

X % |) 2 

k 

• \ 

m, m, 
f* 

r* 

! ’ 



(x 

d*y 
dt * ~ 

</* .r\ 

P i(*i 

rft* 

-y« 

rf* j-A 
dt* t 




Oes equatious donnent Ies trois iutegrales I 

l*(y % -«$+* (*&-*%) - f> , 


15. 


c, c,, Cj, etant des constantes arbitraires. Je remarque ä cetle occasion 
les formales 


16 . 

• s \ 

doü 1 ’od tire 


■“ Er- tf"*" *> = + (r* -«rOs 2 ^ 2 . 

- « 4?) 


\HX' 


17 . 

..\ 

\ • 


/*/V 


dt 


Ou a deux autres syslemes de formules semblables ä celui des formules 
. (16.) et (17.), et qui se rapportent anx coordonuees z et x et aux co- 
ordonoees X et y. ( 


= (yg.-gyOS - 


D’apres une propriete connue des fouctions homogenes, il suit des 
formules (13.) 


f 


. i+A^i^+y.^+^Tn-)) . 


*•» • 
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Doiic, en faisaut usage des formules (4.) et (12.), ou obiieut la suivante: 




19. 


d 1 (prr-f^.i^r,) _ t) 
jjj — i 


U, 




Les six equations (13.) pourront servir ä determiner Ies six quantites x, 
y, etc., eu foiiction du temps. Mais ou pourra aussi choisir pour cet effet 
six autres equations independantes entre elies et qui se deduisent des 
equations (13.) par des combiuaisous differentes, par exemple, les quatre 
equations (12.) et (15.), uue des equations (14.) et i’equatiou (19.). Eu 
effet, on reviendra sans peine de ces dernieres aux equations (13.). 

On detenniuera a, ß y etc., par les quantites y, tf, etc., au moyen 
des fonnules 

! Ma — m l y 2 — *n 3 y I , M.ß — m t $ 7 — m 2 d ly 

M. a t = mj y — m y 2 , M ß y = — m , 

Ma 2 = m y t — M t y, Mß 2 =md l — tn L J, 
oü M = m -j- m l -f- m, . Ces formules etant substituees dans (5.), on aura 

Mfi t = k 

0 = m l m 2 y$-\-m. i my l d l -\-mm l y 2 d 2y 

formules aualogues aux equations (5.) 

2. Je veux dlscuter ä präsent la grandeur des differentes con- 
stantes qui eutrent dans les fonnules precedentes. Ces coustautes n etant 
pas eutieremenl determinees, il s’agira de faire teilen suppositions sur leur 
grandeur respective qui pourront subsister avec les equations de condition 
etablies entre ces constantes et qui permettront en meme temps de faire 
usage des metbodes d’approxiniatiou connues. 

Les equations de coudition que fon a etablies entre les constantes 
a, ß, etc., sont les suivaules: 

! «i a f«, a, -j- tn 2 « 2 = 0, 

mß\ TO i fti + "hß* — °y 
**aß+m l tt l ß i -{-m 2 a 2 ß 2 = 0, . • 

celles que l’ou a entre les nix constantes y , J, etc., seront 

ir+rt+r>==°< " ' ■. 

*•'• <>+<».+<>. = 0 , • 

' tniin^yd -\-tn l my l d l -\-viw y y 2 d 2 — 0. 

Les masses des planet es etant tres-petites par rapport au Soleil, les frac- 
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tions 


m 


— serout des quantites tres-petites du preraier ordre. (Jela 


rn 


pose, les equations (1.) font voir qu’il est permis de supposer «, et ß 2 (res- 
proches de l'unite, pendaut que les cons(au(es rt, a n ß, ß t serout des quau- 
titös du premier ordre. En eflet, si Ton fait 


3. 


a , 


m ,£ 
m 


ßi = 


m 


on tirera des equations (1.) les formules approchees, 


j * 


4. 


m. 

a — a, 

m ’ ' 


= A '=i, 


i, t+ij+C = o, 


* . I 


, I 


d oü Fon tire les valeurs approchees correspondantes des quautites y, d, etc., 


5. 



m 


Yi = Y* = — 


<y, = i, 




m 


m 




Enfiu ies quautites et /< a s’ecarterout peu des masses m, et «i 2 . Tous 
les ecarts de ces valeurs approchees avec les verhables valeurs pourrout 
etre supposes de l’ordre des forces perlurbatrices. 

II suit des considerations prccedentes, que les quautites ar, y, z ne 
s’ecartcront de v lt , et que les quantites x n y if z t ne s’ecarterout de 
ti que de quautites de l’ordre des forces perlurbatrices. I)ouc, si 
l’ou imagine deux corps dout les coordounees respectives sont x, y, z, et 
Xn z i> leur mouvemeut autour du ceutre de gravile du Systeme des 
trois corps pourra, en premiere approxitnatiou, (Hre regarde comme ellip- 
tique. La nieme chose uura lieu si le mouvement est rapporte a tout autre 
point qui ne s’ecarte de ce centre que de quantites de l'ordre des forces 
perturbatrices. En negligeant ces quantites, on deduit des formules (3.) 
et (13.) du n 1. les equations differentielles qui servent ä la premiere ap- 
proximation, et que l'ou integrera par les formules eiliptiques conuues, 

d* t't ? mm t x, 
dt* ~~ 


6 . 


( t* X 

mm. 

/ 

X 

dt * 


r* 

rf* y 

| dt * 

rn m, 


1 d*z 

mm, 

z 

dl * 


• r * 

_ Jüa_ 

m* 

ne i 


*1 H 

d*y t ’ mm , 

do ~ 
d* z 
dt * 


r. 

Y\ 


» » 




m m, z. 


s: 


.i t 


oü les facteurs — — , ir~~ ne »’ecartent de l’uuile que de quautites du 

Yif* °t/*t . * 
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preroier ordre par rapport aux forces pertubatrices. Si i’une des deux pla- 
ueles, par exemple la secoude, est beaucoup plus eloiguee du Soleil que 
l’autre, il convieudra de substituer aux trois dernieres de ces dqualions 
celies-ci: 


l d * 

*»* 

( m 

m x > 

1 j-, 

\ ~dt i ~ 


kr 

5 > 

I r . > 

J d*y, 

m i 


m. ' 

\y, 

\ dt* 

f*i 


~9~ t 

* r* ’ 

1 d * 

_ m, 

f» 


1 *>■ 

\ dt * 

t* i 


Ü ) 

r ! * 


Daus les approximations successives l’on pourra laisser iiideterniiiiees les 
quantites ,u n y, d, etc.; seuleineut il sera bou de fixer la valeur de Irt 
quantite — . Si Ton fait exactemeut y = a 1 — a 7 — l, d = /3, — /i,= — 1, 
on aura 

8. & — & = x — Vi — v 2 = y~y,, & — « — *|. 

Dana ce cas, on peut euvisager les quantites x, y, z et x n y,, z t comme 
les coordonuees des deux plauetes eiles- meines, tnais rapportees ä un autre 
point que le ceutre de gravite du Systeme. Kn efFet, on pourra faire, en 
mötue temps, 

9 jl. = x -|- a> v l —y-\-b, £,= 2r-fc, 

= t/ a = y,+ft, £* = «ti-c, ‘ 

u, ft , c etant determinees par les equations 

10. a = Ojj?-] -ß t x lt b — ctjy-f /?,y n c — a 2 z -f 

Or des Equations 

& = 


on tire ; 

et comme on a ßi = on aara aussi 

_ «.ttt - ■ 

On trouve de la meine mauiere 

h — - — g » g,+/y, Ct 

Si Ton retrancbe des coordonuees a, et § 2 la mdme quantite 

*. + Ii ' . • 

M ’ 

* ■ * 

Dl etant ia somme des masses, on trouvera, apres quelques reductions, la 
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valeur suivante de a, et de la meine maniere les valeurs ci-jointeede b et de c, 

l+y.lt — - .■ .. 

i TK-** ’ . .. , 


a 


11. 


b = 


«4-r, 

i + <** 

— g+y.g. -J.g» 


i+y »— s i 

Les constantes y t et d 2 qui eutrent dans ces formules pourront ötre des« 
quantites quelcouques remplissant 1 equatiou de condition 

ii sera douc, entre autres, permis de mettre 

13. d 2 = 0, , fr = DU 7l «= 0, d* =fe - *±. 


tn 


tn 


Ei) supposant toujours 

7 x= — d =1, 

on aara eucore 

Mo — — [(»>« -j- in *)Yi -} w, »l» Mß = (m, -j- *»j) dj -T- m 
Ma i ~ my k -\m-\- tn 2 , df/9, — — fmd 2 -j 7 /^], 


I * 


df «j = tn y, 


m 


1? 


m 


d 2 -f m-f-»», , 


14. 


*A = 

7t— — (*+^1)» d 1 =l — d a , 

1-fy, — <L m.fmy.- m.) ... . 

^ ^ = - - Af A (l + ^~d 2 ), 


Md t 


u _ * l+^izrA — ri4-v ■ 

M rx ( l Tfr o*)- 

Lea formuies (11.) sont independantes de Forigine des coordonnees; ellee 
fout voir que le poiut autour duquel ou suppose les deux planetes decrire 
des orbiles elliptiques variables est le centre de gravite des trois corps. si 
Ion doune respectivement au Soleil, ä la premiere et ä ta deuxieine planete, 
les masses 1, y,, — d 2 . Si l’on fait d 2 = 0, ce point deviendra le centre 
de gravite du Soleil et de la premiere planete, en leur attribuant leurs 
masses effectives m et rn t . On aura dans ce cas 


a 


tn, 

tn 


«1 = L 


15 . 


'--Sh 

r— ,-V ' 


1 , 


ß — m t 

ßt — H t 


fr 

d, 


d = 


»>■ 

m 

1, 


« 2 ±= Oj • 

a _ *» + »*1 
ßt — —fr~ , 

fr = - 0+^-)’ 

dj = : 0, 

m-f W| 


I t «• 


Hi = nt 2 


M 


On voit donc qn’il faudra attribuer aux planetes des niasses au peu diffe- 

tn * tn M. 

rentes dont la raison u’est plus — , mais — - , — . 

- r m, 1 m t m 

* • t 

3. Ayant efabli entre ies quautites x, y, etc., les equations (6.) da 
u°2., les corps dont les coordonnees sout x, y, z et x n y,, z lt decriront 
autour de l’origine des coordonnees comtne foyer des orbites elliptiques. 
Nommons, par rapport an premier de ces corps, 

2 fl le grand axe de son orbjte, s 

2 p le parametre, 

t l’incliuaison du plan de i’orbite ä uu plan fixe, 

£2 la longitude du noeud ascendant du plan de l’orbite sur le plan fixe, 
et notons d’un trait ies m6mes quautites rapportees au deuxieme corps; cela 
pose, on aura par les fonuules connues pour le mouvement elliptique d’une 
planete autour du Soleil, 



X 

dy 

dt 

—y 

dx 

dt ~ 

% 

k \!p . cos i, 


y 

dz 

~dt 

— z 

il r — 

dt ~ 

k y'/?.sin i si»i2, 

( 

z 

dx 

~dt 

— X 

dz ' 
~dt ~ 

— ftf^.sint cos 22, 

I . 

X I 

dt 

— r» 

dx, 

dt 

k, y/p, .cosl'i, 


yt 

dz 

dt 

— *i 

<Jn.— 

dt ~~ 

k, \p,. sini'i sin £2,, 



dx, 

TT 

— 

II 

- — k, y r p , . sin *, cos £2 , , 

2. kk 

— 

— 

i 

* • 
7* 

mm, 
t* ’ 

, . 1 mm. 

*■*■ = V ’ 


et oü pour le plan des x et y est pris le plan fixe, et pour faxe des x 
la droite fixe de laquelle les noeuds ascendanls sont comptes. 

Pour le v^ritable mouvement dotme par les equations (13.) du n° 1., 
on laisse subsister la forme des expressions elliptiques, en en faisant varier 
les elements. Daus cette supposition, Ton a entre les six Elements troublis 
p, i, £2, p n t,, £2,, trois equations au tnoyen desquelles on exprimc tm- 
mediatement les trois quantites y'p, . cos i, , y/^.siui, sin 12,, ^/i^sin*, cos/2,, 
par les trois untres yfp . cos i, y/>.sin*sin.f2, yp.sini cos £2. En effet, en 
substituant les formules (1.) dans les formales (15.) du n° 1., Ton trouve 


entre ces quantites les simples relatious suivantes: 
u k yp . COS t -[-//, Ä, //>, . cos », = c,, 

,uAr yp.sini siu22-f , 0 , Ar, y)»,. sin *,80122, = c, 
//Ä^/>.sinicosi2-}-// 1 A:jy'/» 1 .sin*i cos, 12 = c t , 
c, c,, Ct etant des coustantes arbitraires. 

Ou sait que l’ou peut disposer de )a direction des axes des coor- 
douuees de maniere k faire evanouir deux des trois coustantes c, c,, c 2 . 
Supposons douc 

c — 0, c, = 0, 

le plan des x et y sera celui auquel Laplace a donn6 le noin de plan 
invariable. Eu faisaut c — c 2 —0, les equations (3.) se changeul dans 
les suivantes, 

1 /ik y)>.cos**f /*iAr,y/*,.cosi, = c 2 , 
l uky / p,8mi-\-,u l k l ypx.aiai^— 0 , 

22 — 22 ,. 

, • \ 1 

Les deux premieres de ces fornmles font voir (jue les inclinaisons 
des plane des deux orbites au plan invariable sont parfuitement determi- 
ne'es par les deux parametres, et vice versa, Nommant /— i, — i l’iucli- 
naison inuluelie des deux plaus, ou determinera I par la formule 
5. 4,u^, Ar Ar, \ppi . sin P = {pk y 'p -f /t, Ar, j p , }’ — c, 

et eusuite ou aura i et i, eux- meines par les formules 

- I c,sin*, = uk xp.siül, 

) c 2 siu i = — fi l Ar, yp, . sin /. 

II suit de ces formules que le plan invariable passera constumment 
entre les plans des deux orbites, Ou voit par la troisieme des formules 
(4.), que lintersection commune des plans des deux orbites se meut dans 
le plan invariable. Je reuiarque que la positiou du plan d’uue orbite,, cst 
iudependante de la forme que l’ou suppose k cel orbite, et qu’elle est en- 
tieremcnt determinee des que le ceutre du uiouvenient ou l’origine des co- 
ordounees est fixe. Eu eifet, ce plan est celui qui passe, daus chaque me- 
inem du »emps, par i origiue des coordonuees et par deux posilions con- 
seculives de la planete. 

4. L’iutersectiou commune des plaus des deux orbites tonruant au- 
tour du centre des coordonuees dans un plau fixe dans l espace, et que fou 
prendra pour celui des x et y, il parait naturel de prendre pour variables, 
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Les deux rayons vecteurs r et r„ 

Leurs distances au noeud ascendant commun des plan des 

deux orbites . . . . . . . .> v et v, , 

Les inclinaisons des ces plaus au plan invariable ... i et i,, 
La lougitude du uoeud asceudaul commun des deux plans 

ou sa distance ä laxe des x LL 

Far les formules couuues de la trigouometrie spherique, on aura 

x = r (cos 22 cost» — sin 22 cos t siiio), 
y = r(siu22cosi> -f cos22cosisinu), 
j i z = r sin i sin v, 

x l = r, (cos 22 008 0 * — sinXicos^sini;!), 
y, = r,(sin22 coso, cos22cosr,siu v,), 
z t = r, sin i, situ*,. •• , ' 

Nouimous (}v l'angle de deux rayons vecteurs consccutifs de la premiere 
planete fictive ; comme dans le plan de l’orbite d'une planete se trouve aussi sa 
Position consecutive, on tirera des formules (i.) les deux systemes de formules 

I d = — (cos22sino-f-siu22cosi Costco = A$ o, 

dy = — (sin 12 sin v — cos22cosicost/) = Bdv, 

d — — sinicosotft' = C'dv; 

r 

( d- = Adv + A'di-^dn, 

- ■ : 

3. IdZ- = Bdv + B'di+ -dü, 

d — = C d v 4- C' d f'j 

r - : - 

eu faisant 

S A' — sin 22 sin» sin v, 

B‘ — — cos 22 sin* sin v, 

C' = cos * sin v. 

. * * 

11 suil des formules (2.) et (3.), 

( 0 = A(dv — dv) A' di — -- dl 2, 

5 ‘ \ t) = B{dv-dv) + B'di-\ -ydl2, 

- 0 == C(dv — Jo)-|- C'di. 

6 
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Oo tire des formules (1.), (2.) et (4.) 

coaf2.A sin 22. ß = — sint;, 

cos22..4'-f-8in.ß..I? / = 0, 

— cosI2.y -j-aiuS2.x = — r cos i sin v. 
On aura donc, d’apres les formules (5.), 




La formule 


dv — dv = cosid22 = langt; . — — ; , 

® t«Dgl ’ 

dS2 = langt; . --Ä- . 
üv — dv = cos id fl 


peul e(re deduile aisenieut de la consideration d’un triaugle spherique forme 
par le» cöles 

rfI2, v-j-dv, v-\-dv. 


’ • i Soienl 

l cos 22 — neos;;, siu22 = n'coep', 

|cosäsini2 = nsin/;, cos» sin 22 = n'sinp', 


ou aura 

x = r.n cos(v-fp)> y = r.n' cos(v — p '), 

d. ~ = — n sin(v-J-|»)<7i;, d.^- — — n'siu(t; — p')d v. 

II s’eusuil de ces formules, 

xd.y — yrf.y = rn» / sin(/>-{-;» / )^ t; » 
yd'-p — = r sini'.n'cosp'.rTt;, i 

zd. — — xd. — = — rsini*.«cos/;.rTt;, 

t 

ou, en substituant les formules (8.), 

S xdy — ydx — rrcosi.Jt;, 
ydz — zdy — rrsin22 sinr.Jt;, 
zdx — xdz = — rr cos22sini.<Tt;. 

Ajoutanl les carres de ces equalions, on a. d’apres des formules couuues, 

rr(dx l -\-dy l -\-dz l — dr ’) — r*Jv ? , 
ou 

11. dxdx-j- dydy-j-dzdz = drdr^-rr tfvJv. 

Pour avoir des formules semblables par rapport ä la deuxieme des planetes 
ficlives, on n’a qu’a ajouler uu trait ä cliaque lellre dans les formules (2.), 
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(10.) et (II.), pourvu qu’oo nomine dv, l’angle que formeul ses denx rayous 
vecteurs consecutifs. Donc, puisqu'on a 12, = 22, il viendra, d’apres la 
seconde des formales (7.), 

di . di 

12. tangv.-T— r = tane v, . . 

® sini ® sini 


i 


Mettaiit c — Ci — 0 daus les formules (15.), n" 1, et substiluaut les formules 
(10.), ainsi que leurs semblables relatives ä la deuxieine planete, ou a 
j (irr cos*. dv-f fi,ri r, cosi,.dvi — c 2 dt, 

| ( urr sin * . dv 4- fi t r, r, sin i, . dv t = 0. 

i * 

l)e ces formales on tire les valeurs suivantes de dv et de dt>,, 

1 , , , . di . c, sin i 

1 o v = dv -j- lang v 


! 


14. 


tangi 

di, 


» ftrraiul 
c. sin i 


di, 


. ! . / dv,— dv , 4- taugt», -^r- -=». — ^ dt, 

’ * 11 ° tangi, fi,r,r,sml 

oü, comme ci-dessus, on a fait I — i, — i. Substituanl la premiere de ces 

formules daus la premiere des formules (10.), il vient 


15. 


dy dx 

x -A-y-dj 


» '“i 


t 


(i sin/ ’ Vv ' 

La differentielle de cette quantite sera egale ä ' • . 

_ c, *.■:«»■»» t = £i . «j ffig il rf . lang* c. langü 

f* sin/ 1 sin i, cosi ^ sin/ 1 ° ° y 

on aura donc 


16. 


d*y 

~dT 


d* x c, l . . .di . . . di.\ 

ar -rf r- 37 r = Sr \ 81,1 *, cos *i — sin »cos* -r- 1 ) 

' dl* fi sin l* V 1 d( , , dt/ 


1 


On tire encore des formales (11.) et (14.) la suivante 

I , » 4 

. . . , ' c, /sini, cosi. , sini cos i\ ,, 

17. COSI,öt' — COSItft', = -T- r ( * *■ 4 ) dt. 

1 1 «in/ \ firr ' p, r, r, / 

L’expression de la force vive da Systeme est fournie par la formule (4.), 

n° 1., et par les formules (11.) et (14.) donnees ci-dessus, 

is i « = > h®)’+ ©1 v» h* (&)’+&)’] 

Les formules (12.) et (19.), n° 1., donnent 

' 12 7* = 2Ü-2 h, 

’ l, 9. { d*r , d*r, , (dr\* , /dr,y rr" ,J ö* 

6« 
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d’oü vienl 


20 . 


H i ^ r + ( rf T)’]+'‘.b-^' + (^)’] • 

[— — -j- 1 -}- 2 A = 0. 

Remarquons encore Ja formule qui derive des formul es (1.), 

21. xy l — yx t — rr k (cos*! siiit^ cosv — cos* sinv cosu,). 
Des formules (12.) et (16.) on (ire 


22 . 


d'y d 1 x 

\ X JF~ y dt* 


di 


^cosv 8iu v, sin 
_ c, sin i, (xy, -yx,) di 
~ fi cos v sin ti, 8inl*rr, * dt ’ 


-p (cos i, sin v k cos v — cos * sin v cos u,) ^ 

t 


Substitoaut celte formule dans la derniere des formules (14.), n° I., il vient 


23. 


C t sin». 


di 


_ ( mm, mm l y l 3 l _j_ 


9* ' 


cosusiuv, siu/ 1 rr, 'dt V 

Comme on a, d’apres les formules (11.) et (14.), 

24. xcPx -f ydry -f zcPz = \ cP. rr—(drdr-\ rrfiv 1 ) = nfr — c\ — dP, 

il suit des formules (13.), n° 1., 


u 


dt* 


£a£» 


sin i} 


mm,y,(y t r -f <? t r, cos 17) 


i“ sin /* r* (»J 

*"• ' _ mm a y, (y, r-f 3, r, cos t/) m, ff^ytyr-f-^r, cos U) 

Des formules (18.) et (25.) on peut deduire la suivante 


d.—j 
(irr sin l 


26. 

4 rr, sin Vdüi^ 


i?4 


f! 


. sin** 1 

ö • • jT 

fi.r.r, siul* 




v 2S 1 

Q\ 


i y° \ 

* e s / • 

Ou obtient aussi la valeur de dV en observant que, dans i’equation 
• i cos U — cosu cost»,-fcos/sin i> sinu M 

on peut mettre en möme temps U-\-dU, v-\-dv, Vj-ft^i au lieu de U,v, v lf 
ce qui donne , 

\ Bin UdU = (sin u cos v, — cos/ cosv sinv,) tfv 

-f(cosu sin — cos / sinvcosi/j) tJv,. 

Si, dans le triaugle spherique forme par les cötes U y v, v,, on Domme <p 
et (p k les augles opposes aux cötes v et »!, on a 


27. 
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28. dU = cos^dv-j-cos^dt*,, 
formule qui fournit Interpretation geometrique de la formule (27.) 

Les formules (14.), (23.) et (27.) pourront servir k värifier ia for- 
male (26.) 

5. Eatre les six quantites 

T) **i v > •»>_}*» *'i i i / 

et le temps /, ou a, d’apres les formules (12.), (14.), (19.), (23.) du pre- 
cedent article, les equations suivantes qui pourront servir ä developper ces 
quantites en foactions du temps. 

-;.M iff* „* >:>•> 5.'. •«>1 • ■ , •• ,s.» * \ ' />j ei* ..i i ■ ' jv. • 

itquations differentielles du problbnc des frois corps. 


■ I. 

II. 

III. 

IV. 

r <n> 

V> 

VI. 


taugu 
tang v 


taugt* 

di 


-4K- = taugt*,.-— 

8 )DI e 1 sin* 


tang* 

Jh- 

tangi, 


J C . SIU 1 1 

dv = — . . . 

ft sin 1 

sin i 

sin / 


4 -dv t = 


I 

dt 
rr ’ 
dt 


-) 


c t 8in i, di— i , j_ m,m i y 3\ rf/ 

»vsinv, sin/* rr, • \ ' P? ViwT * { 

Mf£+??£r) +" &)'+»&)' - ******** ; 

Mrr + ^.r.r.) = 2r _ 4Ä 


cos t* Bin v 
sin 

d'lfirr + ft, 


dt 1 

Ou a mis dans ces formules 

mm 




A’ 


Y'. 




l 


V = 


L + 


mm. 


,Wv 


l-.'V 


Qi OJ 1 Pi Q .» / 

PP = yyrr -|- 2 y drr, cos U-f- ddr.r*, ; . 

PiP* = yiyi rr -f 2 /i J i rr »cos^+ (3r »^ r i r i» r- .i/a ij- 

p..p 2 = W rr *f 2 y* < ^ rr i cosf7 + < ^ ftflfi v n 

cos U — cos t* cos t», -{- cos / sin v sin t*, . 

Entre les six constautes /, d, etc., on a les equations de condition 

, y-fy.-f y, = 0, 

2. < d-( _ d, -{-J 2 = 0, 

* m,mjyd-{- in,»«/, d, -j = 0, 

oü m, //*,, //*j sont les tnasses du Soleil et des deux planeles. Donc trois 
des coustantes y, d, etc., pourront 6tre prises ä l’arbitraire. Les quantites 
u et u, sont determinees par les formules 
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\M ,« = tn i m l /y‘\ r m 7 tny l y l -\-mm,y 7 y 2 , 

( M fi x — tn x ;/i 2 d J 1 -}- «i j m tfi -j- » w>t i 

AI elaut la souitne des trois (nasses. 

Apres avoir integre conipletement ie Systeme des six equatious ( I. 
ä VI.), on a encore ä determiner l’angle LI au inoyeu de la formule 


VII. dL 2 = tangv . , 

° smt 


ce qui se fait par uue simple quadrature. On formera eusuite les six quanlites 
x — r (cos £2 cos v — sin £2 cos i sin v ) , x t = r 2 (cos £2 cos v x — sin £2 cos »! sin uj, 
y = r(sinI2coso -f cosi2 cos« sinn), y, =r,(sini2 coso,4-cosX2cosi,sint;i), 
« = rsin»siuo, z, = r, siui, sin v,, 

et les six constautes 



"»l?»— »»l/l 

ft — 

m, 9 t — m 2 S, 


M ’ 

P — 

M ' 

«1 = 

tn 1 y—mr 1 

ßi = 

m 2 S — m3 t ' 

M ’ 

M , 1 

«2 = 

my,— m,y 

ft — 

m 3 , — in , ä 

M 

P t — 

M 


i 


apres quoi ou aura les coordonuees rectangulaires du Soleil el des deux 
planeles, rapportees ä leur ceutre de gravite, le plan invariable etanl pris 
pour celui des x et y, 

i £ = ax- \-ßx x , £, = a.x-l ßtX^ $ 2 = a*a?-f ß 2 x iy 
6. < v = ay -\-ßy n v t — a { y -\- ß x y„ v 7 = « 2 y-f/Vn . 

£, = «.JZ-j-ßiSi» £ = a 2 z\ß 2 z x . 

Voilä donc le probleiue des trois corps reduit ä l’inlegration des six equa- 
tions (1. a VI.) et ä une quadrature. Les six equations differentielles 
( I. ä VI.) sont lautes du premier degre , hors une seule qui est du second, 
et il n'g entre aucune trace des noetids. 
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Theoria novi liuiltiplicatoris systemati aequationum 
difFereiitialium vulgarium applicandi. 


— -iMicj > #;k 
..j * . aj 




Argumentu m. 




litt 


ailfc; 


{fP 


§• 1. 


Propositurus sum sequentibus Euleriani Multiplicatoris extensionem, per tolum 
calculum integralem uberrimi usus et frequenlissimae applicationis, eamque ab 
amplificationibus ab ipso Eiilero et Lugrange factis diversissimam. Quae 
amplificatio maxime nitilur analogia, quam in alia Commenlatione pluribus pro- 
secutus sum, inter quotientes difTerenliales et Delerminantia functionalia. Efficil 
Eulerianus Multiplicator ut duae duarum variabilium functiones datae pro- 
ducant eiusdem funclionis differentialia partialia. Respondenl autem differentia- 
libus partialibus Delerminantia functionalia partialia, quae formari possunt qno- 
ties variabilinm numerus numerum functionum superal, variis eligendo modis 
variabiles quarum respectn Determinans formetur Ita datis n funclionibus n-{-l 
variabilium carum functionum dabuntur «-{-1 Delerminantia partialia; veluti si 
f c\ <p trium variabilium x, y, z functiones sunt, Irin earum functionum De- 
terminantia partialia erunt 

Bf dtp df dtp df ihp d£ dtp Bf dtp _ df_ dy 

dx ' dz cHs * dy 1 dz ' dx dx ' dz 1 dx ' dy dy " dx 

Quibus consideralionibus motus, ul Eulerimiam theoriam amplificnrem, 
generaliter Multiplicnlorem examinavi, in quem duccndne essenl it-j-1 functiones 
n l vnriabilium ul producta bnberi possenl pro enrundem n functionum Dc- 
terminantibus functionalibus partialibus. Quemadmoduni autem, propositn func- 
tione duarum variabilium, inter bina eius dilfercntialia partialia intercedit aliqua 
conditio ex elementis nola, scilicet ul altcrius differentiale secundum alteram 
variabilem sumtum altcrius differcntiali secundum alteram variabilem sumto ae- 
quale sit : ita inter illa »-{ t Delerminantia functionalia partialia inveni locum 
habere conditionem analogam. Singulis cnim Delerminnntibus functionalibus 
partialibus respeclive secundum singulns variabiles differentialis. aggregatnm 
n-j- 1 quantitulium provenienlium videbimus identice evanescere. D u *)d suppe- 
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dilal aequationom differentialem partialem, cui Multiplicalor ille satisfacere de- 
beat, ei analogam qua Eulerianux Multiplicalor definilur. Et vice versa, si- 
culi in theoria Eulerianu , quameunque quantitatem, aequationi illi differenliali 
parliali salisfacientem. videbimus pro Multiplicatore haben posse. Unde ad 
Muiliplicatorem aiiquem oblinendutn non necessarium erit ul illao n functiones 
ipsae innotescant. 

Invesligalio ipsius fuuelionis duarum variabilium, cuius differentialia par- 
iialia dalis functionibus proportionalia sint, pendet ab integralione complela ae- 
quutionis differentialis vulgaris primi ordinis inler duas variabiles; quippe quae 
ea erit functio, quae Conslanti Arbitrariae acqualis evadit. Multiplicator autem, 
qui functiones dalas aequales efficit binis differenüalibus eius funclionis parlia- 
libus, ipsius aequaliunis differentialis Multiplicator appellatur. Qui aequalionis 
differentialis integralione complela sponle suppedilatur, et vice versa eius cogni- 
lione ipsa integraüo maxiine expeditur, videlicel ad solus rcvocatur Quadraturas. 
Simililer dalis »-j l variabilium n-fl fuuetiouibus, ul oblineanlur n functiones 
quarum Determinantia parlialia ralioues easdem atque illae inler se habeant: 
facilc palebit, integrandum esse systema n aequalionum differentialium vulgarium 
primi ordinis, quo scilicet staluilur illarum »-] 1 variabilium differenthüia esse 
in ratione ipsarum »*-j i quantitalum proposilarum. Quo complele integralo 
functiones, quae Constanlibus Arbilrariis a se iudependentibus aequales evadunl, 
ipsae erunt n functiones quaesilae. Atque 3Iultiplicatorem, qui n-fl quanlilales 
datas Determinantibus earum fuuetionum partialibus aequales efficit, per ana- 
logiam illius systemalis aequalionum differentialium culyarium Multiplicu- 
torem appello. lam quidem complete integralo systemate aequalionum differen- 
lialium vulgarium, eius facile innolescil Multipliculor; quippe ad quem invenien- 
dum tantum opus esl ut funclionum Constanlibus Arbilrariis aequalium, quae 
per integralionem complelam conslant, unum aliquod formetur Determinans par- 
tiale. At vice versa, cognito aliquo systematis aequalionum differentialium 
Multiplicatore, sive quod idem est, cognita aliqua soluüone acquationis differen- 
tialis parlialis qua Multiplicator deünitur, non ita patebat, utruin et quodnam 
iade commodum vel auxilium ad integrandum systema peti posset. ita ul nostri 
Mulliplicatoris anaiogia cum Euleriyno videretur in ca ipsa re deficere, qua 
propler olim Eulerus sui Mulliplicatoris theoriam condidit. Contigit landein 
usum inlrospicere plane singulurem quem in inlegrando aequalionum differen- 
lialium systemate e Mulliplicatoris cognitione percipere liceat, quod scilicet eius 
ope non prima aliqua, sed omnium ultima integratio ad Quadraturas revocetur* 
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Hinc in theoria inlegralionis aequationum differentialium vulgarium novus dis— 
quisitionum aperitur campus, videlicet ullimas investigandi integrationes, dum 
primae non innotescunt. Quippe j n va3 ij s el l UC ulentissimis probiematis per 
theoriam hic propositam fit ut uitima generaliter absolvatur integralio, dum in 
casibus tantum particularibus Integralia prima invenire licet. 

Capite primo examinabo Multiplicatoris nostri varias formas insigniores- 
que proprietates. In altero Capite eius monstrabo usum in integrando aequa- 
tionum differentialium vulgarium systemate. In Capite tertio theoriam Multi- 
plicatoris extendam ad systemata aequalionum differentialium vulgarium cuius- 
libet ordinis. In Commeulationibus deinde subsequentibus mihi propositum est 
praecepla hic tradita variis illustrare applicalionibus ; e quibus est principium no- 
vum mechanicum latissime patens, nuper a me sine demonstratione divulgatum. 


Caput primum. 

Novi Multiplicatoris definitio et varii proprietates., 

Lemma Fundamentale eiusque varii usus; de Dutermiuantibus funclionalibus 

partialibus. 

§. 2 . 

Aequalione inter variabiles x et y proposita, 

f(*> y) — consl., 

obtinetur differentialium dx et dy ratio, 

dx-.dy = 

Si de hac ralione differentialium dx et dy sola agilur, in dextra parte aequa- 

tionis antecedentis omitlere licet differentialium partialium ^ factorem 

dx 7 dy 

vel denominatorem, si quo afficiuntur communcm. Ubi vero pro quantitatibus, 

quae differentialibus dx et dy proportionales evadunt ipsa suuiere placel — £ 

cf cf cf dy 

et — vel — -jjj et ^ , qualia differentiationc partiali prodeunt, nullo 


«) Differentialia vulgaria ut in aliia Commentationibus charactere — . nartialia 

charactere — d — denoto. F 
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factorc aut denominatore communi rejecto, eam conditionem forraula analytica 
exprinii posse constat. 

Videlicet si quantitas ipsi dx proportionalis differentiatur ipsius x re- 
spectu, quantitas ipsi dy proportionalis differentiatur ipsius y respectu, quanli- 
talum differentiatione provenientium summa identice evanescere debet. Theo- 
rema simile ad plures variabiles valet. 

Aequalionibus enim inter x, y, z propositis, 

f{x, y, z) = Const., tp(x, y, z) = Const., 
oblinelur differenliando, 

tj d r+^ d - = °> 


°*d*+l%äy + %;dz 


0. 


37 — -I' Sy “/Täj 

E quibus aequalionibus eruuntur differenlialium dx, dy, dz raliones, 
dx : dy : dz — A: B :C, 


siquidem ponitur 


cf dtp 
dy ' dz 


d f dtp 
dz dy 1 


A = 

n dJL ^9 df dtp 

u — dz • dx dx * dz » 

p df dtp_ _ df dtp 

dx ' dy dy * dx 

Si tantum de rationibus differenlialium dx, dy, dz agitur, factorem vel de- 
nominalorem communem quanlilatum A, B, C, si quo afficiunlur, omiltero licet. 
Ubi vero pro quanlitatibus , quae differenlialibus dx, dy, dz proportionales 
evadunt, ipsa sumere placet A, B, C, nullo faclore vel denominatore communi 
rejecto, eam conditionem aliqua formula analytica exprimi posse videbimus. 
Fit enim 

d f d* <p 
dz ’ dydx ’ 

d f d*<p 
dx ’ dz dy 1 

df d*<p 
dy - dxdz • 

Quae expressiones additae sese mutuo destruunt, undo eruitur, 

ÖA . dB , dC 

dx * dy 1 dz ’ 

hoc est, si quantitalem ipsi dx proportionalem ipsius x respectu, quantitatem 


dA 

dtp 

J 1 L 

+ j£. 

d'tp 

dtp 


dx 

dz 

* dy dx 

‘ dy 

dzdx 

dy 

ÖJL 

dB 

dtp 

d*f 

J 

d*tp 

dtp 

a*/ 

dy 

dx 

' dz dy 


dxdy 

dz 

' dxdy 

dC 

dtp 

d'f 

. jf 

d*tp 

dtp 

b'f 

dz ~ 

dy 

‘ dxdz 

* dx' 

dy dz 

dx 

dydz 


ipsi dy porportionalem ipsius y rcspectu, quanlitatem Ipsi dz proporlionalora 
ipsius z respectu differentiamus, trium quanlilatum differentiatione provenientium 
summa identice evancscere debet. Quae conditio prorsus analoga est ei, quae 
antecedentibus de duabus variabilibus tradita est atquc e primis elemcntis con- 
stat. Antecedenlia ad numerum Yariabiiium quemcunque exlendere licet, si- 
quidem advocanlur proposilioncs quas in Diario Crell. Vol. XXUI. de De- 
terminantibus algebraicis et functionalibus tradidi et quarum per totam hanc 
Commentationem usura frequentissimum faciam. Habetur enim sequens 


Lemma fundamentale. 

„SintA, A t ,A ti . ... A„ quantites quae in Determinante Functionali 


2 + 


df df, df t 


dfn 


respectice per ^ , 


erit 


~~ dx ' dx t ’ dx t “** dx„ 

(— i .... multiplicattu reprehendunfur, 

ö X | v J 2 C/ «X n 


d A | 6 A t , dA 2 | 

dx ' dx , 1 b -*•- * ' * • i 


BAn 


o. r 


dx t ••••T dx, 

Demonstratio. 

Secundum definilionem quanlitatum A, A { etc. fit 

Z+*AL A-L- — — ...4- == V-AA AL A.4- AL A....4- AL A 

— cix ox t ' dx t "" 1 dx n dx ' 1 ‘ dx , * ' ' dx„ 

Unde Lemma demonstratu proposilum sic quoque exhibere licet: 

a/ di \ djf x _d/n_ _ o.fA , a./vi, , a./a, , _a./a, 

öj, öj- 1 5a-, ■* dx t ' dx„ 

Facio hanc formulam iam demonstralam esse pro n — l functionibus n varia- 
bilium, probabo Lemma ad n functiones n-fl variabilium valcre. 

Designo per (*, k) quanlitatem quae in Determinante Functionali 

.... AL multiplicata reprehendilur per factorem 


AL AL . 


dx; ’ dxk 

Constat autem per Determinantium proprietates iam olim ab 111. Laplace ad- 
notatas, bitiu Aggregata , in Determinante functionali proposifo resp. per 


•L.te-ipr 

dx; dxt 1 

Unde sequitur 


AL 

dxk 


dfn 

d Xi 


multiplicata , valoribus oppositie gaudere. 


(*> k) = — (A% ») sive («, k) -}- (ft, i) = 0. 

7* 
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Esl Ai complexus terminonmi eius Determinanlis qui per 'nu^iplicanlur, 

unde fit 

A = e /i ft, o> + ft, •)+ J£- ft 2 ) + -|£- ft »), 

qua in formula ipsum (i, *) aut omittendum aut =0 ponendum est. Est porro 
Determinans functionum .... formatum Tespectu variabilium x, x,, 

x r , .... x I+1 , .... x„ atque sunt (*,()), (*, 1) etc. quanlitates quae in 

Determinante Functionali A t multiplicatae reprehenduntur per c j c> 

Unde si Lemma propositum ad n — t functiones n variabilium valet, erit pro 
indicis i valoribus 0, 1, 2, .... n, 


dH, 0) , d(i, l) , ö («, w) _ n 

dx « TV •••• i ;ir 


ideoque eliam 


dx, 


dx H 


£ a * f i Ci } 0) | d . f , [i t 1 ) | d *f | ( <> ») 

1 dx ' dx, **** ■ dx* 

Quae formula pro quolibet ipsius i valore 0, I, 2, .... n valet. 
raliter obscrvo, quoties ponatur 


Iam gene- 


U: 


d.a;, o 
dx 


-L 

I 


d • Oj, t | d . tti, r 

• • • • “j 


dx, 


dx n 


designantibus a, iJ( quanlitates quascunque pro quibus sit 


fieri 


dll 

dx 


a ü k -f «t, ,• = 0, 

dH, , Ö// t 


dx. 




= 0, 
, a/in 


0. 


Bina enim diflerentialia inter se juncta, 


a. 


a.gf,» 

ax* 


dx,- 


■ + 


a a.ai, »• 

a ‘ ÖXi ■ 




iden- 


muluo destruuntur, unde totam expressionem -f- • • • • *f 

tice evanescere invenis. Ponendo autem k) = *, satisfit condilioni 

«;,* = — a lf j, porro fit Hi~Ai\ ideoque 

dA | dA, , dA*_ n 

dx t dx, ••••T dxn “ 1 

sive Lemma de n functionibus n-\- 1 variabilium justum erit, dummodo de n — 1 
functionibus n variabilium locum habet. Unde tantum necesse est ut Lemma 
pro una funcliono duarum variabilium conslet. Pro una autem functionc f, 
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duarum variabilium x et y abeunt quantifates A etc. 


2L 

dy 


et 


AL 


■> ideoque Lemma redit in formulam 


aM 

dx 

dy~ 


dy 

dx 


= 0, 


in difTercntialia partialia 


quae est differentialinm partialium proprietas fundamentalis supra commemorata. 

Lemma generale etiam directe demonstrari potest absque lila rcductione 
numeri n ad numernm n — 1. Nam cum A- t vacet differentialibus, ipsius x, 

dA- 

respectu sumtis, e quanlilalibus -g— ‘ , nulla implicare potest differentialia bis se- 

cundum eandem variabilem sumta. Differentialia autem secunda, secimdiun va- 
riabiles divorsas x, et x k sumta, non proveniro possunt nisi o solis duobus 
terminis 

dA j , dA y ' 
dxi * dxk 


dxi ‘ dxk 


Unde ad probandum Lemma propositum sufficit ut demonslretur, in Aggregato 
dAi se muluo deslruere terminos per quantitates (j^- multiplicalos. 
Duod facile palet. Ponamus enim 

äL 

dxy 1 


a dfi . df* 

A ‘ = “■ Dir + “» — 


dxy 




fit secundum Determinantium proprielatem , in priore demonstratione in usum 
vocalam, 

Ak — ~ I® 1 

Quantitates a,, a t etc. neque differentialibus secundum a?, sumtis, neque diffe— 
rentialibus secundum x k sumtis afficiuntur. Unde substituendo ipsarum A { et 
A k expressiones antecedentes, de Aggregato 



dAi_j dAy 
dxi 1 öxy * 


prorsus exulant differentialia secunda, 
terminis binis, 




d*f m 

ö Xk d Xi 


secundum variabiles 


a, 


d'f m 

dxi dxy ’ 


Xi 


et x k sumta, 


se mutuo dcslruentibus. Erant autem inter omnes terminos Aggregati proposili 

dA | dA t j dA t , d A„ 
dx' ÖX,' ' dx t - ,, T dx H 


soli termini 


^33. + - 3 —^- qui afftci possint differentialibus - J* ( m - , und« in 
dxi ' Bxt 1 1 dxidxk 

Aggregato proposito termini differentialibus secundis secundum x t et x k suintis 

affecli se mutuo deslruunt. Unde cum x-, et x k binae quaecunque variabiles 

esse possint a se diversae, illud Aggregalum lolum evanescit. 0- d. e. 

Quolies numerus variabilium, quas datae functiones — f n im- 

plicant. ipsum functionum numerum n superat, proponi potest, earum functionum 
Determinantia respectu quarumque n variabilium formare. Quae vocabo func- 
tionum fi , fi , .... f„ Determinantia Partialia secundum analogiam denomi- 
nationis de differentialibus usitatae. 

Si numerus variabilium est n-fl siculi anlecedentibus, eril numerus 
Determinantium Fuuctionalium Partialium n-j-l; s * num erus variabilium est n-t-'i, 
dabuntur 4-(«-{-2) (»-}- 1) Determinantia Functionalia Partialia, et ita porro. 
Eorum Determinantium Funclionalium Partialium signa cum in arbilrio posita 
sint, casu quo variabilium numerus numerum functionum tanlum unitate superat, 
supponam, signa omnium Determinantium ab eorum uno ita pendere, ut bino- 
ruin Determinantium partialium alteruni de altero deducatur, in signis differen- 
tialibus binarum variabilium independentiura commutatione facta, omnium simul 
terminorum mutatis signis. Quem invenis esse habitum quantitatum A, A t , ... 
... A n , quae sunt functionum /*,, .... f n Determinantia partialia. Videlicet 


de uno 

A — 2" -f 3 /> _ _££t_ 3 (" 

ox t üx t OS, 

deducitur loco ipsorum 


respective scribendo 


3R. 


Bf, 

Bx] ’ 

z ... 5 • • • 
0 J I 

6 Xi 

ö fi 

ÖA 

Bfr 

OX 

Bx ’ •• 

dx 


Pro una duarum variabilium x et y functione f abibunl Determinantia partialia in 
differentialia partialia functionis f , alterum positivo alterura negativo signo sumtum, 


vel - 

tiy du 


3L 

>• 


B£l d ft 

6y * Bx 

Et quemadmodum inter differentialia partialia e t 31} ? l 0 cum habet for- 

mula fundamentalis , 


dy 


$ 3f 1 


B . 


31l 

3 X 


OY 


OX 


= <>, 
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ita H-f 1 variabilium x, x n Xj, .... x„ propositis n fnnctionibus /|, /*,, ..../■„ 
Lemmate antecedente consliluitur intcr Determinanlia Partialin A, A t , A-,, ... 
... A n acquatio conditionalis fundamentalis, 

r)A , SA, | öJ, | 8A„ /A 

ÖJF *» dx, ~ 

Quod igitur Lemma gravissimam manifestat analogiam Determinantium Functio- 
nalium et quotientium differentialium partialium. 

Lemma traditum dedi olim in Commentatione, Vol. VI. Dior. Crell. 
pg. 263 sqq. inserta, „De resolutione aequalionum per series in finit as." 
Quod eo loco adhibui ad demonstrandam Proposilionem quae et ipsa luculentam 
analogiam Determinantium Functionalium cum differentialibus constituit. Nam 
cum j)atoat seriei e solis variabilis x potcslalibus conflalae quotientem differen- 
tialem vacare termino — , demonstravi, serierum f t /j, .... /*„, conflutarum 

JC 

e solis variabilium x, .... x n poleslalibus, Determinans Funcfionale 

v+ d f d L. 14. ILl. 

— o jt d/, dx 2 ox; 

vacare termino . Quippe Determinans antecedens per Lemma 

vi «X | a j 

nostrum aequatur quantitati 

d.fA | d.fA , . d . fAm 

ÖX ÖX, * *** ' ÖXn ’ 

cuius lerminus primus ovolutus vacare debet termino in — duclo, sccundus 
termino in — ducto , et ita porro, ita ut in Iota quanlilate evoluta non obve- 

• r i 

l 

nire possit terminus . 

JV JC | JC j »• »«»Tn 

Quae propositio adhiberi polest ad amplificandum theoriam Cuitchganam 
residuorum dictam, eiusque ope radices syslematis simultanei aequationum in 
series infinitas evolvi, quod in Commontatione citala videas. 

Data occasiono breviter ndhuc innuam usum Lemmatis propositi in in- 
tegralibus nmlliplicibus inter datos limites deterniiunndis. Proponatur integrale 
multiplex, 

/Udfdf .... df, 

ponamusque limites, inter quos inlegratio afficienda sit, eo defxniri, quod inlro- 
ducendo certas alias variabiles x, x t , .... x„ pro variabilibus independentibus, 
harum novarum variabilium limites a so invicem independentes sive constantes 
sint. Constat, novis variabilibus exhibitum integrale propositum fore, 


t 
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fudfdf , ; .... if. =fv?±U l f J; ■■■■ Ife- ixix dx - 

Variabilibus propositis fr fr, .... fr expressa U inlegralaque ipsius fr respeclu, 
prodeat 77 ila ut sit 


eu 


eril 


n —fUcf, U — 

YJ 'S -L. df d A. dfn v 4. dH Bf , o fn 

9JjL± dx' dx, •*" ÖJTn ~ - dx ’ 8x t ÖXn 


Quod palet substiluendo Yalores 

en en ef , en efr, , eu af* 

~ ~af axi ' df t * dxi •■••t df n ‘ an ’ 

et observando, post substitutionem factam evanescere quantitales omnes in 

en en eu 

öfr ’ T/7’ df n 

ductas. Fit autem e Lemmale proposito 

_ , en Bf , ö/ t 0 A _ B.HA , BMA, , a.'llA„ 

S± 07 * S'i 7 *TiT ’* dx. " 0 x T 0 x, 0 x. • 

Unde eruitur formula reductionis 

fUdfrdfr .... (//; = 

/( n A ) dx \ . . . . -j /(J7J t )dxdx 7 ....dx -j J{nA n ) dxdx,.... dx n . 

Hicsigno (77J,-) denolo, in functionibus f, fr, .... fr ipsi x snbsliluendos esse 
binos eius limites conslautes, binasque expressiones ipsius II Ai proYenientes 
alteram de altera detrahendns esse. Hinc integrale n-\- ltuplex propositum vi- 
dcnius revocari ad 2n-j-2 integralia ntuplieia. Quae singula eadem quidem 
formula exhiberi possunt 

fUdfrdfr .... dfr *), 

sed pro singulis erit 77 diversa ipsarum fr, fr, .... f n functio, limitesque 
ipsarum fr, fr, .... fr diversi erunt. Singula deinde integralia ntuplieia eadem 
raethodo ad 2 n integralia (n — l)luplicia revocari possunt, eaque ralione per- 
gere licet, usque dum tota integratio inler limites propositos perfecta sit. 


o) Habcndo enim x pro Conatante, fit 

y HA d x | dx 7 .... du — flld f \ d f 7 .... j 

cum sit 

i y 1 of 7 cfn 

A = •••• ~dx~ ’ 


c >x, Bx, 

ct similis formula pro reliquis integrahbus valet. 
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Lemma traditam sab alia quoqüe forma proponi potest mcmoratu digna. 
Habeamus cnim x, x,, .... x„ pro ipsarum f, /j, .... f n functionibus, earum- 
que quaeramus differentialia parlialia, ipsius f respectu sumta. Quae per regu- 
las notas inveniuntur, . \ . . . . 

dx A^ 3x, Sx» A n 

df R ’ ~§f~ ~ R ’ * * * '• "df ~ R » ‘ 

siquidem R est Determinans propositum, 


Hinc formula nostra 


R = 2 •• • 4^-* 

ÖX Ö®, OXn 


si reputamus esse 


dA dA, 
dx 1 3jt, 


•+ 4 # = o. 


.5 


dR 

w 

formam induit sequentem, 


dR dx , dR dx. 


~ df + lfi7' k df *••• + 


BR dx n 


° = W+ R 


3." 


OX 


e.3& 


dXn 3f ’ 


~ ÖXn 
O.-vy 


37 37 J_ 37 


+ 


.... “I“ 


sive 


dx 1 3-r, 

..v» ■* • 

dx „ 3x t 

o = lg- + - 3 f 


3. 


3. 


dx n 

dx„ 


df 


TL 


dx n 


In bis formulis supponitur, ipsas jR, x, x,, .... x„ primum pro quantitatum 
f y f, .... f n functionibus haberi omnesquo secundum f differentiari; deinde 
• ö«r öx • 

differentialia partialia , ~ £f ~ etc rursus per ipsas x, x 1? ....x„ exprimi, 

et respeclive secundum x, x t , .... x„ differentiari. Commutando quantitates 
x, x, etc. cum quantitatibus f, f t etc. formula antecedens in aliam abit, quam 
in Dior. Cr eil. Vol. XXII. pag. 336 demonstravi. 


Novi Multiplicatoris definitio. Aequatio differentiatis partialis cui satisfacit. Vaiiae 
formao quas Mulliplicatoris valor induero potest. 


Sint Xy X , , . . . . X n variabilium x, x, , .... x„ functiones quaecunque 
non simul omnes identice evanescentes; proposita aequatione differontiali par- 
tiali lineari primi ordinis, 
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- .1.' ) /!•’ ari >!• 




sölutiönes ejua exfstsmt ft a se invicem independentes, Quaeum Detertninantia 
partialia eruttt Inter so ut. Coöffieientes aequationis differentinlis partialia pro^ 
pdsitne' 1 X, X t \ .,<i,"X n > Solutiombus enim iliis; a so independentibns vocatis 

/i» fi * • • • • /In 

habentur aequationes idcnticae, 

q ' A-X 

«; > *v 

0 = *l£+'*.§£---+*4£> 

«Jl IV» t- ft I 

r) X~f n ' X df” i y ^f n 

quae sunt n aequationes lineares inter n-[-t quantitates X, .1, , ... .' 'X , 
terminis carentes constantibus. Quibus aequalionibus determinanlur rationes 
quas ipsae X, X x , etc. inter se tenent. Videlicet per regulas notas algebraicas 
invenitur, ipsa^ X, Jf,, .... X n esse inter se ut quantitates A, A, , .... A„ , 
§. pr. considerätas, quae ernnt complefcus terminorim, in Determinante functionali 

1 ' • v + il <LL if* k& \ ' 

- d*' dx l 'djT i ""~8x n 

o y* 1 i 'Ä • t 

respective per , multiplicatorum, sive functionum /, , /* 2 , ... 

... f n Detcrminanlia partialia. Sit M factor per quem Coefficientes X, X t , . .. X„ 

muUiplicati ipsa producant Doterminantiö partialia A, A, "\. . . A„^ rta‘ ut fiat* 

L ! l_, ih. m ‘-.U’ v »*: ! :*! • . * •. 

1. MX—A, MXt — At, .... MX n = A n . 

Posllö » *" **• • 


** . 




cuin h'öbealut* ' ,si *&*+•'»' '•*»** 




H - A? f - A-A M. i ' j !i- «/■ ’ • • > ■ • ’. .» 


sequitar ». an • -t, i t:«*> > • f. .. 

M(X§t'+X.*£.,s+X.%). _ 

Iisdem substitutis formulis (1.) Lemma §. pr. demonstratum in hanc formu- 
'lelrfi dbii: 1 ’ "• 1 •" 

• i . q i,i. ‘ n _ BiMX , <3 »ALT, •:»:/**• d.M4T n • . ... 

’ Bx 1 öx, ! vx M , 

Habemus igilur Proposilionem Sequestern, qua Multiplicatoris M continetur 
definitio. 




/ 
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'•c'iifspfti : !<;i!iih] P;röpositio. •». .|i \ . t '\ ; ; j ■ /-. 

r ’> I) „fPeoponatür expressio ... .. . . =. T 

<r: ■‘•■I »v/’vily ft / -Drir df.i f .1 i ■> y dif'i *k. ; ai; i /. r:i:*s i In*, r 

» i •<! sT'i '\nJij-™ .»ui '!-« M^ii <\q i. ::U ffRc.i ihihkIj n,i A oj-vo.i ii 

in qua sint X, X t , ... . X n datao variabilium x, x t , x n fqncUones; 

functionibus /,, f, . /„ rite, determiuatis, ipSa f autem indeterrninata 
manpnte, sempqr exslabit faclqr M, per quem multiplicata expressio prpr 
f i j formam in^uqt pptern||i)anüs functionaljs , .. . 

isquc Multiplicator salisfaciet acquationf differentiaii parliali. 


_ S.MX t 3. MT, , 3. MX, „ 
• ■ dx,\ V Sx t . ’ f ' 3.t 


I'tJjl! 


3.T, . I • ÖX n 

E valoribus ipsius M -in se(pientibus perpetuo excludo valoremM=0. 
"Queni^pätet satisTacerö aequatroni (2.)^ qua Multiplicator deßnitnr, dummodo 
statuatur functionum /i, /„ mftam reliquarum ’ftmctftmem esse; constat 

• * rJ* J • l! .. * *• : t* , . • * i # » 

enim Delerminans Fuuctionale evanescere si funcliones propositae non a se in- 
vicem sint independentes. fllo autem ipsius Af Valore exclusö, Propositio ante- 
cedens inverli polest. Videlicel si Multiplicutor M definiUtr condilione v l 
pro functione indefinita f expressio 

’ : i;:: 1 m( X* f X & f ' ' Y df ) 

«..I- vi- .. < /-ui 

exadat Delerminans fuuctionale , ri- ;:li . ( 


.■•xv r. 


•Ä = 2+ 


df df df n ' 


~ dx ' 'dx\ ” " dx n * 

funcliones f, /'j, f„ necessurio erunl solutiones u se independentes 

aequuiionis differenlialis partialis linearis, t 

.if ,w»i? **.*o' t "i 'i"! • df, ;• * >..• i-fty* , ' .• ) "di -u; .. : • .* 

dx K 1 öx t *’**'. " öx n 

Kam pro ipsa f, quae erat functio indefinita, sumendo aliquam functionum /;, 

/;., /), identice evanescit Delerminans R. Quod cum eupponaWr aequale 

expressioni, - • . . ' ’ - . 

itf (x °J- ±x t SL • •• : +x„:4 £-) , 

i 

atque i'aetor itf a niliilo diversus statuatur, fieri debet ut subslituendo ipsi /' 
funcliones f , /^ , .... /*„ identice habeatur, 

XU+Xt Vo* r ‘ 

ajr 1 ®ar., • . ". p ‘\dx* .öfi'i, • i*< 1 

8 # 


• e.rii.t ‘ 


sive ul /*,, /*,, .... f„ ipsae sinl aequationis differentialis partialis propositae 
solutiones. Eruntquo solutioncs illae /I, f n .... f„ a se invicem independentes; 
9i enim una reliquarum functio esset, Determinans R idenlice evanesceret pro 
funclione f indefinita ; unde etiara pro functione indefinita f evanescere deberet 


expressio 


df 


df 


AL 


X %+ X ‘ik--+ X -^' 

quod fieri non polest nisi omnes X, X, etc. simul idenlice evanescunt. 

Dalis functionibus /*,, /j, .... f n una quaelibet ex aequationura (1.) 
numero ad definiendum Multiplicatorem sufficit, veluti aequatio, 

Ui 


e qua sequitur 


i MX = A = ^±4^-. 4^-... .4^, 

dx t dx t dx„ 7 


4. M = 


Sft df % 


df. 


C/i j C/ JT j O JC n 

Qua tarnen formula ut definiatur Multiplicalor aequationis differentialis partialis 
proposilae, addenda conditio est ut et ^4 non evanescant. 

Pro duabus variabilibus ar et Multiplicator antecedenlibus definitus 
cum Euleriano convenit. Sint enim X, X x datae variabilium x et x t func- 
liones, atque proponatur aequatio differentialis primi ordinis inter x et x t , 

Xdx i — X,dx = 0. 

Est Multiplicator Eulerianus eiusmodi factor M per quem multiplicata pars 
lacva aequationis antecedentis abit in differentiale completum functionis alicuius 
f n ita ut sit 


df, = 49 - ix + -§57 ix - = M(Xix,-XJx), 


sive. 


MX = -fA, 

dx, 7 


MX, = -46-. 


E quibus formulis sequitur, pro functione indefinita f induere expressionem , 

formam Determinantis functionalis 

Bf Bfi dj_ df, 

dx * dx, dx, dx 7 

et Multiplicatorem M satisfacere aequationi differential! partiali, 

d.MX , d.MX , 
dx T öjt, ~ U * 

Quae pro duobus variabilibus independentibus sunt eaedem proprietates characte- 
risticae, quae Multiplicatori generali assignavi. 
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Problems solvendi aequationem differentialem partialem propositam, 

■ x U+ x ‘4^--+ x -4k- 0 ’ 

cum duobus aliis problematis arclissime coniunclum est. Designanle enim fl 
quameunque aequationis praecedenlis solutionem, ex aequatione 

n = o, 

petalur ipsius x expressio per reliquas yariabiles x x , x 2 , x„: notum est 

eam fieri solutionem alterius aequationis differentialis partialis, 

X = X t d * 


+ y d X | y d X 

•• ' • T 7TZT • 


dx t 1 *“' 2 dx t 1 "" dx n 
Unde haec aequatio differentialis partialis ad aequationem differentialem partia- 
lem propositam revocari polest. Porro ad aequationis differentialis partialis 
propositae solutionem constat revocari posse integrationem completam systematis 
aequationum differentialium vulgarium primi ordinis inter n-}- 1 variabiles x, 
x x , .... x n , quod repraesentemus proporlionibus, 

dx : dx t .... :dx n = X: X x X n . 

Videlicet si aequationis differentialis partialis propositae solutiones, a se inde- 
pendentes, sunt fi, f 2 , .... f„, obtinentur aequationes, quibus illud aequationum 
differentialium vulgarium systema complete integratur, aequando solutiones illas 
Constantibus Arbitrariis. Et vice versa, si ex aequationibus integralibus com- 
pletis petuntur variabilium functiones Constantibus Arbitrariis a se independen- 
tibus aequales, ab iisdemque Constantibus Arbitrariis ipsae vacuae: hae functio- 
nes erunt aequationis differentialis partialis propositae solutiones a se indepen- 
dentes. Propter hunc trium problematum consensum Mulliplicalorem M ad tria 
illa problemata perindo refero. Qua de re ipsum M perinde appellabo Mut- 
tiplicaiorem hurns aequationis differentialis partialis, 


AL 


v el huhu, 


0 


dx 


X-Xi 


Xi 


df 


dx , 
dx 


X H 


dx„ 


0, 


-X, 


dx 


_ Y ^ * 

• • • • •*»■#» *\ 

cJ ec» 


dx , " m " i dx t 

v el eliatn systematis aequationum differentialium vulgarium , 
dx * d x 1 1 d x, . ... :dx n Al * AT, i Al*» ^ . . . ? AT a . 

Ubi ad bas referlur Multiplicator, quod plerumque usu venit, pro variis 
formis, quibus earum aequationes integrales completae proponuntur, variae ob- 
tinenlur Multiplicatoris repraesentationes. Quas sequentibus exponam. 

Si aequationes integrales proponuntur ipsa forma cuius modo mentio- 
nem iniecimus, 
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5. fy ßj, Ct,, . . t*'V f„ >tt„, l ’ 

dcsignanlibus «, etc. Constantes Arbilrarias, fuoctiones f t etc. nou afficieates, 
ideoque , f 2 , .... f n solulioncs a se independentes aequationis, 

X ^ C i \ ^ f ! x o 

♦ \ 

erat Multiplicator, 

6/ m = 1^+#^- ;|A . . ..|A ; '• - ; 

X Ö4 | Ü J.' j OXn,- ... , j p j f . ( . t 

lau» vero proponantur aequationes integrales corapletae hac forma maxinic usi- 
tata. nt variabiles omnes per earum unam velnti x, et Constantes Arbilrarias 
exprimantur, ■ ' 1 ' • 

7. Xy = (py{x), x 2 =^<f,{x), x„^=(f n (x), r-v. , •! 

funclionibus <p \ , <p 2 etc. involventibns praeter variabilem x Constantes Arbi- 
trarias « y etc., crit > •*»■ . >a 

q y + jA |A Ö A — ' " • 

— 3.r, ' dx t ’ V * dx„ g+.QVj. — ^ — 1 


D. F. §.9. (3.)*} Unde fit. 

1 


9. 


M = 


- £'«„/ d«, ö«„ .. , 

•• 1 •• • »I. ) *: / 

» lf ' 


m* n 


,-y, Cty„ VP + A-'V <*•*. * 

Jm. & » V'“* • *\ ■ • *.« • tC ~~~~ sm. « T r. • *2 ” • • • • r\ 


' I ”»> f-C mm * <v • g\ t • • • • r> 

“öttj po f o«„ ' *• ' oa, Uaj .,.$>«» > 

Si vero generalius inter omnes 2«-f 1 quanlitales. x, x , .«v 
a 2 , .... a«, proponnntur n aequationes integrales, . . .*• •! ( .„m- 


fit (D. F. §. 10. (5.)), 

10 . 


n n 

0, 

• !. s-oj 

Ölh 

vll. 

^- d Jh ,.ji 

ÖUy 


ü.r„ 

c )/i t 

dl TT 

Öll, ’ \ 

’ da t 

k 

• 

i)a„ 






Unde obtinetur, rejeclo quod licet signo ancipili, 

v , B TI l dll 2 ü //„ 

11 JL ~ d-r, ' pf, •••• dx n 

• ~ X dily öU t dfi n ’ , x .... Vt 

, oa t , <ja 7 da n . 

quae esl Multipli caloris expressio maxime generalis. 

Formula (10.) ope investigatio valoris Deterininantis functionalis liaud 
raro egregie expcditur. Transponamus ex. gr. Constantes Arbitrarias in alte— 

6 ) Comnicniationcni de Determiuanlibus Functionalibns Vot. XXII Diarii Crclliani 
iusertam designabo per D. F. „.»liii’iv*: .! 
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V 


■v 




ram partera aequationum (1.), atque pro quolibel ipsius * valore staluamus 
unolionein 77{ nequalem funclioni f — o, , quocunque modo per aequationes, 

/"i'+l ^ fi+i ' =S °;+2 1 • • • • fn — ~ n n 1 

transformatae. Potent in locum cuiusque aequalionis = adhiheri nequatio 
77; = 0, undc systema aequalionnm sequentinm , 

//, o, n 7 = o, n„ = o, 

liaberl polerit pro aequationura integralinm completarnm systemate. Qnae it« 
sant comparatae aequaliones, ut quaelibet functio 77; non involvat quantitativ 
.1 . . «i_i , qnanlitntem cr.aütetn in tinico terniino nddilo — Unde erit 

a/ 7 , _ 3 / 7 ; _ C )JTi _ 0 3 //, _ _ 

3a, 3a, '■*' 3a<_ t 1 3a, ’ 'p 

sive quanlitatibus in figuram quadralam disposilis hunc in modum, 


a//, a/y, 


•.f*J 


Bll, 


Oa n ' 

a//. 


io om:p .uon 




-emnJ üipiji • -x — , 

3a, ’ 3a, ’ 

-W» *v • ' 'g/T* 111 

ui «!«/ Jiiuiu i. "aäT” ’ IFaT * * • * * 9o„ • , WP > ' ' 

-i ■ -l- i:i ' n:«;v :• 

dH, dH B^lln 

3a, ’ 


da, ' 3a, ’ 3a„ 1 

quadratoque per diagonalem, a laeva ad dextram partem duetnm. in duas partes 
diviso. lermini in laeva parte posili omnes evanescunt. (,)uod ubi lit, abil De- 
terminans in productum terminorum in ipsa diagonali positoruin. Qui termini 
cum singuli fiant — I , eruitur 


2 + 


a /y, a//. 


a//. 


= ± i, 


1 V ■ • r V • • • • 

- 3«, 3a, öa„ 

ideoque . .. • , 

12. XM = ^±4^-4^- 


luf: 


•V 




Bx, 3 x, 

- vj. 0»i jW, 3/7^ 
f)r, ‘ 3x, ' 


.?* • 
aHi fvwysjM' 

vffijn 

; m\)i ohr* 


pap avracug&J» 

Quae docet formula propositionem frequentissimae applicalionis, valentibus aequa- 
(ionibus f t — a n /7 — f n = ct n , Determinans functiunule , 

v + gA <*A 

— 3x, * 3x, 3 xh 1 

vatorem non inutare, ni ante differentialionen partialen tranrigendas quae- 
que functio f, per aequaliones 

fi+l — a i+ 11 fi+i == «1+1 1 •••• fn — a n-> ^ 


„i/t* 

ijr 


quascunque subeat mutationes. In bac propositione sunt a,, a 7 , .... a„ Con- 
stantes; quae si iungunlur functionibus /*,, /*,, .... f n , ita nt ipsius f t — loco 
scribalur /•, referlur propositio ad valorem quem induit Determinans functio- 
nale, functionibus ipsis evanescentibus. In applicalione huius propositionis fa- 
cienda functiones /|, /i, .... f„ sive aequationes, = 0, /, = 0, .... /^ = 0, 
certo disponendae sunt ordine tali, ut quaeque aequalio /) = 0 insequentium 
ope formam induere possit concinnam, simulque difTercnlialia parlialia functio- 
nis fi evadanl simplicissima. Quin adeo eandem operationem indefinite repetere 
licet, siquidem post idoneas mutationes, pro certo functionum et aequationum 
ordine factas, eaedem functiones alio semperque alio ordine disponuntur et pro 
quaque nova dispositione mutationes vel eliminationes convenientos operantur. 
Quantascunque autem mutationes per varias istas dispositiones et eliminationes 
subire possunt functiones proposilae /*, etc., non tarnen inde nascuntur functio- 
num mulationis quae obtineri possunt, si eodern tempore ad unamquamque trans- 
formandam, nullo ordinis functionum respectu habito, omnes adbibentur n ae- 
quationes, quae reliquas omnes functiones nihilo aequando proveniunt. Nam in 
propositione tradila unica tantum erat e »-fl functionibus, ad quam transfor- 
mandam adhiberi poterant n aequationes; praeter hanc una tantum erat ad 
quam transformandam n — l aequationes adhiberi poterat, et ita porro. Functio- 
nibus in alium nliumque ordinem dispositis et pro quaque nova dispositione pro- 
posilionis traditae applicalione facta, effici quidem potest ut unaquaeque funclio 
sua vice adiumento n aequationum transmutetur ; sed difTerentia in eo consli- 
iuilur, quod bac ratione aequationes ad transmutaliones adhibendae non amplius 
proveniunt nihilo aequando functiones proposilas sed functiones et ipsas iam 
transmutatas. Veluli si f per aequalionem f t == 0 mutatur in q>, ac deinde /*, 
per aequalionem </> = 0 in y, : ipsa (f y non easdem induere polest formas, in 
quas mutari potest /j nihilo aequando ipsam functionem propositam f. Nam si 
valorem generalem funclionis, in quam f per aequalionem f k = 0 mutari polest, 
designamus quod licet per 

y = /"-f 

atque similiter valorem generalem functionis, in quam f t per aequalionem <p — {) 
mutatur, per 

<fi — /*. + ^y — (1 + '•■«) 

haec funclio di versa crit a functione -pq>, in quam per aequationem 
f= () mutatur. Atque Determinans functionum <f et </->, idem quidem erit at- 
que functionum propositarum; functionum vero /’-j-A/’,, ab illo discre- 
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pabit, scilicet aequabitur Detefmioanti funclionum f et per jfactorem 1 — am, 
multiplicato.v\ Qüdd »pluribus illustrere plaßnit,. ul eweudarem erroreiu quem in 
Commentatione de DeUrtninalifibu« functwnutibus commisi proponendo Jöe- 
terminantis fuuclioualis valorejoi quem indual ipsis functionibus evanesccntibus, 
immutatum mauere, si unnquaeqpo functio ^plationes subeat. quascunque nihilo 
aequando reliquas omnes subire»possil. Generaliter si pouitur 

mii(ii>iln>p<»rt «Mi-i • Vi.fri v • • r l" •: , : .j, , 

demonstrabitur per Determinantium proprictates, valenlibus aequationibus 

' fl f 0) •i?\i * . fn . ~^r '0 , 


fieri 


- ar * dx\ ” 


y-_{_ \y }" 2. n ^ 4- ® f dfi 

c ~ > **•**•••• *^%*'y* 




Unde ut Determinantia functionum f, f n et <p , qp, .... (p n inter se 

acqualia existant, habetor conditio generalis, 

E' Propositione Supr^trädilö, identidem pro aliis aliisqne functionum 
disposittonibus fepetitn,' 'ihnumera deducuntur quanlitalum 4 systemata quae 
conditiorii llli satisiaciunf. u!i * ' V 

Inter mulaliones, quas functio variabilium x, x, etc. per aequationes 
inter easdem variabiles positns subire pote9t. referri potest eliminatio variabilium 
nunieri numero aequationum nequrilis. Unde in fornmla (12.) definire licet /7, 
ut functionem variabilium x, x, , ...t xi, in quam abcat /■ — si ope ae- 
quationum — dhivariabilea a? /+l , Xf*,, .... x„ 

eliminantur. Quo statuto, omnia evan&ctihl differenlialia partialia 4- 7 — , in qul^i 

>Ii, i Mion i.'Ui.-ndl ..»fr, :: :■ ‘ '• •. j- *»:.»»* 

bus k > *; unde figura quadrata, quae a quanlitatibus formatur, ita com- 

parata erit, ut in ea per diagonalem divisp, rursus tennini in altera parle positi 
evanescant, ideoque fiat, 

^ , diP t lu,i d : w;'' : ri'-'dirj • dn„ 

“ d?, • d* t •— dx n • 

Hinc formula (12.) abit in hanc, 

' jg : ■ i _ djlr .;* v 

sive Determinans functionale qqo Multiplicator defmitur in Simplex productum 
redit. Forma outem aequationum integralium 

-Oilli.lpif. lU'.rt -in-. JX, Qj • • "ii 7 - 7 * . 0 , ‘ mt . ,j ■ . - • ( . 

quae ^llam simpiicenl Determinante,, fancliaoialis expressione© suppeditat, eadeoi 

9 
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est atque per intogrationem ruccexeivam proveniens, post qnodqoe Integrale 
inventnm una variabilium eiiminata. Servata enim funotionnm 77,; 77j, ..... IJ„ 
significatione antecedente, si eliminatur *„ per Integrale, 1 

■ 1 ' '»•' 77„ (I, ►»*>•*;/ •» i * 

erit 77„_, =0 Integrale aequatibnuto differentiallum ; ,r .*** *-**i*.»i ■ n. sioani 
dx:dx l ...rdx n _i=: X:X t X„_i, 
cuius Integralis ope eliminata x n _ x erit IT n _^=0 Integrale aequationum diffe- 
rentialium, 1 : -w« ■■ o 

dx : dx x dx ,^_ 7 s= X : X x A>. . : X A _ 7 , 

et ita porro. Si e funclione 77) Constantes arbitrarias a 1+ , , « i+ ,, .... «; 


V 1 4 


quas implicat, ope aequationum, 


\ ^ 
» * 


77;. 


t. > 1 •> 


+ ü 


1 V . .."i+l' r Q» \77(*l == 1 0^1 ,p» ft - . ; »dfi* ~ .P», ( r .. _ lS j 

eliminamus, redit aequalio 77, = 0 in aequationum differenlialiuiu proposilarpm 
Integrale/) — « f = o. Voco autem, ut in alüs Commentalionibus, Integrale 
Systematik aquaiionura differentialiwn vulgarium huiusraodi aequutiouem integra- 
lem, quae differentiata identica evadal per solas qequationes differentiales pro- 
positas, neque ipsa illa aequatione integrali nequo ulla alia inauxilium ndvocala. 

- • . * : • . . • . > •:i- , lid.ti ü; ' hti. I . . , j 

Multiplieatoris exprossio geuendis. Ui ui Midtiplicatorea suppeditant Integrale. 

Exprossio generalis fiuictiouum quarum detur Detcnninans datum. 

' * ‘ ' * * 1 '* * ' '{ * * • ” 1 *■*’•« > '* » • »** 

s ' - '• • • : “i §• 4. . <■„<•) .1 ; - . . . 

lam varias quae de Multiplicatore noslro tradi possunt proprietalea ex~ 
ponam. Ac primurn, jnquiram quomodo uno cogaito Multiplicatore eruantur alii 
innumeri, sive Multiplipatoris investigabo formain generalem. Sit M dalus 
Miiliiplicator aequationis, ^ »:> ; •! . ,\ 

x Rf ä( : ■ : = o, 

dar 1 1 d jr, 1 


dXn 


r.f» /«t 


salisfacere debet M secundum pr. huiusmodi aequationi,-, 

i. mx = '±± 4 ^ . -fk- , » ' " • 

d.r, o^-joud .1 Viff* ( *_' I . k„,|| 

designantibus /) , /), . ... /; soldtiones hequationis^l.) a pe invicem indepen- 
tes. Sit fi aiius quicunque Mulliplicator, satisfaciens aequationi, 

ii. * '>»: "> 4P' " '»P ‘ ■ ol ,/* 

q .. x y 4- ( t 1 ° 1 1 orn 

‘ “ • * &Ml- *91 r t •■••i-**; 9*4 »• . «• ! .b » : 

designantibus h \ , . . . ) diud systema sölutionam eiusdem aequatio- 

nfö Sti'ilhviceto indepieiideniftrtn. Functiones /"dilJtl, etc- esse debent 

y 


• » 
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solarura /*, , f n funclionea*i CQgnitifii dnim aequationis (1.) solutionibus 

na se invicem »ndependetitibüa, quaowis'aHo eiusdem aequationis solilio harum 
n solutionum functio est. Fit enteiq per formalam notam (D.F. §. 11. Prop. II.). 

6j± ÖF, »■ ö " 1 ÖFV 

— dx, ' dx t ‘ ’ Sxn.-'Im'Mi'jii cm 


»f f/« 


vj. öF, öF, VWx o/’, 3/’, 

~ * »■ > I i> • “X ft ■ • • • /•" *' • • ri «••• n " » 

/» OX. OJ... tf-T. 1 


hi«i»oTIiIi« '.l^o.pnq -Ah.,;.);.- >• d ^n *\ 

siquidem habetur F„ F, , . . . . F’„ in laeva formulae parte pro variabilium 

x, x.. x„ funcfionibus. .ip dcxtra parte pro functiombus ipsarum , 

t!//.: ■ E dy^Tx' *ää *ä,’ 

BF," BF."' 

u = JMi + 


,5. 


/. -- 


“> SA 


Mm 'J 3/» r 


Unde sequitur vice vqrsa, ijt&Aun ft , /!,' . /. . f n quibuscunque sumtis functio- 
nibus a se independentilius F,, F 2 , : F„, Multiplicatorem itf ductum in 


harum functionum Peterminans , y 

|f 

d 




v.\\i i\»ivv 
‘'V.tli 


Multiplicatorem 

''-•vh «•’ v ii 1 .Vl 1 » 1 

'V.tli •• v v ' >■'<') • ••'•■ \ 

alteruqi suppeditare Multiplicatorem //. ^uaecunque enim sinl F^ F$ , .... F„ 

ipsarum /*,? /i* • •••/*» functiones a 6e independentes,- ex aequaliouibus (2.), 
(4.), (5.) sequitur formula (3.), %i l 'qda F,, F 2 , .... F n ernnt aequationis (1.) 
sohitionea a se in vicem independentes, undo secvndiun §. pr. tradko quaniitas yi; 
formula (3.) determinata, aequationis £1.) erit Multiplioalor. >. ..•< \o,\\ 

.-.iii'diiuVidepiUBi ex antdcedenlibusr binorom qnorumque Multiplicatorum Quo- 
tientem ~ aequari fupctibni ipsarum /*, , [,; videlicel Delerminanti 

ipsarum F„ F„ F„, pro functionibus quanlitatum /*,,/*,, /*„ habi- 

tarum, :i! et Vlcd ( ”veW«, Mul^plicatore M ductö J iH Determmans quarumcimquC 
n funqtipnum a se. ind^.^deptipqt quanlitatum f n /* 4 , /*,, allenwp ohti r 

neri Multiplicatorem. Senmer autem quantitalnm f,, F, . , . . f. functiones 

iVi.av-icv niobi ni^ns» * / »c u. *. -i" ,*' t ■ ~ 

F, , F,, F„ in vepire licet, quarum Ueterminans sit earundem uuanUtatum 

-iVv.w’i. •.»Wt'.WV' »v .. 

data quaecunqup functio. Lnde non modo bmortim Multipucatorum et u 

liih I » '' .» - ’■ >' 

Quotiens funclioni aequatur ipsarum sed etiam Yice yersq, 

Multiplicatore M in quamcunque functionem ipsarum /* 2 , .... f H ducto, 

rursus prodit MnltiplicatoM. Et eum ipsarum, ./*!, /*,, quaelibet functio 

aequationis (1.) solutio sit,( n^iwi. aliae nequationis ( 1.) aolutionep extare poa- 

WJN-Wtur exaaleceden- 
boup .’inlonpon iuoi. Ji -..cindaii. / •• • ;! -.u»ini.'ii - .! 


08 < — 


m; . Dcsignante M Multiplicatorem aequationis differentialis partialis,^ « n 




i‘l .! i •• 


Y df 1 Y ''&f l " i Y &f ‘ rt* •*»* »»*»i »:.! U'!i.ii .< »«; 

‘ I aJ+ A ‘ä^----n- r -s x 7..= , _ v 

erit Mulliplicatoris forma generalis, . » ' 

. < ' ; .. nM , ' ^ 

designanfe 77 qumncunque aequationis propositne solUtionem.” 

Cognita aequationis (1.) solutione 7/ ac designanle a Conslantem Ar- 

- ; r - , (.:»• ■•'ii, ;IL -l. i. *. < iiiiil •«. . w . t. 

bitrariam, aequatione 77= « determmatur vnriabjliuni ar 1? ^ a> , functio 

x, salisfaciens aequalioni diiferentiali partiali, 

6. 0 = 

\ . ÖJr ' . • dX * A . Sfr I ,-.*l J 

nec non eril 77 := a Integrale aequalionum diffefentialium vulgarium simul- 

I* . M ■■ • I'I-’-;. > ;< . . \ I . * * •• 'i .»;• irr! . t 

tanearum , . 

7. rfarrrf* : dx n = X: X/l". 1 ’ . : X„.''"" ,, ‘ 

Unde Propositio antecedens docet, cognitis aequationis differential» 
partiali s (6.) vel aequalionum (7.) differentiulium vulgarium binis Multipli- 
caloribus M et non solo factore constante int er se diversis, aequationem 

‘ • » jfj ;:!! • ■ t .» ...;l \ \ . ,\ 

• M Con * t - f.K) CI) 

fore aequationis differentiatis partial» (6.) soluticnem vel sgstematis aequo* 
tionum differentiulium (7.} Integrale. : -;oi |> « ; ü : .. \ 

. Pluribus datis Multiplicatpribus M, üf,, haec quoque quantilas, 

••■■■■ **($-* ifc - • • #) •’ ' i 

• . . . • . , • , 1 ••• *< ->».*•> ■ jtk • ' V..i tai.ii- «j. 

erit raultiplicator. Designante, enim F ipsarum etc. functjonem. arbitrariarn, 

non tanlum fractiones ^r? etc., sed ipsa F quoque aequalioniä (1.) so- 
lutio fit. Unde etiam aequatione F=iO sive quod idem est quacunque ae- 
quatione homogenen inter dalos Multi plicator es posila delenninatur aequa- 
tionis (6.) solutio. Nec non designantibus Oj V ß„ Constantes Arbi- 

, < ;••• .• •• !>•'-' . \ \ • \ l'tU'lli'.il -t '■':>! M 

trarias, erunt ' ' ' 1 

M t i. i k i.If 

- . M (T»7 ~W • rw HhtVtq 

Integralia aequalionum difiFerentialium vulgarium (7.).; i oitni.x (.1 ) >c 

v: Restat, ut paueis exponain quomodo invenrantur ftincfiones tjiiarum De- 
terminans dalae variabilium funcüoni aequetur, quod sempfer fieri posse supra 
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iunui. Immo videbimus idem innumeris raodis succedere, videlicet functiones 
praeter unam omnps ex arbitrio surai posse, una reliqua per solam Quadratu- 


j. 


ram determinata. *. > 

Designante TI dalam quamcunque quantitatum /*„ /,, f n functionem, 
simplicissima habetur solutio aequnlionis, 


Q y i dF\ ' d F t ' t 3 F» J-j 
^ ^ ’d f t ' 3 f t ' a r — 


ponendo* 


df* 


■ ■ ' -f, = /•„■ f, = f. = f„" v ;\ 

unde Determinans propositum in simplex differentiale abit, 

• , ’ . . 3F, A ' 


df, 


n. 


A' • «.~u- **'«’»*! !|* - !’!• I « I <5 I 

Quo lgitur casu fit, 

•••• ^»n.vpF, = fridfy , v ' - \ ’• •»»•-«Mi 

cui integral! functionem ipsarum f 7 \ /j, .... f„ arbitrariam addere licet, quippe 
quae inter integralionem pro Constantibus habentur. Aequalionis (80 solutio 
generalis obtinetur sequenti modo. Pro ipsis F. j, F s , .... F„ ex arbitrio sn- 

i • \ 

mantur ipsarum /*„ /* a , functiönes 6 se independentes, atque fingatur, 

reliquam functionem ^ exhiberi per quanlitates, 

rj ' ■ "i 

Functionis hoc modo repraesenlatae differentialia parlialia uncis includam, 

quo distinguantur a difTerentialibus eiusdem functionis per /*,, /V, /„ exhi- 

bitae, ita ut sit. 


(dF, \ , 

(dF x y 



3F S 

( dF,\ 

i 3F. 

U/.i I; 

\dF t > 

1 öA 

V 3 F, / 

öa 1 

\3F n J 

1 ’ 


et quoties index i ab unitate di versus est, 

dt\ _ fdF, \ 3F, . (dF x \ 3F, , fdF t \ 3F„ 

dfi ~ \0Fj~dfi dfi \3F n )~dJ~’ 

Quae ipsarum 

• \ • » ■ i 3F,-’ 8'F, > dF,-'- 

dfi ’ 377 ’ •••• ~ur 

expressiones si subslituuntur in Determinante, 

' y, dF t 3F, ~ ÖF n ’ 

identice evanescunt singula aggregata per singula differentialia parlialia 


.*1 *• 1 


/3F, \ 

( 3F, v 

/ 3F, \ ‘ 

\ , t 

\3F,/’ 

\ 3 F, / ’ " 

\3F n / ;» 

'< • - iiii 
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nun 


multipiicatae, linde Simplex formula ofctinetiBNmi in*»f>i ^ uiuml .iun:u 

9 - 2± “077 * ä77 * * * • W — wr) 1 w t * c )/, Wh 1« 

("D. F. §. 12 .' ( 4 .)). E < 8 ‘ ei 9 i) 'öequitur ,H »M* \\ ■* 

gjp, 1 it niui'rioilquii 

XS]7) - ... «F, dA’ W ’ 
qua formula exprimendo ft^fn •••• /n per /'j, ^ , 


c'»l.' 


exhiheri potesl, 


10 . ($) - 


. . ••• • t 1 

IJ-ll 4 «': > 


.ii »Ji«' :*-.n Hk iHUWli.iri ijy(| oliti» . 


8f t M df 


yf, 

dF. 


(D. F. §.9. (3-))- Secundum hanc fornmfam, ut modo maxime generali va- 
riabilium f„ fa, .... f„ inveniantur functiones* quarum Delerminans datae ea- 
rwidem variabiliuni functioni H aequatur, ex ar|)jtjrjo exprimantqr f, 
per fi aliasque n—l quaulitates *, d^terminaiaqqe ; per 

jornudaw, \ , f \ <•’, .mm ■ ? ■! ;:••«>» :!»•.*« . (’iuriunoü 

.;•<!»« •.»«; Ml.. 11, *\ fjpj- 

** . , * * »* j * , *, f *t *i 

ipsae F t . Fj, .... F„, vice versa per f t * fn .... f„ expressae erunt fuYiebo— 
nes quaesitae. 

.. ! .1 •.= 1 .'•••■ 1 ri , .. !':• wM , . 

Ponendo II — 1 antecedentibus mnumcra obtmenlur svslemata. funclio- 

— /■ 1 ' -1t- '.!»! ;•. i'( v •: u»n 

num quantitatum A, /j, .... quarmn Determmans umtati aequatur. Quibüs 

Omnibus idem respondel Mulüplicator. Quolies eijiro . .. . 

\ ' - ; ~ , a>, , ari t \.\u ,\ 

* 1 .*, ? -u<’i 1 ’F,» »;ii iüii tl»: v y-Mjui 1 

sequitur e (5.) 


u = jf. 


.V 


1 ' 


\ , 


. > 


Vice versa, si idem Multiplicalor respondel binis syslemalis n solutionum a sp 
independentium aequationis differenlialis partialis (1.), f* /j. .... f„ alque r,, 
F 7 , F„, ita ul sil. <\ 

mr v x» \ ‘Qfi " 1 Qft (li '< '.ouoiü^nqxv 

jWA “ aV-7 • äF7 ***■ ax n 

nilmnm; •:•»«:. mo" i:ii> ; u jni^ Utivjvnuuu '»oilliohi 

erunt F,, F*„ .... F. quantitatum A,.^. .... £ ^unctiones, quarum Deler- 
minans unitali aequatur. V . J ' ' / r ' *‘4 •' ' 
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hm Jhiiüplicatoris definit io per acqwatioiiom diffurentialera partialem. Conditio, ut 
lU’ti*.* .rtiti’t « i im i M»Mipticat«r ncquari pooait unitati. ilii» , ,-| 

'.1)1) >n- Vv.TM! • ! '• •»*'» '5. i: • 

i>i‘m Vidimus §.3. aeqtoationis differentialis partialis, 

— ' ■ 1>;' <*/r i ;>• • . « * > l -af pf 

> x .v.i Ar. ~f)x n ~ > • 

M-trHipliCalorem quemcünqtte M alil sattsfacere aequationi diflferentiali partiali , 

*•» »< "<►••*«• * l ‘ :, y •••’ 9: MX \ d.MX x ! ' V rl.MX n 

•* :i -■ 1 ■ * •" dx • • dtjr, > "F ß XH 

Vice versa quaecunque habehtr soiutio u aequationis differentialis partialis, 

•M»ip < i: ) d.fiX 1 y d.^X^ t • d. (I x n \ • A~ 

■i.onu- VI .nilin'lV-, dx. >» A.,- :dx t - - Bx n “• •' ' ' 

erit tUa aequationis (1.) MuUip/icaiar.i :>:■■■•[ • / i ; , >j 

Ponamus enitn u = U.M , aLit aequatio (3.) in sequentem, 

„/dJMX . d.MX, ' . d.MX. ,\ 

0 — n \ eit ■ dx x *••*+ dx„ ) 

+ M i x HT+ x ‘?ü-:-+ x - Ti~)' 

, i ' 

Partis dextrae Aggrcgatum in 77 ductum secundum (2.) evanescit; unde, cum 
snpponamus ipsum M non evanescere, sequittir, 


' • * » **♦ 


o = x^ß- 

dx 1 1 dx, 




dll 


" dx. 


Erit igitur TI aequationis (lii) soiutio ideoque secundum Propositionem §. pr. 
traditam, Mulliplicatorem in solutionem aequationis (1.) qunmcunque ductum re- 
producere Mulliplicatorem, erit ll,M = ju Multiplicator, q. d. e. 

Gum quilibet Multiplicator sit soiutio aequationis (3.) et secundum anlece- 
denlia quaolibel aequationis (3.) soiutio sit Multiplicator, poteril aequatio (3.) ad- 

hiberi ad Mulliplicatorem defiuieudum. Habemus igitur Propositionem sequentem. 

- /• 7. t m.-I t •• - : • 

Propositio I. .■ 

„Designanle M solutionem quameunque aequationis differenlialis partialis, 
d.MX - d.MX, ■ d.MX„ _ 

-.1 m: .« öjr ,4 . dxi *’Vyy dir« ~ 1 "' ■> 

semper danlur funcliones /*,, /^, /ö, quao pro functione f indefinita 

■ t , efficiant aequationem, v , ..... t « 1 . - .t . i 


Videri possit parum lucri percipi e nova Multiplicatoris determinatione 
per aequationem differentialem partialem (8.). Aequationis (3.) enim solutio 
generalis non habetur nisi aequalionis (l._) data sil solutio generalis sive eius 
innotescant n solutiones parlicularos a se invioem independentes. n Uiß autem 
cognitis habetur Multiplicator per formulam (2.) §. pr A At observo ad Multiplicalo- 
rem erueudum lantum nos indigere una aliqua solulione pdrticulari aequalionis (3.) 
et quamquam aequalionis £3 J solutio generalis n soiutione aequationis (1.) pendet 
et pro compiicaliore habend» esl, fieri tarnen potest ul aequationis (3.) innotescat 
solutio pnrticularis, dum aequalionis (1.) solutiones adhuc omnes ignoramus. 

Inter solutiones aequationis differentialis partialis (1.) non referri /SoleU 
quae sponte se offerl, f Const. Scd e solutionibus aequglionis (3.) quae 
Mulliplicatorem suggerunt qunntitales constantes non excluduntur. Fit autem 
Multiplicator Constanli vel si placet unitati aeqnalis. si inter ipsas X, 'Aj Wfr.' 
locum habet aequatio, : .. > • i.ni.*» u-«* •'! 

' 4. ■ ' 4- 4^ .... 4- 4^ }=** (). « 

dx 1 a x, , 1 »x* l 

Eo cnsu ipsa expre$sio proposita,,. . , u . « ■ 

X ^ f 4. Y - X -AJA 

„i- .t.-ß- v ehr-' .*• el***ti ..n’i J \\ m ••■/ *»i -»1/ >li ciut'i 

pro functione f indefinita neqnivalel alicui Determinanti: functionali . 


u v+ */ AJL B k. " AA 

c£r ‘ d x , * ' ’ V’ . dj\ " 


V "j ihH 
.itfcltinni 
u 


sive odhibendo notationes §.3. usilatas statuere licet. i : i • 

-i« .. • • x*± a, x, * A,y x,^ A;r> 

Quod. si ea lenes quae §. 2. de Determinantibns fanctionalibus parlialibus inonüi, 1 
sio quoque proponi polest. 

-Ii.* |.s.) D V mi*i- i 

Propositio IJ. . . . ... 

Iü- ;i. i- ■ • ; -•< n*M»id 

„Si n-j I variabilium x , x,. — x„ functiones X, X,. .... X n satis- 
facianl conditionn 

.-ili.il-Mt -• '• duX f>X. . AJA- ■•. - :'AX.y - •» ii.h . 

ex. 


»X, , -d X\ i ■ »'X n - • 

^ »Xn "V T ÖXn t = 


, 0 ’ 


o x * c jt , 1 ox t 
ipsae n-j-l quanlitales A, A, , .... A, baberi possunt pro certarum n 
*•.: i; funclionum Determinantibus parlialibus." ■ \ 

Ilaec Propositio analoga esl nolae elementarii : i S)' l! Väriabihnth ,| sp’ et X 
functiones X et Y salisfncianl conditioni , ,-*rjr ~f~ -g-y == 0(- ipsas, F — A~ 
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respcclivc haberi posse pro ciusdem functionis difforentialibus pnrlialibus, varia- 
bilium x et y respectn sumlis. 

Si inler quantitates X, X x etc. conditio (4.) locum habet, aeqnatio dif- 
forenlialis parlialis (3.), qua Mulliplicalor definitur, in ipsam (1.) redil. Eo 
igitur casu quaecunque aequalionis (1.) solutio eiusdem aequalionis Multipiicator 
erit, siquidem iant unitalein vel nuraeros conslantcs inter solutiones referimus. 
Unde eliam patet, co casu nequationum difTerenlialium vulgarium, 
dx:dx t dx„ = X:X t 

.Mnltiplicatorem fort* quantitalem qunmcunque, aut per sc conslantem, aut quae 
per aequationes integrales completas Constanti aequelur. 


(’ognilo syslematis acquationum difTerenlialium vulgarium Multiplicatorc quocunque 
cruuutur Determinautia funclionum quae per aequationes integrales completas 
valoribus variabilium initialibus aequivalent 

§• 6 . 

Vidimus §. 3. designantibus f , /^, .... f„ solutiones a se independentes 
aequalionis, 

*• +*•-&-* 

harum funclionum Determinantia parlialia .1,, .... A„ esse inter sc ul 
aequationis (1.) Coefficientes, sive fieri, 

2. A : A, ■ ... : A„ = X: X , .... : X„. 

Unde omnia J,, A 2 , .... A„ nno determinantur A. Antecedentibus autem 
demonslra\i, designanle p Mulliplicatorem aequationis (1.) quemeunque sive 
quameunque solulionem aequalionis 

q S.Xft j 8.X t ft , 8.X „ft 

O« ’ «-.■ “j #•, • • • • "| ' ä • — '/* 


dx 


c x , 


fieri u — 77 iV, ideoque 


4. 


uX= n.A = n.x:+ 




~ 8x t ' 8 jr t ’ ' ' ' " 8jl\ 
ubi n certa quaedam est ipsarum /*,, f 7 .... f„ funclio sive aequationis (1.) 
solutio. Hinc e data quacunque aequationis (3.) solutione u cognoscilur va- 
lor Determinantis A, dummodo determinala erit functio n. Eruifur autem 
funclio FT , dummodo Determinantis A innofescal valor quem pro x = 0 
induit . Generaliter enim, ut functio f aequationi differenliali parliali (1.) 
satisfaciens omnino determinala sit, poscitur et sufficit ut aliqua cognoscatur 
functio, cui illa aequalis evadat ubi inter variabiles x, x t , .... x„ data aliqua 

10 
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aequatio locum habet, veluti si ipsius f datur valor qnem pro x = 0 induit. 
Hinc si ponimus pro x = () abire //, X , A in varfhbilium x,, x 2 , .... x„ 
functioncs /i", X", A " ; functio 77 eo deterrainabitur quod esse debeat aequa- 
tionis (1.) solutio atque pro x = ( ) aequalis evadet variabilium x,, x 2 , .... x„ 
functioni 

A° * 


Eiusmodi solutio autera ut inveniatmr sint f\, fl, .... f° Yariabilium x,, x 7 , ... 
... x„ functiones, in quas pro x = () abeunt f, f, .... f n ; exprimatur porro 

u° 

variabilium x,, x 2 , .... x n functio — per /"*, /'J, .... Z»*; in qua ex - 
pressione ponendo ipsarum f\, fl, .... ff loco ipsas f,, /j, .... f„, prodibit 
functio quaesita IT. Quippe functio sic inventa erit aequalionis (1.) solutio et 

mO J 0 

pro x = () abibit in variabilium x,, x 2 , .... x n funclionem — j 0 -. 

Functioucm -4” casu prae ceteris notando a priori assignare licet, vi- 
delicet quoties f, f,, .... f n tales sunt aequationis (1.) solutiones <fuue pro 
x — 0 in ipsas variabiles x n x 2 , .... x H abeunt. Tune enim habetur 
fl === ^1 • fl == ^5? .... ff = x „ , 

ideoque 

A° = v± 

Hinc secundum regulam tradilum functio 77 e functionc u"AT" eruitur substi- 
tuendo variabilil)us x,, x 2 , .... x„ functiones f t , f, .... f „ , sive quod idem 
est, substituendo in ipsa fiX variabilibus x, x x , x 2 , .... x„ quantitates (), /*, , 
f,, .... f„. Id quod sequentem suppeditat Propositioncm. 


öf°, dff dp 

ft • ft 1 • • • • 

öx, öx, ox« 


j. i u i/ u ; 




„Sint Zn /" 2 , .... f, solutiones aequalionis 

X 9 I 1 X d/* jr d/~ o 

*••*+*'• ö^T ~ °» 

quae pro x = 0 in ipsas variabiles x, x 2 , .... x„ abeunt; sit u quan- 
titas quaecunque satisfacicus acqualioni 

d.A'g , Ö .4T, ^ d.X„fi . 

öx öx, ***’ 1 öx n ’ 

atque sit 77 ipsarum /* n ^ •••• Z', functio quae e producto provenit 
substituendo variabilibus x, x,, x 2 , ....x n quantitates 0, Zi, Z*» •••* fn ■ erit 

ay ny oy .. v 


V-+ 9 fi 9 fl 9 f” 

T ’ ft * « ' *ft • « • « ?r 

ÖX, ÖXj öx„ 


"TT’ 
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sivc generalius, designante f fonclionem indefinitem, erit 
•sr±.df Bf, df t df n fi ( ydf i y Bf , y Bf\„ 

Observo hac occasione generaliter, dotis aequationis (1.) solulionibus /*,, 
/*,, .... f„ , quae pro o? = 0 ipsas x,, x 7 , .... x„ abeant, quaravis aliam 
eiusdem aequationis solutioneni TI per ipsas /J, f 77 . ... f n absque omni elimi- 
nalionis negolio exhiberi. Scilicet sufficit in functione 77 variabilibus x, x , , 
x , , .... x n substituere quanlitates 0 , .... f„. 

Casu speciali, quem sub finem §. pr. consideravi, posita insuper Al — 1, 
e Propositione praecedente emergit haec: 

Propositio II. 

„ Sint f, f„ tales solutiones aequationis, 


Ua x 

dx + A ‘ 


AL 

dx. 


\X 7 


JLL 4- x —L — o 

* ‘ * ÖXn ’ 


2 Bx t 

quae pro x = 0 respective in x,, x 2 , .... x„ abeant, sitque identice, 

ex, . ajr, , ex. ..... 

ox, f 0x, * ■ * * T ~ ’ 

erit, 


• r, • 

ox, 


— I 

Sx„ — l ’ 


alque reliqua functionum f x , f 77 .... f n Determinantia partialia A,. .4,, .... A„ 
in ipsas redeunt quantitates X , , AT,, X n ." 

Convenit Propositiones antecedentibus inventas ad systemala aequatio- 
num differenlialium vulgarium referre. Proponatur enini syslema aequationum 
dilferenlialium vulgarium, 

dx : dx, : dx 7 . . . . : dx m = X : X, : X 7 . . . . : X„ . 
eiusque integratione completa facta, pro Constantibus Arbitrariis adhibeantur 
valores quos x, , x 7 , .... x„ pro x = 0 induunt : resolutione deinde aequa- 
tionum integralium erui poterunl variabilium x, x, , .... x„ functiones illis 
Constantibus Arbitrariis aequales, quae ipsae erunl functiones f ,, f. .... /^, 
in Propp. I. et II. consideratae. Generaliter Inlegralia completa sint, 

f, = ß, , f 7 .... /*„ = «„ , 

designantibus a 2 etc. Constantes Arbitrarias quascunque, a quibus ipsae 
f , , etc. vacuae supponuntur. Quorum Integralium ope expressis x, , x, , 

per x et Constantes Arbitrarias c, 

Determinantibus funclionalibus traditas, 

AL. ALL 


...x„ 


a„, fit secundum formulas de 


A —.2 + 


dx, ‘ dx t 


~dx* 


l_,OX, ox, dx„|-' 

■ C7 «, O«, d(*n ' 

10 * 
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Unde formula (4.) docet, cognilo acquationum differcnlialium vulgarium 
propositarum .Mulliplicatore aliquo u, sive aequalionis (3.) solutione, fieri 

v , 8j\ ehr, chr w C 

“ ~ d a, * 8 o, ' ' * ' 8 a„ ’ 

designanlc C funclionem Conslantiuin Arbitrariarum. Quoties sunt «, , <*,, 

valores initiales variabilium x, , .r,, .... ar„, ipsi x — O respondentes , De- 
terminans fnnctionale, in laeva parte aequalionis antecedenlis collocalum, po- 
nendo # = 0 in vnitutem abit. Quo igitur casu Constans C ex ipsa itX 
eruilur ponendo variabilium x, ar n x 2 , . . . . x„ loco valores 0 , a,, a,, .... 
Casu speciali quo Multiplicalor unilatem aequat, o Propositionc II. eruilur sc- 
quens prae celeris simplex Proposilio. 


Propositio III. 

„Proponanlur aequaliones differentiales vulgares simultaneae, 

8 X | v -y 8 Xn y 

dx ~ 1 ’ ~dx~ ~ ‘ ‘ ~8x~ 

in quibus sinl Ai!, Au, .... talcs variabilium x, x, , a?,, .... 
funcliones quae salisfaciant aequationi, 

Öx, " d.r, a x „ — 11 » 

integrolione completa expressis a 1 , , a? 7 , .... a?„ per a? earumque valores 

initiales «, , « 2 , a, , erit non tanlum pro x — ü, sed pro valore 

ipsius x indefinilo, 

V 4. ^ ^ I 3x t 8 Xn ___ . ,, 

da, da, da« 

Quae licet a proposilo meo aliena ulile videbatur obiter adnotare. 


Quo rectius intellignnlur quae supra monui de definienda solutione f 
aequalionis differentialis parlialis (10, sequentia adiieio. Sit (p funclio in quam 
abire debet f pro aequalione aliqua inler variabiles x , .r,, .... x n data. Si 
<p et ipsa aequalionis (1.) solutio est, erit f—(f funclio quaesita, quaecunque 
sit illa aequalio. Si (f non est aequalionis (1.) solutio, lieri non debet ul 

aequalio illa ad aliam inler quantitates /”,, /;, f„ revocari possit, sive ut 

ex aequationc illa peli possit solulio aequationis differentialis partialis, 


X — X t 


8 x 


8 x 


8 x, 1 ' r *' 2 dx , dx„ 

Nisi forte eiusmodi solulio sit singularis seu non redeat in aequationem inter 
quantitates /*, , , f n , quo casu nibil impedit quo minus funclio f definialur 


8 x 


77 


ope valoris quem pro data illa aequatione induit. Infra antem videbimus pro 
aequationis dilTerentinlis partialis antecedenlis solutione singulari fieri, 

ex , ax x ,dx n 

dx T'aj, — t Qx„ ~ 00 ’ 

ubi ipsae X, X t etc. cum a factofibus communibus tum a denominatoribus pur- 
gatae supponuntur. Ila non definiri poterit f ope valoris quem pro x = 0 induit, 

8 X 

ubi pro x — i) habetur X = () nec simul -^— = 30 . Quod obiter obscrvo. 


Multiplicatoris definit io per acquationem differentialem vulgarem. 


§• 7. 

Mulliplicatorem, quem antecedentibus per aequalionem difTerentialem par- 
tialem delinivi, cliam per formulam dilTerenlialem vulgarem definire licet. Quae 
nova forma aequationis praeceleris indagando Mulliplicatori apta est. 

Primum aequationem dilTerentialem partialem, qua Mulliplicator u defi- 
nilur, sic exhibeo, 



vel dividendo per //, 

8 logji 


2 . 0 


Y v 

öx 


X, 


8 log fA 


X„-, 


8\ogfi 


, 8X 
r 8x 


8X, 
8x , 


8 x t *•*• * " 8x 

Per aequalioues autem differentiales vulgares quarum n est Mulliplicator. 

3. dx:dx { :dx 2 ,...:dx n — X:X 2 : X ^ .... :X„, 
aequationem praccedenlein brevius sic repraesentare licet, 


bXn 
8 x n 


0 


rflog« . 8X | 8X t 

' + ~8x, 


dx 1 8x 1 dx , ***’ ' dx„ 
liinc poterit aequationum differenlialium vulgarium (3.) Mulliplicator ,<1 definiri 
ul functio quae « darum aequationum differenlialium prupositarum (3.) 
ope, nulla in auxilium vocata aequatione inteyrali, aequulioni (4.) satis- 
facial. Quippe quod fieri non polest uisi p identice satisfaciat nequalioni (2.) 
qua Mulliplicator deflniebatur. 

Sequitur ex antecedentibus, ad investigandum Mulliplicatorem circura- 
spiciendum esse, an aequationum differentialium (3.) ope conlingat, expressioni 


dX. 


idX.dX, : 8Xn I dx 

V$x ‘ 8x t » 8x n f X 

formam conciliare alieuius differentialis compleli dU. Quippe hoc palrato fit 
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e (4.) Multiplicator, 




dX r)X, 

im* 


• • + 


f) Xn\ ,U 
ffien 


)¥ 




5. // = e ' ' cx . . 

Hane indagandi Multiplicatoris methodum in aliis Commentationibus per varia ' 
exenipla illuslrabo, in quibus integrationem quae Multiplicatorem suggerit vide- 
bimus praestari posse, aequalionum differentialium vulgariuni propositarum nullo 
Intcgrali cognito. Esse lameu poterit formulae (4.) usus etiam si aequationes 
differentiales complete integratae sunt. Tum enim formula (4.) docet. for- 
niationi Determinantis funclionalis, quam determinatio Multiplicatoris requirebal, 
substitui posse Quadraturam, minus interdum molestam. Etenim ope integratio- 


nis complelae quanlilas ipsi 


dx 


aequalis per solam x et Conslantes Arbi- 


Irarias exhiberi polest, unde ipsum log« per Quadraturam oblines. 

Post integrationem faetnm substiluendo Constantibus Arbitrariis variabilium x, 
x t , x-i, . ... x„ functiones aequivalenles, prodibit ipsius log// expressio, aequa- 
tioni differentiali parliali (2.) satisfaciens. 

Post aequationum (3.) integrationem complelam expressis x,, x,, ...,x n 
per x et Conslantes Arbitrarias « 19 « 2 , .... «, fit secundum §. pr. 

B x , dx t dx K , C 


7. log — ± 


= log 


cn, G a t ’ *** Ga„ lv& pÄ 
designnnle C Constantium Arbitrariarum functionem. Unde, omissa quod licet 
Constante, c formula (6.) eruitur 


8. log^± 


d x , G j: 


da, da. 




Quae formula immutata manere debet, omnibus X, X ,, .... X n per factorem 
quemeunque communem multiplicatis. Quod ut pateat observo, per aequationes 
differentiales vulgares propositas acquationem (4.) aucla symmetria sic pro- 
poni posse: 


ji i G log X , , cMog .1’, . 

9. o = d logu -| — dx -f — 1 «• 

C il vU j 


äx, 

ClXr " 


l'nde e formula (7.) eruitur: 


loir v d— 

10g -aa, -a«. 


O X n 


= log 


c 


= 1# *I+/( 


G log X 


öa„ ‘ v ' 6 HÄ 

dx dl0 * X ' dx , ö]o gX. dx \ 

(lX * dx, aX, ‘"’T- dXn ax r)- 
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Si in hac formula simul omnes X, X t etc. in faclorem communem v ducuntur« 
augetur integrale quantitate, 

/(tüF 4x + 4 *'— +^?r 4 *-) = f äXn « v - '°* y - 


■ • 1 

Eadem autein quantitate minuitur log j , unde Iota expressio immutata manet, 
q. d. e. 

Si in formula (8.) ponimus X = 1 , prodit Propositio sequens. 


Propositio. 

„Facta integratione completa aequationum diOTercnlialium vulgarium. 


J'l V (/.l’j rfx« Tr 

ZT“"' 1 ’ ~dx ^ ZF ' A '” 


exliibeantur .... a?„ per x etConstanles Arbiträr ias, ce lt a 1t 

erit, 


log-2'±| £A .-f £2 -....| £ = = • T 4^) 

oa, ca, ca* J '«•, 1 Of, 1 c*jr u ' 

quantitate sub signo et ipsa per x et Constantcs Arbitrarias exprcssa.“ 


Si in Propositione antecedenle ipsao a,, a 2 , .... a„ designant varia- 
biliura valores initiales, valori x = 0 respondentes, integrationem inde a valore 
x = 0 fieri oportet. Ope huius Propositionis vel formulae generalioris (8.) 
fieri polest ut Quadralura alias salis abscondila eruatur; siculi vice versa si 
Quadralura in promtu est, valor inde eruilur Determinantis functionalis. 

Propositio antecedens primum a cl. Liouville tradila est in Commen- 
tatione „nur la Variation den const unten arbitrairen ipsius Diario Mathe- 
matico (Vol. III. pg. 342) inserta. Eadem sequitur e formula iam supra citatn 
D. F. §.9. (1.), loco f, /i etc. scribendo ar,, .... x n atque x loco «, 
loco x n x t etc. autem a t , o 2 , .... Scilicet est ea consequentia lemmntis 
quod circa varialionem logariüuni Determinantis loco citato dedi. Ilabeanlur 
enim n systemata aequationum linearium inter n incognitas w,, t/„ .... t/„, 
quae systemata iisdera gaudcant Coeflicientibus incognitarura et tantum terminis 
prorsus conslanlibus inter se discrepent, unde etiam omnibus idem erit Deter- 
minans. Denotentur in /rto aequationum linearium systemate termini constanles, 
in altera parte aequationum positi, respective per varialiones Coeflicientium qui- 
bus in singulis aequationibus incognita u k afficitur, atque e primo systemate 
aequationum pelatur valor ipsius e secundo valor ipsius i/ 2 , et ita porro: 
omnium boruin valorum summa aequivalebit variationi logaritkmi Determinantis- 
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ln signis: sit (u k ) i valor ipsius u k pelilus e syslemate aequationuni, 


eril 


10. 


11 . 


.... -\-a n u n — 

| rt, -f- Ä2 l/j •••• -|- ff„ tt n () (l k , 

W"* M, -f * «, . . . . -j- a[ H) u n = d a \ H) , 

(«,),-{- («j) 5 -f («-)„ = ^ log — ± «'i ff'/ 


Faciamus iam, in aequationibus differentiolibus 


tt x t v du.'} y dcc n »■ 

— • ~dJ r ~ " ~TF 


substitui variabilium x,, x 2 , .... x„ valores per x et Constanles Arbilrarias 

« 2 , « n exhibilas, qua substitutione prodire debent aequaliones identicae 

Quas si ipsarum «,• respectu diflerentiamus, obtinemus nn huiusmodi aequationes, 

jöxk föA'* o.r, , cA k cx t , öA\ 8x» \ 

~ \8x t * öä, T^x, ' 5Sf •••' ' £>.r„ ' So,- » 

Ipsi i tribuendo valores I, 2, .... «, ex aequatione antecedente prodeunt n 

g \" 

aequationes lineares, in quibus habentur pro incognitis quantilales x — tfx, 

i?— A etc. Prodeunt « eiusmodi sysleniala aequalionuin linearum tribuendo 

dx t 

ipsi quoquc Ä valores t, 2, .... »/ in omnibusque illis aequationuni linearium 
syslematis incognitae iisdcrn gaudebunt Coöfficienlibus. Ilinc si in aequalioni- 
bus (10.) ponirous 


ff* = 


dxi 


alque varialionibus substituimus differenlialia, aequationes (10.) abeunl in aequa- 
tiones (12.), undo eruilur 


, , 8A\ . 

= ~sy, ix - 


Unde e (11.) sequitur 


-i- 4— *- .... + 4—1 = ^log^± 4^- 

» dx, 1 dx, 1 d.r„ ' ® eo, 

qua IWinula inlegrala Propositio supra tradita obtinetur. 


o x 7 dx n 

da, da„ 
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Aequationis X— X x X, — — .... — X„ 4-— 

dx x 1 dx 2 dx„ 

pars laeva Mulliplicatore suo efficitur Detemtinaus functionale complelum. Pro 
solutione singulari Multiplicator fit infinitus. Multiplicalorcm nihilo aut infinito 
aequando obtinetur acquatio intcgralis. 

§• 8 . 

Quemadinodum, proposilo una plarium variabilium funclione, deslingui- 
mus inler differentialia eius partialia, in quibus variabiles omnes pro indepen- 
dentibus habentur, el differentiale compietum, in quo omnes ab earum una in- 
definite pendent, ita, propositis n functionibus »-{-»» variabilium, praeter earuni 
Determinantia partialia, de quibus supra dixi, in quibns variabiles omnes pro 
independenlibus habentur, in considerationem venire potest Determinans com- 
pietum, quod formatur habendo numerum ;/» variabilium pro reliquaruni n funclio- 
nibus indefinitis. Designantibus A et O ipsarum x et y functiones, aequa- 
tionem differentialem, 

dy 


A B 


d x 


— (). 


docuil Eulerus, semper in lalem duci posse Mulliplicalorem, ul altera aequa- 
tionis pars evadal differentiale compietum sive differentiale certae functionis 
variabilium x et y, in qua y pro funclione ipsius x habetur indefinila. Si- 
militer aequatio differentialis partialis, 


1. 


X-X x 


dx 


X*4 


dx 


= o, 


dx t “ M " 1 ox, dx H 

in qua X, X,, — X n designuni variabilium x, x x , .... x„ functiones, 
semper in tdlem duci potest Muldplicalorem ut altera aequationis pars 
evadal Determinans functionale compietum sive Determinans cer/arum n 
functionum variabilium x, x x , x n .... x n , in quibus habetur x pro va- 
riabilium x n x 2 , x„ funclione indefinila. Functio in aequationem (1.) 

ducenda ipse est aequationis (1.) Multiplicator supra appellaius et anteceden- 
tibus fusius cxplicatus. Unde nova nostri et Euleriani Mulliplicatoris siinili- 
tudo emergit novaque inter Determinantia functionalia et differentialia analogia. 

Demonstratio Propositionis antecedeniis sic patet. Designantibus rursus 
f t , fn f n soluliones a se independentes aequationis, 

xlL+Xt-U- ....+x„-f^- = o, 

dx 1 1 dx, 1 " dx n 

supra vidiinus, semper dari Multiplicalorem M, in quem ductae ipsae X, X t , ... 
... X„ evadant functionum f X2 f, .... f„ Determinantia partialia, ita ut po- 

11 
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nendo pro functionc f indefinita, 

Bf djft Bft _8fi 

)jr, • dx, ** 




idenlice sit, 
Hinc eruilur 


dx„ 

MX=A, MX,= 

dx 


A ^+ A ' 


Bf_ 

~ 5 ~x. 


. . . . - A„ 


Bf 


VJ'n 




2. M [X-X, 
— A — A, 


dx, 
dx 


-X 


d x 


M X. — A„ 


X-t.f 


dx, 

dx 


dx n 


dx, 


-A 2 -5— 

dx. 


dx 

dx n 


At in Commcntatione de Del. F. §. 17. (6.) demonstravi, siquidem in functio- 
nibns /*,, /'s, .... f n habeatur x pro variabilium x„ x„ — x H functione in- 
definita, fieri, 

Qua in formula uncis innui haben x pro reliquarum variabilium x n x 2 , x m 

functione. Scilicet in Determinante Funclionali (3.) subslituendo ipsorum 
expressiones 

(HL) Ä 

' dxk ' 


dfi . df; 


dxk 


dx 


dx 
dxk ’ 


mutuo destruuntur tennini omncs, in quibus inter sc multiplicata inveniuntur 


differentialia parlialia 


dx 


dx 


etc., ita ul horum difFerentialium non nisi 

tx t ' dx, 

ipsa expressio linearis remaneal, quae dextram pariein aequalionis (3.) con- 
stiluit. E (2.) et (3.) sequitur formula, 


4. M \X—X l -X,-. 

t 1 dx, • c 


dx 

dx. 


■dx 

ÖXn 


= *± (*£)(!£■) ••••(!£-)■ 


Unde ducta aequatione (1.) in Multiplicatorem eius M, altera eius pars identice 
acquatur Detcrminanti funclionum f„ .... f„, in quibus x pro variabilium 
a?,, a* 3 , .... x„ functione habetur indefinita. Q. d. e. 

Formula (4.) methodum suppeditat, ut Lugrangti appellatione utar, 
syntheticam ad eruendam nequationis (1.) solutionem generalem. Nam secun- 
dum (4.) aequatio (1.) identice convenit cum sequente, 

5 - *±(i£)(££)....(l£) = ». 

Quoties autem f,, f 7 , .... f„ sunt yariabilium x , , x 7 , . . . . x„ functiones 
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earumquo Determinans idenlice evanescit, semper et sine ulln exceptione inter 
functiones /*, , f 2 , .... f n aliqua locnm habere debot aequntio , et vice versa, 
si qua inter functiones /i, f, .... f„ locum habet aequatio, earuqi Dctermi- 
nans evanescit (D. F. §. 7.). Ilinc docet formula (5.), ut ipsins x expressio 
per x , , x 2 , .... x„ sit aequalionis (1.) solutio, sufficere et posci, post eius 
snbstitutionem ipsas /!,/?, .... f n abire in tales variabilium x,, x 2 , .... x n 
functiones, inter quas una quaecunque locum habest aequatio. Unde vice versa 
dabitur solutio generalis petendo funclionis quaesitae valorem ex aequatione 
arbitraria inter /i, ..../'„ posita, 

i ? fii «... fn) = 0; 

sive quod idem est, obtinetur aequalionis (l.) solutio nihilo aequando solutio- 
nem quamcunque aequalionis, 


6 . 


X - 1 f : X ■ x 

A Tx ' A * TT“ T ä 


0, 


dx, ~”dXn 

Haec egregia methodus aequalionem differenlialem parlialem (1.) ad (6.) re- 
vocandi cum ea convcnit quam olim ill. Lay ränge tradidit (Hist. Ac. Ber. ad 
a. 1779 pag. 154), ubi primura baue quaeslionem aggressus est. Quae pro- 
lixior quidem videri possit methodus quam aliae quibus ipse Lagrange aliique 
postea usi sunt; qua de re ipse auctor eam ad exemplum tanturn trium varia- 
bilium applicuit. Sane supponendo aequationem inter x, x,, .... x„ quaesi- 
tam certc unam involvere Constanlem ArbHrariam «, eamque aequationem 
ipsius « respeclu resolutam fieri /*==«, aequatio proposita (1.) exlemplo ad 
(6.) reducitur. Sed eadem ratione omnes quoque inveniri solutiones a Con- 
stantibus Arbitrariis prorsus vacuas, non ita bene per alias methodos constat 
atque iUam Lagrangianam . Scilicet aequatio idenlica (4.) docet, nullam dari 
exceptionem solutionis traditae, nisi forte exstet solutio pro qna Multipiicator M 
evadat infmitus. Quodsi ig'rtur more consuelo solutionem eiusmodi exceptionalem 
seu quae generali se subducit appeliamus singulärem, methodus hic tradita 
rigorose demonslrat, si qua extet aequalionis (1.) solutio singularis, semper 
eam reddere MvltipUcutorem aequalionis infinitum . Quod novam nostri 

Mulliplicatoris similitudinem cum Euleriano manifestst. 

Loco aequalionis differentialis partialis (1.) consideremus systema aequa- 
tionum dilTerentialium vulgarium cum ea connexum, atque systema aequationum 
integralium singulare appellemus quod e completo provenit tribuendo uni plnri- 
busve Constantibus Arbitrariis valores particulares seu unam pluresve relationes 
inter Constantes Arbitrarins slatuendo: qtio facto ex antecedentibus haec eruitur 

11 * 
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Propositio I. 

„ Proponantur aequationes differentiales 

dx -.dxy : dx n = X : X, .... : X„, 
earumque extet systema aequafionum integrulium singulare , n — i 
Const anles Arbitrarias involvens: elimina/is Constantibus Arbitrariis 
e n aequationibus integralibus , prodit aequatio quae Multiplicaforem 
syslemalis aequutionutn differential'rum propositarum reddit infinituni 
Ut Proposilio haec demonstretur, primum generaliter ponamus aequatio- 
nes integrales datas n — 1 Constantibus Arbitrariis affici. Quorum aequationum 
nbi n — 1 resolvunlur Constantium Arbitrarium respectu, quod semper fieri posse 
suppono, haruraquo valorcs provcnientes in nta aequalione integrali subslituuntnr, 
obtinebitur aequatio a Constantibus Arbitrariis vncua. E qua petatur unius va- 
riabilium veluti x valor per reliquas variabiles x l7 x 7 etc. cxprcssus, atqne in 
differentiali eius, 


dx — dx x - J- dx 7 .... 4- 

dx, 11 o.r, 1 

substituanlur aequationes differentiales propositae, 

7. dx : dx t .... : dx n — X:X x 


dx 

dx„ 


dx„, 




eruitur 


X 


d X v | d X *ir | d X t. 

•••• t inr~ A »’ 


ö.r, 1 dx 7 ‘ 1 dx, 

sive ille ipsius x valor suppeditabit aequationis differenlialis partialis (1.) 90- 
lulioneni. Scilicct non fit ut aequatio antecedens ex aliis n — 1 aequalionibus 
integralibus dalis flual, quippe e quibus supponitur non dcduci posse altoram 
aequalionem a Constantibus Arbitrariis liberaru. Eritque solutio illa aut parti- 
cularis aut singularis, prout aequatio a Constantibus Arbitrariis libera, cuius ope 
ipsa x per reliquas variabiles expriinebatur, in aequalionem intcr quantilates 
/\t • ••• fn redit aut non redit. Iam demonstrabo, etiam systema aequalio- 

num integralium proposilum iisdem casibus aut particulare pul singulare fore. 
Substituamus enim eum ipsius x valorem in n — 1 aequalionibus integralibus, 
quarum ope Conslanles Arbilrariae eliminabantur, simulque in functionibus X ,, 
X, — X„ aequationibus illis, ut » — 1 Conslanles Arbitrarias involvenlibus, 
cowplete integrantur aequationes differentiales 

8. dx x : dx 7 : dx„ — X, : X 7 . . . . : X n . 

Unde quibuscunque aequationibus integralibus, n — 1 Constanles Arbitrarias in- 
volventibus, semper baec forma conciliari polest, ut earum una cxhibeatur una 
variabilium x per reliquas variabiles x n x 7 etc., reliquae n — 1 aequationes 


autem sint Integralia completa ncquationum difTerentialium (8.), in quibus ille 

ipsius x valor in functionibus A Jt A 2 , A„ substitulus est. Ponamus aequa- 

tionem illam a Constäntibus Arbitrariis vacunm, c qua valor ipsius x petitus 
©st, redirc in aequationem aliquam F= 0, designante F quanlilaluni /*,, f n .../„ 
Functionem. Designantibus F, F n .... F „ earundem /^, .... f n functiones 
a se invicem independentes, dabitur aequationum difTerentialium proposilarum 
(7.) integratio completa per formulas 

9. F — «, b\ = F„_, — a„_ 

designantibus «, a, etc. Constantes Arbilrarias. Ex aequatione F= « pelito 
ipsius x valore eoque in functionibus F^ jF 2 , .... F„_ n A,, X?, — X„ 
subslituto, evadunt 

by Oj , b 5 Cf,, .... b n _| (f -n—l 

Integralia completa aequationum difTerentialium, 

d x ^ z d x | . ...zdx n Al, . X 2 . ... . X n , 
quae cum aequationibus differentialibus (8.) supra consideralis conveniunt po- 
nendo a — 0. Unde ponendo a = 0 in aequationum difTerentialium proposi- 

tarura Integralibus completis (9.), prodit syslenia aequationum inlegralium pro- 

• 

positarum. Quippe quae redibanl in aequationem qua ipsa x exprimitur per 
reliquas variabiles et quae cum aequatione F=i) conveniebat, atque in neqna- 
tionum difTerentialium (8.) Integralia completa, quae ex aequationibus F, — «, , 
jp’ J =c 2 , .... F n _ t = oblinentur, eliininata x ope aequalionis F— <1. 
Unde aequationibus difTerenlialibus (7.) integralis systemate aequationum, n— I 
Constantes Arbilrarias involvenlium, quoties aequalio eliminalione Constantium 
Arbitrariarum proveniens redit in aequationem inter ipsas /*,, /”,, .... /*„, illud 
aequationum inlegralium svslema erit particulare, utpote e complelo proveniens 
tribuendo Constanti Arbitrariae valorem particularem. Uinc vico versa, si illud 
aequationum inlegralium syslcma non est particulare, aequalio eliminalione n — I 
Constantium Arbitrariarum proveniens non redit in aequationem inter quantitates 
/n /i? • ••• fni ideoque solutio quam suppeditat aequalionis difTerentialis partialis 
(1.) erit singularis. Cuiusmodi soluliono, cum sccundum antecedentibus pro- 
bata efficiatur M= oo, demonstratum est quod propositum erat, quoties syslema 
aequationum different ialium vutgarium integretur systemate aequationum 
singulari, numerum Constantium Arbitrariarum involcente unilate minorem 
quam cotnplelum incoloit, Constantium Arbitrariarum eliminalione provenire 
aequationem, qua Multiplicator systemulis aequationum differentialium abeat 
in infinitum. Et in hac propositione supponitur, quantitates X, A, etc. ita a 


86 


denominatoribus purgatas esse, ut earmn nulia pro il)a aequalione integrali seu 
solutione singulari infinita evadat. 

Proposilionis antecedentis alia haec est demonstratio. Integratione cora- 
plela expriinantur x t , x n — x„ per x et Constantes Arbilrarias /?,, ß yy .. . fi*. 
Ponamus aequationibus differentialibus satisfieri posse statuendo ß , , ß y . .... ß n 
esse ipsius x functiones; sequitur e formula, 


d.ri 


Ö Xi 


dxi 




haec 


X, 

X 


dx 


8 Xi j | 8 Xi j ß | d X; j j 

-s7 ix +W, dß '+W, iß " 


+ 


c) Xi I Q 
dli ‘ 


At eliminando quanlitates /?,, , .... ß n sequitur ex aequationibus inlegra- 

libus positis, 

Xi dx; 

x — dx ’ 

quippe qnod prodire debebat ponendo /?,,/?,, — . ß„ esse Constantes ; ilbs 
autem eliminatis quantitatibus perinde est sive constantes sive variabiles fue- 
rint. Substituendo aequationem antecedentem endlnr pro singtilis ipsins i va- 
loribus, 


10 . 




+ w. 


0. 


Ut salisfiat n aequationibus quae ponendo i— J, !2, .... n ex antecedenle 
fluunl, neque simul sit dß t — dß x . . . . = dß n — 0 sive ß x , ß n .... ß„ Con- 


slantes sint, evadere debet 


11 . 


X+ - 


8x t 8x t 

377 * e t s t 



= o. 


Quolies poscilur ut funcliones /?,, .... ß n involvant n — 1 Constantes Ar- 

bilrarias, non fieri potest ut aequalio (11.) in relationem inler sofas variabiles 
ßi-> ßn •••• ft" redeat, sed fieri debet ul e (11.) peti possit ipsius x valor 

d X' 

per /2,, ft n ß„ expressus; quo subslitulo in quantitatibus , habebunlur 

e (10.) n — 1 aequationes differentiales primi ordinis inter quantitates /},, 
/?, . .... ß„, quibus complete integratis prodibunt n — 1 aequationes inter quan- 
titates ß,, ß x , .... ß r , a — 1 Constantibus Arbitrariis affeclae. Quibus « — i 
aequationibus iuncta aequalione qua x per /$,, ß n .... ß„ exprimebatur, ipsa- 
runique ß t , ß x etc. loco substitutis variabilium x, x , , .... x n funclionibus. 
quibus per inlegrationem completam aequivalent, obtinelur systema aequationum 
integralium singularium, n — 1 Constantibus Arbitrariis affectum. Fit autem se- 
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cundum §. 6., 



C 


designante C quantitatura /?,, /?,, .... ß n functionem atque fi aequationum dif- 
ferentialium propositarum Mulliplicatorem. Unde, cum supponalur aequationem 
(10.) non redire in relationera inter quantitates ß t , .... /?«, porro ipsam 
X non infinitam evadere, sequilur e (10.) ^ = oo, q. d. e. 

Secundum ea quae §. 7. tradidi, Multiplicalor M. systeraalis aequationum 
differentialium post earum integrationcm completam factam sic eroi polest. Sinl 
rursus Integralia completa. 


per x, o,, ö a , .... a„. 0 ua exprossione integrata ipsius x respectu, prodeal 

(p(x, a 2 , .... «„), 

secundum §. 7. erit Multiplicalor 

£?(** fit ff »••• fn) _ 

Haec quantitas ut infinila evadat per solutionem seu aequationem integralem 
singulärem, hoc est per solulioncm seu aequationem integralem quae non rc- 
deat in aequationem inter solas quantitates /*,, /j, .... f„ (quod semper fieri 
vidimus quoties omnino eiusmodi aequalio singularis extat) ex ea aequatione 
talis provenire debet valor ipsius x per quantitates f , /J, .... f n expressus, 
quae quantitatem <p(x, f n f, y .... f n ) reddat infinitam. A fortiori igilur pro 
ea ipsius x valore infinila evadere debet quantitas 


» 

cum generaliter quoties pro certo ipsius x valore infinila evadat functio 


Supponimus autem, aequatione singulari non in infinitum abire quantitatem X, 
unde haec emergit 


„ Quoties extat solutio singularis aequationis di/ftrentialis partialis. 


eorum ope exprimatur 


f — a i > fi — ®.’ ? .... f n — a „ , 
itur 

1 fSX , dX, . dXn\ 




Propositio II. 



») Demonstrationen) huius propositionis quivis sibi supplere potest. 
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pro eadem ftl 


bX , ÖX, 
dx dx. 


, dX„ 

•-“T dXn ~ 




Difficiliiis vidolur solidis argumenlis evincere propositionem inversam. 
videlicel quoties aequatio 


ex , ex, , _ 

dx ‘ dx t 1 dx» X 

suppedilet aequationis differentialis parlialis (1.) solutionein, earn fore singulärem. 
Neque video solidam dari demonstralionem in casu elementari aequationis dif- 
ferentialis primi ordinis inter duas variabiles, cum in demonslrationibus passim 
traditis minus recte supponatur, functionem quae pro a = () evanescat semper 
evolvi possc secundum ipsius « dignitates posilivas. 


Sub finem demonslretur de Multiplicatore noslro haec gravissima 


Propositio III. 

,, Quoties aequatio M — 0 aut M — oc esl aequatio legitima , , semper 
ea suppeditat solutionein aequationis differentialis parlialis , seit aequa- 
tionem integralem sgslemalis aequationum differenlialium vulgarium, 
cuius 31 est 3Iullipliculor."‘ 


Sil M aut aequale funclioni u, ila ul aequatio u = oc alterulram 

significet aequationum M = 0 aut = Earn aequationein legitimam dico 
si cius ope quaequc variabilium quas continet determinatur ut functio reliqua- 
rum, eiusque differenlialia quoque prorsus definiantur differentialibus reliquarum 
variabilium. Statim patet non esse legitimam aequationem u = o c, si est u~ 1 : 


sed eo dicendi modo eliam non erit legitima huiusmodi aequatio — * = o 

^ 4-fy 1 

quippe qua non definitur, ut ipsius x functio, sed enunciatur lantum x -f y esse 
functionem quamcunque per' Constr.nlem infinite magnam inultiplicalam : neque 
definitur ipsius y incrementum quod capit, ubi x in x\dx abit, cum aequatio 
sa lva mnneat si x et y incrementa quaecunque a se independenlia 
cnpiunt. Addo, si ex aequatione « — sc fluat variabilis x valor per x , , x 7 x n 

expressus, fracliones d ~: per aequalionom u—c* infinitas evadere non 


posse, cum negative sumtae aequenlur differentialibus partialibus functionis va- 
riabilium Xj , Xj, .... x n , cui x aequalis invenitur. His praeparatis propositio 
tradila sic patet. Secundum aequationem differentialem partialem qua 31 defi- 
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nitur, sequitur ex aequatione u = oc 

dx 
dx. 


12 . 


X-X x 


- X \ 


öx. 


• • • • — ■AT,, 


dx 

öx„ 


. . i ■ axi 

~ d log u \dx 1 dx, * ' * ’ • dx« J 
dx 


Iam si supponilur, uli supra, aequatione u = oo nullam quantitatem X, X n .... X„ 

infinilam reddi, quaelihet quantitalum ad dexlram, pro u = oo 

SJS' * 1 

evanescit, etsi pro u = oo infinitum fiat. Quod sufficit probare de quan- 

titate , cum fractio valorem finitum habeat. Generale 

ö Xi oxi oxi dx 

autem habetur lemma cuius demonstralioni difficultatibus non obnoxiae hic bre- 
vitatis causa supersedeo, si binae funcliones pro certo variabilis valore 
altera itifinifa fiat , altera finila maneat, prioris differentiale pro eodem 
variabilis valore infinite maius fore (juam posterioris differentiale. Pe- 
tendo autem ex aequatione u — oc valorem ipsius x, , pro eo ipsius x, valore 
secundum suppositionem factam A r ; finita manet dum log« infinitus evadit, unde 

fracliones : — 1° - * - ideoque etiam fractiones - pro u = oc 

ox{ dx; oxi dx r 

evanescunt. Unde evanescenlc aequationis (12.) parte dextra, aequalio u — o o 
suppeditat acquationis differentialis partialis (1.) solutionem, ideoque etiam aequa- 
tionem integralem syslemalis aequationum differentialium vulgarium (7.) 

Notione aequationis legitimae supra proposilae solvitur paradoxon quod 
in theoria integrationum singularium obvenit. Conslat enim rarissime aequa- 
tiones differentiales gaudere integralionibus singulnribus. At methodus Lagran- 
giana quandam prae se fert generaülatis speciem, quae in errorem inducere 
possit, ac si de quavis integratione completa deducere liceat singulärem. Sci- 
licel ill. Lagrange, de acquationibus y — f(x, «), = 0, ipsum a climi- 

nare iubet; at in rarissimis casibus quando y==f(x, u) est aequatio inlegralis 
completa, Constante Arbilraria « affecta, fit ^ = 0 aequatio legitima, qua 
sola hic uti licet. Idem ad methodum valet, qua supra de systemate aequa- 
tionum integralium completarum deduxi' aequationum integralium singularium 
systema, quod numerum Conslantium Arbitrariarum unitate minorem implicat. 


12 
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Caput secundum. 

De usu novi Multiplicatoris in aequationibus differentialibus 
integrandis. Principium Ultimi Multiplicatoris. 

De Multiplicatore acquationum diflVrcntialiiim Iraiislorniatarum e propoxitarum 

derivando. 

§• 9. 

In aequationibus diflerenlialihus proposilis, 

1. dx : dx, dx n = X : X, . . . . : X „ , 
loco variabilium x, x , , . . . . x„ aliae introducantur w, w n . . 


w 


n ? 


quae 

supponuntur datae variabilium x, x,, x n functiones a se independentes, 

unde etiam x , x n .... x„ erunt quanlilatum w, w , , .... w n functiones in- 
dependentes. Cum fiat, 


dlCj 


d tCj 

dx 


dx 4- 


d W; 
dx, 


dx, 


sequitur ex aequationibus (1.): 

2. dw : dw , . . . . : dto„ = \V 

ponendo, 


, d i c, 
• • dx n 

w, . 


dx n , 


3. 




ubi J factor adliuc indeterminatus sil. Porro fit, 


df = 

dx; 


( ( JüL\ ^ w i i / J*/ \ d w » 

\ätO' dx; ' 'öin,/ dx i *’*’ ‘ \dtc„) dx ; ’ 


siquidem uncis, quibus includimus differentialia partialia, innuimus functiones 
diiTerentiandas per novas variabiles w, w , , .... w„ exbibilas esse. Antece- 
dente formula substituta et advocala (3.) sequitur pro quacunque funcitone f: 

i. j\x§L+x,4L.....yx4L) 

Aequalionum (1.) Multiplicator M definiebatur aequatione, 

5. =* z+dL'^L. 

t dx 1 dx, 1 d.r „ ; — dx dx, 

Similiter datur aequatiomun (2.) Multiplicator S per formulam, 


d_[n 

dx„ 


= (-?£) (£&) .... (4^-). 

\äw / \ dtc \ d tp n / 
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At secundum propositionem notani ( De Detenn. Fund. §. 11.- Prop. II. 
§• 9- (3.)) fit, , 

' 7 ^ + AL AL AL 

I • *■ < I r, » r\ • •••«-. 


— dx ’ dx, 


dx„ 


— \dtc/ ' nie, / 'dtc n ' dx dx, 

Unde e (4.), (5.) obtinetur pro quacunque functione f: 


C^Wr. 

dx« 


— dx dx, dx« \ow/ \ow. ' 'die./ 


dto t - 


Quam forinulam comparando cum (6.) sequitur, posifo in formula (3.), 


9. 


1 


„ , die die, dtp« 
d^*dx, ' " OXn 


= i±(|£)(|£i.)....(*£L) f 

'ow/'ato,/ \dic n /‘ 


fieri 2V — iW sive aequationum differentialium propositarum (1.) aique 
Irans formal arum (2.) eundem fore MuUiplicatorem. 

Scrvando factori J valorem (9.), cum sit idem ftl aequationum (1.) 
et (2) Multiplicator, fit e proprietale Mullipiicntoris fundumentali, 

dM 

_ _X. >* ■ -l~ x» 

dx 


10 . 


0 — X^ + X,|^.... + X. 


7X» 


i mf | AA -L d X x , d Af« l 
' 1 i dx : ' dx, '*'* * d J' n 1 


.+-0+G&- •••+©}• 

At ponendo ilf pro funclione indefinite f in formula (4.) fit , 


X, 


dM 


x, . . . . 4- x n M = A { w -f w, AAL .... 4. } . 

dx, 1 dx* J t dtp 1 die, 1 " die,) 

Unde do aequatione (11.) per J divisa detrohendo aequationem (10.) et di- 
videndo per M ernitur: 


12 . 


«£+*£.... + ££-• {(*») + (|t) .... + . 

‘Ar. l ÖXm J 1\dw / 1 \dto, / 1 'dir, /) 


ox * dx, 

Quae esl formula memoratu digna, in qua Jlf, X ,, .... 1, sunt funcliones quae- 
cunque, ipsae autem //, FF, FF, , .... FF, formulis (9.) et (3.) defiaiuntur. 

Si quantitates FF, IV, etc. per factorem communem J dividimus, per 
eundem multiplicandus erit aequationum (2.) Multiplicator. Unde si definimus 

12* 


0 


k. « 4 
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quantitates W t formuJa 

mir ÖW( y | ÖWj y i B toi -wr 

tVi ~ ä7 AT öx, 1 ‘ öTT A "’ 

aequationum differentialium , 

dw :dw t .... dw n — W : JV X W n , 
erit Multiplicator A.M. Ponamus 

‘-/3n 

poterunt aequationes differentiales (1.) sic proponi: 

40 dx fr d X , fr dXn fr _ 

lö. SL, dt A n .... -Jj- > 

unde sequitnr, 


d Wi __ B toi fr d toi fr i B toi fr 

~dt — ~87 A ’T"BZ\ A 1 *"*T TTIT" 1 "’ 


3 x 


BXn 


sive. 


d xc i | MT 

dt ~ *■ 


Aequationum (1.] Multiplicatorein in sequentibus etiam appellabo 
Multiplicatorem aequationum (13.). Unde antecedenlibus invenla sic pote- 
runt enunciari: 

Propositio I. 

„Designantibus X, X x , .... X n variabilium x, .... x n funcliones 
quaslibet, proponantur aequationes differentiales, 


dx 

~dt 


X , 


</x, 


X t , . 


dx. 


dt — • • • • </r = 

quarum sit jtf Multiplicator; in quibus aequationibus ipsarum x, x t etc. 
loco aliae introducantur variabiies w, w, , .... u>„; quo facto si obtinen- 
lur aequationes differentiales, 


14. 


dw w 

7T — 


dtv^ 


dl 


= w x , . . 


dton 

dt 


= PF, 


« 9 


harum aequationum 3Iultiplicator erit J.M, posilo 


J = 


^ (£■' - ) (~j) .... (1^).” 

oic, dien \Bto/\ 3 to t / \dw„ / 


£ + ^ w 


' 1 ^ • r\ I • • » r, 

d*T C/wT| UXn 

Ubi rursus quantitates W ; formula (3.) definimus, formulam (12.) sic 
proponere licet 


> ' 


* • A • 
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Propositio II. 

„Ipsarum x , x t , .... x H loco introducendo w, w x , . . . . «»„, po- 
nendoque 

a* >*• . & w i d' 0 * Ar 

d t — M a • ‘rv • • • • »» • öt. 

v vT CI JC | V Jl % n 

ex aequationibus differentialibus 

d jC y d JC | doCn y 

*7T = “rft" = •••• "rfT 


Y ^ x i _ y 

— -rff- — 

proveniant sequentes, 


W ^«’i wpr 

— rr > "5T — rr 1 ’ • • • • 




di c. 


= ir„ , 


erit 


«#+$••••+©*■ = 0+0--+(^)K- 


In antecedentibns suppositum est, neque ipsas X , X t etc. implicare 
variabilern i neque eam variabilem aflicere relaliones quae inler vnriabiles 
propositas x, x x , .... x n atquo novas w, w n .... w„ intercedunt. Äi quun- 
titates X, X t etc. praeter variabiles x, x t etc. ipsa quoque t ufßciuntur, 
aequationum (13.) Multiplicatorem eundern dicere plucet atque aequationum, 

1 5. dt:dx: dx x ....dx n - — ■ I * JC * Xi x ..... JC. . 


Designantibus x, x t etc. ipsarum t, tc, tc x , .... w„ , sivc w, w v etc. 
ipsarum t, x, x x , , ... x„ functiones, ponamus rursus ex aequationibus diffe- 
rentialibus (13.) vel (15.) sequi aequationes (14.) sive aequationes, 

16. dt: dw : dw x ....dw„ = 1 : \V : W x . ... : W n , 


atque aequationum (15.) Multiplicatorem esse M, aequationum (16.) Multipli- 
catorem J.M. Quibus statutis, secundum antecedenlia ad n-f '2 variabiles am- 
plificala erit. 



Hinc sequitur, Propositionem I. ad cum quoque casum valere, quo quanti- 
tates X, X x etc. atque functiones nocis variabilibus aequandae w, u>, etc. 
praeter ipsas x, x x etc. variabiti t afßciuntur. 
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Si tantum pro parle variabilium aliae introducuntur, ipsius J expressio 
simplicior evadil. Propositis enira aequationibus (13.) 

d .1' fr d | y d jr„ y 

dt ~ ’ dT = • • • • TT ~ 


x M aliae 


quarum esl M Mulliplicalor, si tantum loco variabilium x , x,, 
introducunlur w, tv , , .... to ,, , ila ut aequationes differentiales transformatae fianl, 

d w „s dtc, ,!.• , d tc 

dt 


iff dw, 

’ ~dT 


U'’ ; jjjl — //> 

" II .... fr * , 

II-*- 2 Y 

fjT 

fit harum Mulliplicalor J .M, posito, 


d. i’u - 1 jjr 


(hj.^7 

dt rff ~ 


rfj’. y 

dt ~~ 



sicuti ex expressione generali ipsius J patetponendo «cy,., = x M ± t . tr w+ , = a: (< n 
etc. Quae forniulae variis applicationibus idoneae sunt. 


Multiplicator aequationuiu differenlialiutn opc Integration) complelorum rcductarum e 
Multiplicalore propositarum eruitur. Pro reductionibus diversis Multiplicatorcs alii 

de aliis deducunlur. 

§. 10. 

Per formulas §. pr. traditas facile solvitur quaestio, si aequatiouum dif— 
ferenlialiuiu 


1. dx : dx, . . . 

.:dx H — X:X,.. 


inventa sint m Integralin. 

2. w =■ «, tv, 

— ßi , .... tr m _. 

== ' 1 • 


designanlibus a, .... « m _, Constantes Arbitrarias, aequatiouum differen- 
tialium ope illorum Integralium reductaruin Mulliplicatorem e Multiplicalore pro- 
positarum investigandi. Sint enim w m , tr m4 .,, .... w„ aliae variabilium x, 

x,, .... x„ functiones n se ipsis et ab ipsis w, w n tr m _, independentes, 

inter quas proposiluni sit aequationes differentiales exhibere reductas. Poterunl 

w, w,, .... w n ipsarum x, x , , x„ loco pro variabilibus in Calculum in- 

troduci. Quo facto sccundum §. pr. abeunt aequationes differentiales vulgares 
(1.) in sequenles: 

3. dw : du\ : dic 2 — : dw n = fV : W, : fV„, 

siquidem slatuitur 





- 
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Ponendo factorem d, tfuem ex arbitrio detcrminare licel, fieri, 
5. = : 1 

'o w / \ o w , / \ ö w„ / 


“* dx 


d w t ow n ’ 

d * • • • r\ 

X, OX n 

vidimus §. pr. Multiplicatorem aequationum differentialium proposilarum (1.) 
eundem evadere Multiplicatorem aequationum transformatarum (3.)* Unde de- 
signante M aequationum (1.) Multiplicatorem, identice erit 




fd.Mir, 


d.MH r „ 


dt c t 


dtc n 


qua in formula M, W, fV , , — \V„ per variabiles w, to n .... w n expressae 
finguntur. Al cum sint (2.) aequationum differentialium (1.) Integralia, sequi- 
tur esse w, tv n .... w soluliones aequationis differentialis partialis 




df 


d.r 1 1 dx\ 

unde patet e formula (4.), identice fieri, 
7. \V = 0, W, = 0, 
Unde aequalio (6.) in hanc reducitur, 
fd.MW m \ , fd.MW, 


+ * 


df 

d 


= 0, 


d.MJV, 


0. 


8. (2#”-" ) + . . . . + (**£) „ o 

\ ÖJüm > 1 ' ' 1 ' / 


In aequatione anteccdentc expressae sunt A/W / l(1 , 4>/If r , n+1 etc. per tv, tv n ... 
. . . u\ , sed differentiationes partiales solaruni w m , io m+1 , . . . . w„ respecln 
transiguntur. Unde in aequatione praecedente ipsis w, w t , .... w m _ 1 sub- 
stituere licel Constantes Arbitrarias aequi valentes «, .... « m _ t . Idem si 

facimus in aequalionibus differenlialibus (3.). obtinemus aequationes differen- 
tiales per invenla Integralia (2.) reductas, 

9. dw m : dw m+l :dw n = W m : fV,„ +l 

in quibus sunt — tV„ ipsarum — w„ et Conslan- 

tium Arbitrariarum «, .... « m _, funcliones, in quas quantitates (4.) per 

inventa Integralia (2.) abeunt. Simulque docet aequalio identica (8.) ipsum M, 
per «? m , in m+ i, — w„ atque «, — « m _, cxpressum, fore aequationum 

quoque reduclaruin (9.) Multiplicatorem. 

Antecedentibus valores quantitalum IV ; per talcm factorem J multipli- 
cavi, ut aequationum differentialium (1.) atque (3.) Mulliplicator M idem fiat. 
Si in formulis (4.) hunc factorem oiniltimus sive omncs quantitates W'i per 
factorem J dividimus, ipsum M. per eundem multiplicari debebat, sive aequa- 
tionum (3.) vel (9.) Mulliplicator poni debebat ,4 . M (§ 9.). Quod si faci- 
mus, antecedentibus inventa sic proponere licet. 
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Propositio I. 

,, Aequationum differontialium 

dx :dx, dx n == X : X, . . . . : X„, 
quarum sil M Multiplicator, inventa sint rn Integralia, 
u> = a, «?! = «,, w„_, = 

quorum ope variables x, x n .... x n omnes exprimantur per Conslantes 
Arbitrarias «, « n .... ««_i atque variabilium x, x t , .... x H functiones 


w 


ponendo 


W, = X 


m 1 


>Wi 




m+H 


... W 




; 3 Wi | -yr 3 IV, 

T ITT' • • • • T '7TT' i 


TF" r ^ 1 dj~ n 

dabunlur intcr varinbiles w? m+l , .... u>„ aequaliones differentiales, 
dw„: dw m+1 ....:dw n = ....:W n , 

haruraque Multiplicator erit 

siquidem ponitur 


/ dx ' 

\( öj :« \ 

(ÖXn- 

w \ /^ J'n— m-f l\ J* n-m ) 

1 f aj " 

V 6 Wm ‘ 

) 'ÖtO m+ |/ 

"*• V 3«®„ 

M da )\ da, l 


dto m 

3«> m + l 

3tt>, 

die die, 

dlCm-x \~ l „ 

m Zl * 

dx 

6/, 

OJ* n — m 

Ö X /!— m-f-l 

“ dXn f * 


Quae est Propositio in theoria Mulliplicatoris fundamentalis. Determinans 
inversum, quo /f exprimitur, sic quoque scribi polest, 

( V_L ^tC, 3 Wn 

t ‘ dx ' dx, * ‘ * 3 x n 1 ’ 

cum perniulalione functionum w, w, etc. valor Determinantis lanlum signum 
mutare queat, quod hic non curamus. 

Pro ipsis w ,„ , w m+ , , .... w„ etiam n — m-j-1 quanlitales e numero 
ipsarum x, x n .... x n sumere licet. Si statuimus 


iv„ 


fit. 


*^m+l 


X 


1» 


w. 


X 


n— m ^ 


io. ^ = *± pfce) (*3=a) .... (^r) 

_ jyr_L_ 3»i> die, Ö ICm—l \~ l 

1 ■ » ^ • — • • • • | • 
O | O J'„— m4-l O JT n ' 


Porro e (4.) obtinelur, 

= fr m+l = .... — x„~ m . 


Hinc eruitur 



Proposilio n. 

„Aequationum difFerenlialium ' v — 

dx:dx t ....:dx n ~ X:X l ....\X n ^ 
quarum M est Mulliplicator, invcntis m Integralibus, 

w — w l = a l9 u> m _ t — : ; 

si exhibenlur •••• & n P er x i x n •••• x n—m alque C 011 - 

slantes Arbilrarias a, «,, .... ß m _i, acqualionum differenlialium reduclaruin 
dx \ dx | ■«■»! dx n _ m — A . . • . . • A n — m , 

evadil Mulliplicator, -WJK'&j*'- 

(• •;,; OCX 

= ,*b± 

Si eaedem aequaliones differenliales propositae per diversa Integraliuni 
systeinala reducuntur, Mulliplicalores diversorum aequationum differenlialium re- 
dudarum systemalum ex eonnn uno deduci possuni. Qua in ro semper sup- 
ponitur, unumquodque Integrale quod reduclioni inservil sua affici Conslanle 
Arbitraria, ideoquc aequaliones differentiales reductas omnes ingredi Conslantes 
Arbilrarias, quibus Integralia quorum ope reduclio effecla esl officiuntur. 

Sint eniin rursus Integralia reduclioni adhibenda, 

= «, = «1 , .... M? m _i = « m _i , 

differenliales reduclae, inler variabiles u? m , tr ml .,, .... w n 


alque aequaliones 
exbibilae, 


Eaedem aequaliones differenliales propositae (1.) ope Inlegralium 


u„ exliibilas 


reducanlur ad has, inler variabiles « A , «*+,, 


Sit M. Mulliplicator aequalionuin differentialium propositarum, sint respedive ZV 
et K 3IuItiplicatores aequationum differenlialium reduclarum (11.) et (12.): erit 
secundum Prop. I. 





+* X 'K — • **?: •••• -zz 

ox dx l dx n 

Quae formula supponit, in ncquationibäs differentinlibus rctluclis (11.) 
itn dcfiniri quanlitates differenlialibus proportionales ul fiat, 

B w„ B Ui 


Si ipsae w, u?,, .... w n per u, .... u„ exprimunlur, Ibrmulam (14.) 
propositionis beneficio (D. F. §. 10. (5.)) concinnius sic exhibere licet. 


(hiae formula generalis duos ampleclilur casus, quo nequationes differentiales 
propositae per cadem Integralia reducuntur, sed reduclae iuter diverses varia- 
bler easdem variabiles 


biles exhibenlur, et quo per diversa Integralia reduclae 
exbibcnlur. 

Etenim ponendo k = m alque 


(15.), si caedem aequationes differenliales 


sequitur e 
Integralia, 


propositae per eadem 


ad n — //i aequationes differentiales inler n 
w n vel ad alias inter variabiles w m)1 , 
Iß k — A' 'T-l dt0 " dw m+t 


reducanlur 


variabiles ii.\ 


ubi w m , tv m+l , .... w„ expressae supponunlur per variabiles u m , u m+1 , 
alque Conslantes Arbilrarias «, .... « m _, . 

Si vero rursus k=zm alque 


m+M 


si aequationes differenliales proposilae per hoc m Integraliuni syslema 


reducuntur ad u. 
variabiles t# m , u 


7/i aequationes differentiales diversas inter easdem n 
n •••• w„: abit formula (15.) in han'c, 
v- 3 «> Bw. Bw m - 1 



liquidem in formando Determinante Functionali supponilur expressas esse w, 
.... tc m -i per variabiles tc mi .... w„ atqne Conslanles Arbitrarias 


Principium ullirni Mulliplicaloris sive quomodo cognito Mulliplicaloro syslcmulis tiequa- 
lionum diflcrent ialiiim vulgarium ulliiuu integratio ad Quadraturas revocalur. 

§• ü. 

Propositionum I. et. II. §. pr. prae ceteris memorabilis est casus m — 
n — 1, quo omnibus praeter unum inventis Inlegralibus unn integranda restat 
aequatio differenlialis primi ordinis inler duas variabiles. Eo casu Multiplicalor 
aequationis dilTerenlialis reductae redit in Multiplicatorem Eulerianum, qui eara 
per se inlegrabilem reddil sive ad Quadraturas revocat. Unde ponendo n = 
m — i e Propp. I. et II. §. pr. memorabiles prodeunt Propositiones, quae no- 
vum constituunl principium, e quo Calculus Integralis baud parum incrementi 
capit. Quod principium Ultimi Mulliplicaloris appellare convenit. 

Propositio I. 

Propositis aequationibus differentialibus 

dx:dx i ....:d x n = X : X x . . . . : X„ 
habeatur Mulliplicafur M sive solvtio quaecunque aet/uaiionis di /je r en - 
tialis partialis, 

a . MX . d.MA, B.MA„ 


porro inventa sint Integruliu praeter unum omnia, 

XO tV j *" — ^ • • • • 1^-2 ' ? 2 

designantibus a. etc. Consfantes Arbitrarias , quibus ipsue funcliuttes 
ic, tt\ etc. non afficiantur; sumtis ex arbilrio duabus ipsarum x, 
x,, .... x n funcfionibus w k , fiat, 

•%r d w„—i i -v öle«— i i v" B tOn — i \tr % 


erit ultimum Integrale 


M[W n dtc^i-W 


«/ Ä T • • • • 

ÖX OX t dx n 

Propositio II. 
Inventis aequutionum differentialium, 

dx : dx. . . . . : dx n =■ X : 2 
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Integratibus praeter unum Omnibus , 


ac designante M solutionem qvamcunqve aequationis differentialis 
partialis , 




exprimantur 


per x et x^ alque Conslantes Arbilrarias 


erit ultima aequalio inlegralis, 
r M{X, d.r — . 


~ — d x t dx s dx„ 

In duabus Proposilionibus nntcccdcntibus quanlilas sub inle« rationis signo posila 
evadil differentiale complelum, ubi expressiones in binn diffcrenliolia ducta per 
easdem duas variabiles cxhibcnlur inter quas aequalio differentialis rcdncta 
locuin habet. Similiter in sequentibus etsi pressis vcrbis non adnoletnr, quoties 
formuln inlegralis Constanti Arbilrariae aequiparatur, innuitur sub signo inte— 
grationis haberi differentiale complelum. 

In Propp. antecedenlibus loco divisionis per Determinantin Funclionalia. 


etiam mulliplicalio institui poluisscl per Delerminanlia Funclionalia sensu in- 
verso formata (Dct. Funct. §. 9.). Quod ubi fit, erit in altera Propositione 
ultima aequalio tntegralis, 

1. fMJ(W n div n _ l — fr„_, dto n ) = Const., 

P osito , ... -MS 


JMJlX^lx — Xdxf) = Const. 



In fonnandis Determinantibus funclionalibus (2.) el (4.) supponilur, aut ipsa n—2 
. Integralia dari novasquo quoque variabiles w n per x, x n .... x n ex- 

pressas esse, aut per integrationes transactas variubiles omnes expressas esse 
per binas uv_ t , w n vel x, x t at(pie per Constanles Arbilrarias quae singulis 
intcgrationibus accedunt. Generalius si rcduclio ad aequalioncm diflerentialem 
prirni ordinis inter duos variabiles efficilur ope n — 1 aequntionum integralium 
quarnmcunque, 


afßciuntur totidem Constanlibus Arbilrariis 


poni poterit in formula (2.) 


vel in formula (4.) 


— o.r, öjr, dXn 

• m 

(Cf. Del. Funct. §. 10.). Formula antecedens prae coleris cum fruclu ad- 
hibetur. Aequationibus enim integralibus inventis saepissime per varias elimi- 
nalioncs eiusmodi formas inducrc licet, pro quibus Determinantia functionalin, 
quae numeratorem el denominalorein fractionis antecedenlis constilmml, sine 
moleslia inveniaulur. Commodo etiam adhiberi polest ad Determinantia fnnclio- 
nalia formanda proposilio, valorem Determinanlium funclionalium , 

' A , ' * •- *■ '■ VA V » 

v , Sii' die. di c„ v . die die. dir n -i 


non mutari, si ante dilTerentiationes partiales transigendas funclio quaeque 
' /* ope aequalionum, 


mulaliones (piascunquo subeat. Inservire possunt aequationes (7.) ad elimi 
nandas e quaque funclione w t variabiles 


aequationes integrales, quales per integrationem et eliminalionem successivam 



inveniuntur 


Cf. §• 3. Si vero adhibentur variabilium exprcssiones quales ex eliminalione 
successiva prodennt, videlicet ipsius x n expressio per x, x \ , .... o; 

ipsius x„_ t expressio per x, a?,, .... a: n _, , a, a, etc., abil Delerniinnns 

V . ÜX % ÖX. ÖXn 3 


in produclum 


tibi uncis innuo esse x, 


ß, funclio 


„• ipsarum x, 
nein. Quibus subslitutis in (4.), fit 


Ilinc sequentes emergufit Proposiliones. 

Proposilio III 
„ Aeqnalionum ditTerenlialinni vulgarimn, 
dx : (Ix t .... 
quarum M est Multiplicalor 


, invenlis per inlegrationem et eliininalionem 
successivam aequalionibus inlegralibus praeter unani ornnibus. 


ubi 77, est funclio variabilium x, x n .... x„_; alque ( 
trariarum ß, , .... n i _ l ; ßi ultima nequntio intcgralis 
f _ M i--P, dx—A'tlx i 1 _ 
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In utrnque Propositione funcliones sub signo inlcgralionis ope ncqua- 
tionum integralinm invcnlamm per x et x, exprimendae sunt. 

Quod e Multiplicatore ae(pmtionum difTerentialium propositarnin emitur 
Multiplicator aequationis differentialis, in (piam post inventa praeter ununi omnia 
Integralia problcina redit, id eo niaioris inoinenti csl, quin huius ultimae aequa- 
tionis differentialis prinii ordinis inter duas variabiles valde latere potest Mul- 
tiplicator, dum systemalis aeqoationum difTerentialium propositnrum sponte se 
ofTert. Veluli quod in gravissimis quaestionibus evenit, si ipsarum X, X , etc. 
expressionos ita sunt comparatne, ul idenlice habealur, 

dX dX t . dXn _ n 

dx dx, ' ' ' ‘ ' dx n 1 

nequalionum difTerentialium propositarum Multiplicator unitati acqualis evndit; 
acqHationis autem postremo inlegrandae Multiplicator secundum antecedcntia 
aequatur Determinanti Functionali, cui valor complicalus compctere potest. Casu 
illo particulari in quatuor Proposilionibus antecedenlibus ponere licet M — 1 ; 
quod ubi ex gr.. in Prop. IV. facimus, omergit baec: 



Propositio V. 

„ Proponanfur acquationes differentiales simulluneue , 

dx : dx ,...:dx n = X:X, : X „ , 

designantibus X, X t , etc. variabiliwn x, x t etc. functiones pro qui- 
bus identice habeatur, 


dX 


dX, 

dx. 


_L 

T 


ex, 


- = 0 ; 


dx 1 dx, ’ ' ' ' 1 dx, 

inventis uequationum propositarum n — t Inlegralibus, n — 1 Conslan- 
fes Arbitrarias a, a n .... a n _ 2 involventibus , exprimanlur X et X, 
atque variabiles x 2 , x 3 , .... x„ per x, x, atque islas Cotislantes Ar- 
bitrarias a, a„_ 2 : erit ultimum Integrale, 

= ° onsi - 

ubi expressio sub integrationis signo differentiale completum existit.' 


Propositionis anteccdentis afTeram exempla pro n = '2 et n = 3. 
„Proponantur aequationes differentiales 

dxidy.dz = X : Y : Z, 

designantibus X, Y, Z variabilium x, y, z Tunctiones, pro quibus iden- 
tice fiat, 

dX - dY j.öZ _ 
dx dy ^ dz ’ 



invcnto uno Integrali involvente Constanlem Arbilrariam a, cxprimanlur 
X , Y, s per y, «, eril alteruni Integrale, 

{Ydx-Xdy} = Const. 

,, Proponantur aequaliones differentiales 

dt : dx : dy.dz = T: X:Y 
designantibus T, X, F, Z variabilium l, x, y 
identice fiat, 


functiones, pro quibus 


duobus Integralibus involvenlibus Constanles Arbilrarins o et /?. 
itur T, X, y, z per t, x, «, /?; erit tertium Integrale, 

r & • if - % • ff) <?"-«•>■*= c » ns ' " 

xempla non sine moleslo calculo verilicantur. 


Quibus casibus Multiplicator aequationuni differentialium per aequationcs integrales 
poviicularcs reductamm cx aequationuni difTercntialium proposilarum Multiplicatore 
vruitur. Principium Ultimi Mulliplicatoris sine Dctenniuanlium adiuinculo 
’^j- comprobatum. 

§. 12 . 

Si aequationcs integrales, aequalionibus diffcrenlialibus reducendis ad- 
hibilae, sunt pnrliculares, in genere non licet Mulliplicatorem aequationuni dif- 
• jferentialium reduclarum e Multiplicatore propositaruni deducere. In Prop. II. 
§. 10.. quae docel quomodo aequationuni differentialium propositaruni et re- 
ductarum Multiplicatores a se invicera pendeant, possunt quidem Constantibus 
Arbitrariis quibus Inlegralia afffeiuntnr valorcs pnrticulares tribui: supponitur 
nuten ipsa cognita esso aequationuni differentialium proposilarum Intcgralia ge- 
neralia. Quae tarnen suppositio necessaria non est. Etenim si aequationcs 
integrales reductioni adbibendae alia post aliain invesligantur, sufffeit unam- 
quamque aequationem integralem invenlam ita comparatam esse, ut differentiata 
per aequaliones differentiales propositas identica reddalur, simul omnibus ipsam 
praecedentibvs aequalionibus integralibus accilis. Neque vero proposilum suc- 
cederet si ex aequalionibus integralibus reductioni adhibitis duae pluresve ita 
comparatae essent, nt quaeque earum differentiata per aequaliones differentiales 
propositas idenlica reddi non possit nisi simul omnes reliquae aequalioues in- 
tegrales, nullo online observato, in auxilium \ocenlur. 


w: p 


v* 




*« 


Er>a 




Antecedentia cum c formulis Iraditis patent lum ope propositionis cle- 
nicnlaris directe demonstrantur, quoties aequationes integrales alia post uiiam 
invenlae ad Variabiles successive eiiminandas adhibcntur. Sit enim aequalio- 
num differentialium propositaruni primum Integrale inventurn, 

F = a: 

cujus ope e quantiiatibus A, X t , .... X n _, .eliminelur x n . Ponendo nt — 1 • 
. in Prop. II §. 10. sequitur. Mul/iplicaforem aequationum differentialium 
reducturum , 

1 . dx:dxi . ...: dx„_i = X: X , .. .. : X n . v , 




aequari Mulliplicatori aequationum differentialium propositaruni di visu per 
d F - 

tt-— sice qu dilti fa/i 

C •! »• * * 

; * TF 1 

m ywa variabilis x„ per ueqvationem F — a eliminanda esl. Conslans a 
in hac proposilione fundamenlali arbitraria est ideoque valor ei quicunque tribui 
potest particularis. 

Tributo in funclionibus X, A', , .... A n _! Conslanti a qqam iinplicant 
valore parliculari, sit aequationum (1.) Integrale. 



Quod non erit Integrale aequationum differentialium propositaruni. • (Juippe 
aequatio dF l —Q per aequationes differentiales propositas identicn non reddi- 
lur nisi sirnul Conslans a ubiquc functioni F aequatur. Quae Constantis a 
eliminatio ubi fit in functionc F, , aequatio F t = «, evadil Integrale aequatio- 
rium differentialium propositarum. Sed ea Constantis « eliminatio ficri non 
potest si ei in aequationibus differenlialibus reduclis (1.) tribuitur valor parti- 
cularis, neque igitur eo casu ex aequationum differentialium reductarum Inlegrali 
Integrale propositarum restituere licet. 

Eliminata x„_, ope aequalionis /•’, = «, , obtinentur e (1.) aequationes 
differentiales denuo reduclae, 


« ►» • 






2. dx : d x t dx„ 


X : X t : A„_ 2 . 




Quorum Multiplicalor secundum eandem regulqm derivatur e Multiplicalore aequa- 
tionum (1.), alque hic e Mulliplicatore aequationum differentialium propositarum 

ö F 

erutus est. videlicet dividendo per unde prodit aequationum (2.) Mul- 

plicator. 


14 


■v -Tr 


’M-, 




SU 


m. + + T? 

• . sK 


9»W- 


-»• ► ' ■ . '«ti' 


ty« 

."-tT 


. * ■’ • \ . * 


. * . 
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* M 

er, ä~F t » 

ÖX n * ÖX„_| 

quaö quantilas variabilibus x n et x„_ t per aequaliones F= a, b\ = elimi- 
natis solarum x, x t , .... funclio evadit. Unde aequalionum diffcrentia- 
lium (2.) erutus est Multiplicalor, quamquam reductio facta est per duas aequa- 
tiones F= « , F t = a t , quaruru tanluiu altera est aequationum differentialium. 
propositarum Integrale, altera non est neque ad lale revocari potest, si Con- 
stanli « tribulus est valor particularis. 

Rursus tribulo Constanti valore particulari quocunque, aequalionum (2.) 
quaeratur Integrale, quo invento aequaliones differentiales (2.) ulterius reduci 
possunt, reductarumque per eandcm regtdam constabit Multiplicator. Sic per- 
gendo successivo eruantur tn aequaliones integrales, 

3. b = a , h , = a t , .... F m _ t = ß m — i 1 • 
in quibus «, a, , .... sint Conslantes parliculnres quaecunque; quarum 
aequationum integralium ope revocalis X, X t , .... X n _ m ad solarum x, 
x t , .... x„_ m functiones, aequalionum differentialium ad quas successiva elimi- 
nalione pervenilur, 

4. x >dx l d x„_ m — Al : Aj • • • ♦ t ^,_ m > 
eruitur Multiplicator, 

5 . 

• 8F. .8F t d /•’«_, » . .. 

»i • • • • • r 

OJ« CX „-1 n — m-i 1 

quae quantilas et ipsa per aequaliones (3.) ad solarum x, x n .... x n ~ m functio- 
nem revocanda est. Aequationes (3.) reduclionibus successivis inservientes 
bic ila comparalao sunt ut quaeque Fi — a t sit Integrale aequalionum differen- 
lialium, 

dx i dx, ... : dx„_; = X: X l : X^, 

variabilibus x \ , .... x B _ I+l c X, .Y,, .... Y._,- eliminatis ope aequa- 

tionum ipsam Fi = a, praecedenlium, • 

* ^ ==;:: & I === ß n .... Fj_ i = 

Si m — 1 , forinula (5.) suppeditat Multiplicalorem aequationis differentialis 

primi ordinis inter duas variabiles x et x n 

6. X ,dx — Xdx , = 0, 

quae post inventas aequationes integrales, 

7. b — w, b i = ß| , .... F n _i — ®n — j ? 
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unica integranda reslat. Multiplicatore sic invento, 

M 

SF„^ ’ 


cF 6F , 

dx*' dXn-t ÖX t ■ 

laeva pars aequationis (6.) evadit differentiale complelum, unde eius integralio 
ad Quadraluras revocalur sive fit ultima aequatio integralis, 

% / /» M\Ä T, rfx — Xdx x ) 

J W 


8. 


= Consl. 


(Txn * dx n -l 


dx t 


Qua in formula adiuraento aequationum integralium invenlarum (7.) quantitales, 
sub integrationis signo in. differenlialia dx et dx l ductae, per solas x et x y 
exprimendae sunt. - • 

Cum antecedentibus Constanles a, a, , .... a„„ 2 sint parliculares quae - 
cunque, earum valorem etiam generalem seu indefinilam servaro licet, quo facto 
formula (8.) redit in Prop, III. §. pr. Vice versa Prop. III. §. pr., in qua 
designant a, a,, .... «„_? Constantes Arbitrarias, eum quoque amplectilur ca- 
sum quo post quamqne novam integrationem Constanli Arbitrarine qua afficitur 
valor tribuitur particularis. Quod inlelligilur observando, aequationibus differen- 
tialibus Constantes Arbitrarias involventibus, idem earum Integrale oblineri possc, 
sive ante sive post integrationem Constantibus Arbitrariis illis valores particu- 


lares tribuas. 

' Nocessarium non est, u( quaeque nova aequatio integralis inveniatur ut 
Integrale ipsarum aequationum differentialium ad quas propositae reducuntur eli— ‘ 
minato per aequationes integrales ante inventas aequali variabilium numero; 
generalius ea esse poterit Integrale aequationum differentialium propositarum. 
per aequationes integrales ante ipsam inventas quocunque modo transformalarum. . 
Aequationum enim differentialium propositarum per Integrale F=a transfor- 
räalarum sit Integrale F, = «, ; aequationum differentialium propositarum per 
binas aequationes F = a, F, = « , transformatnrum sit Integrale F a = a 2 , per 
tres aequationes F=ß, F l =a n F 2 —a 2 transformalarum sit Integrale Fj=« 3 , 
et ita porro, ubi Constantes ß, ß, etc. poterunt arbitrariae esse sive parliculares 
quaecunque. Quibus posilis, ex aequalione integrali F—a et aequationibus 
differentialibus propositis sequi debet, dF t = 0; unde per aequalionem F=a 
eliminata x„ e fuuclionibus X, Jf, , .... X . n _ 2 , fieri debet I*i=zr-ct l Inte- 
grale aequationum differentialium, 

dx:dx t = X‘. . . . . : X,_i. 

14* 
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Ex aequationibus integralibus F l = a\ et aequationibus differentialibus 

propositis sequi debet dF 3 — 0y unde per aequationes F — u, |#' 1 = « t eil— 
minatis x n et ar n _, e functionibus X, Jlf,, .... X n _ 32 fieri debet F 7 = (tj In- 
tegrale aequationum differenlialium, 

dx:dx t ,...:dx„_ 3 = X: X , . . . . : X n _ 3 , 
et ita porro. Generaliter sä primum functiones F n F 3 etc. ratione illa gene-‘ 
raliori qua eas definivi obtinebantur, ac deinde e .quaque F { eliminantur a*„, 

a\_,, .... x„_i + 1 per aequationes F—a , F 3 — a n = a ,_ x , eae- 

dem functiones F, F l2 F 3 etc. prodeunl quas in formulis (5. et. 8.) consi- 
•deravi. Ea autem reductione adhibila abit Deterniinans functionale 


2 + 


dF dF, 


dF m 


in Simplex produclnm 


~ d.r„ ' dx„-, '**’ dx„- m +i 


dF dF , 


d F m -i 


dx„ ’ dx n - 1 öx n _ m i .i ’ 

. • 

qtiod formulae (5.) denominatorem afficit (§. 3.). Unde si functionibus F, F t , 
F 2 etc. generaliorem significalum servare placet, formula (5.) evadere debet, 

M 

•) - • 


9. 


~~ dx n 'dx n -l 


d Fm-, 


* 8xn- 


n-n-i I 


idcoque etiam formula (8.) 

10 . r— — Conal. 


in j.i , (ix — ax t j 

/ T7 dF dF, ÖF,., " 

J -~dx n - d 7 r t ■ 


Deßnitio ’functionum F, F t etc. amplectitur casum quo oinnes aequationes 
F t =*i sunt ipsarum aequationum dilferenlialium Inlegralia generalia. Unde; 
e simplice prapositionc elemenlari tradita derivatur principium ullimi Multiplica— 
loris, «i reduclio ad aequationem differentialem primi ordinis inter duas varia- 
biles per Inlegralia generalia fit, simulque monstrantur casus maxime generales 
quibus invenire liceat ultimum Mulliplicatorem. . etsi aequationes integrales re- 
ductioni adhibitae sint particulares. 

Addam demonstrationem propositionis fundamentale qua antecedentibus 
vidimus principium ullimi Multipllcatoris via maxime elementar! ndeoque absque 
ullo Determinanlium adiumento superstrui. 

. Propositio. 

„ Sit F solutio (fuaecunifite aequaiionis 


XT 6F , fr dF l xr dF 
A — g -T— - -f- A,- 


dx 


dx n 


0, 
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Bx„ 


0, 


exclusa Constante; sif porro M solufio quuecunque aequa/ionis 

3. MX , B.M.Y, , 3. MX 
dx *•* 3x, ••••"! 

Constante non exclusa: posilo 

M 

~ffF 


Vf (ti | 


'S == 




\ ■ 


ipsisque S, X, X t , .... X n _ x per x, x, , . . 
N so/ulio aequa/ionis 

d.jvx , ö'.iV.r, , d.SÄ\^ 

+ "r 


, a 


öx„_, 

Demonstratio. 


.. x n _,, F expressiv, fit 

* * » • 

= 0.” 


Ponatur 


aF 

a^n 


= 


differenliando variabilis x„ respectu aequalionem identicam. 

BF 
dx 

prodit, • 


v 3 F , v aF 

■ a* • Al ax, 


■■+* 


dXn 


0, 



y a« i i ir a« 


dx, 




dx* 


i ax, aF _ „ 

1 Bxn'Bx 1 dx„ ' dx x ‘ dx„ ’ 3x„ ' . . 

Innuendo uncis quibus difierentialia partialia includanlur exbiberi X, X, etc. 
per x , x j . .... x ^^ | , F, fit . 

dXj / 3X;\ aF /BÄ V\ . • iV '- '■ •• 

dx n — V BF J 3x„ ~ \ BF ) "• • i : . • 

(Juam formulam in acquatione praecedente subslituendo atque per u dividendo 

prodit, • • ‘ . • . 

v dlogi/ v dloga iv atog« 

* : x ---dx-^ x '-djr +Xn ~d^r 

/BX\ BF , /B.Y, \ BF , /3A„\ BF 

+ VäF ) ~b7 + \~bt) 5^- T { er) ^ 


' ' 7;., W. • 


0. 




Haec i'ormula detrahatur de sequenle, quae ex ea qua M defmitur fiuit, 


aiogM 


y aiog;V , v aiogM , v aiogi>/ 
A öx “r A ‘ 3x t • ‘ • A * ax„ 

, a* a.r, , ajr„ 

T a. T p T z r — ”* 


a.r 


dx, 


dx„ 


M 


simulque observetur baberi pro indicis i valoribus 1, 2, .... /t — 1, 


Jlf 


, ex, _ (dx,\ , (dx,\ dF 

~ \Bxi) 1 \~dF) djc, » 


Ö-Xf 


prodit ponendo — — = 2V, 

Y cHogA j Y c?logA r . Y ologA 

' • • ÖX T 1 8x, * “ * » " ÖXn 

! V olOgi\ 

T ■ " ;) r. 


Fit aulent 


x%51 + x, 


aiogjv 

ax, 


, aiogA r *( v ar , v er * , „-ap i 


i eiogA r -/. v af , v 9 f • , v -aF • 

aggregalo in (— ) dueto identice evanescente. Unde aequatio antecedens 

sic quoque exhiberi potest i 

+ (f)t(llf) -;+fe=A ' . - • 

.quae per A T multiplicatr suppeditat, • 


(^)+(^) ■•••+( 


a.AX- i 

öx„_, 


) 


(h 


quae est forroula demonstrnnda. •, ' . 

• Vidimus supra, proposüione antecedente iteratis vicibus adhibita emi 
aequolionmn difl'erentialium reductarum Mnltiplicalorera e Multiplicatore propo- 
sitarura. Sed ad hnnc finem non necesse est ut hic ipse cognoscatur sed suf- 
fielt eius cognoscere valorem quem per aequationes integrales reductioni ad- 
hibilas induere potest. Si problema ad aequationem differentialem primi ordinis 
inter x et x t revocatum est, defmitur M acquationibns, 

U. , + s Xdx " '' 

s. J • * • . t* ‘ , * 

in quibus post differentiationes partiales fuctas eliminandae sunt x 2 , x 3 , ... 
... Si aequationes integrales, quarum ope reductiones et eliminationes 
proposilae operantur, particulores sunt, evenire potest ut e formulis (11.) erua- 
tur valor ipsius M in principio Ultimi Alultiplicatoris requisitus, neque tarnen 
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inveniri qucat ipsius M valor generalis sive ipsarum aequationum diiTerentialium 
propositarum Multiplicator. Direcle aequationis differentialis, 

X l dx i — Xdx t — 0, 

definitur Multiplicator P per focmulam, ; r $ ■ /-. • 

rflogi* _ 

dx ~ X\dx ' ö.r,P . 

in cuius dexlra parte X et X, ante differentiationes partiales trunsiyendas 
per solas x et x x exprimendae sunt. Polest nutem evenire ut via non pateat 
qua ipsum P e (12.) erualur, dum ipsius 31 determinalio per formulam (11.) 
in promtu est. Quae adeo, nullis cognilis acqualionibus integralibus, in nmplis 
gravissimisquo problematis succodit, unde pro quibuscunque aequalionibus inte- 
gralibus reductioni adhibilis sive completis sive dicta rationo inventis particnki- 
ribus ullimus Multiplicator conslat. 

. ‘ , - * j 

De usu Multiplicatoria in iutcgraudis »ystematis quibusdam aequationum differentialium 

spccialibus. • * . 

§. 13. 

Syslema aequationum diiTerentialium proppsitarum ila comparatum esse 
polest ut ultima Inlegralio sponle in Quadraturam redeat. Quod evenit si unius 
variabilis differentiale tantum, non ipsa in aequalionibus differentialibus invenitur. 
Ponamus ipsam x esse variabilem a qua simul omnes funcliories vacuae §inl 

X, X, , X„; redire constat integralionem n aequationum differenlialium 

inter n 1 variabiles , 

1 . dx : dx t : dx 7 : dx„ = X: X , : Xj : X „ , 

in integralionem n— 1 aequationum differentialium inter n variabiles unamque 
Quadraturam. Integratis enim aequationibus, 

2. d Xi i dx-) d x n — Xi . Jlj X„ , 

quae sunt n — l aequaliones differentiales inter n variabiles x , , # 2 , .... 
exhiberi poterunt variabiles x x , x 2 , x n per earum unam veluli x t : unde. 


expressa ^ per x t , dabit simplex Quadratura ipsius x valorem 


x 


/'Xdx, 

J X x 


-f Const. 




Iam cognito aequationum differentialium (1.) Mulliplicatore quaeritur, quetunam 
ex eo fructum ad integralionom perficiendam percipere liceat, cum ultima in- 
tegratio sua sponte in Quadraturam redeat. Quod ut cognoscatur, intor duo 
casus dislingucndum erit, prout datus aequationum differentialium (1.) Multipli— 
entor a variabili x afficiatur sive non afliciatur. 




. 4 % ^ 




1 
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„ • . ' • Aequationum differentialium (2.) syslema vocabo proprium, quo disliu- 
gualur a systemate proposito aequalionum differentialium (1.)» cuius inlegralio 
componitur ex inlegralione systemalis proprii et Quadratura. Si datus syste- 
matis proposili Multiplicator M et ipse a variabili x vacuus est, idem erit 

systematis proprii Multiplicator. Tum enim evanescente teririino — , satis- 
faciet aequalionum differentialium (1.) Multiplicator oequälioni, 

9. MAC, , d.MA\ , d.M Y„ ^ * . 

dxi T dx t 7 8x„ — U ’ 

eadem autcm aequatione definilur aequalionum differentialium (2.) Multiplicator. 
Quoties igilur datus systematis propositi (1.) Multiplicator et ipse variabili x 
yacal, systemalis proprii ultima inlegratio ad Quadraturas rcvocari polest, sive 
quod idem est, systemalis aequalionum differentialium propositarum duae 
ultimae integraliones per Quadraturas absolvuntur. 

Vice versa si datur systematis proprii (2.) Multiplicator ■ N t qui erit 

solarum variabilium x , , x t , x„ functio, idem erit systematis propositi (1.) 

d A IC 

Multiplicator. Evanescente enim termino — — , functio 2V, quae hufc aequa- 

tioni satisfaccre debel. . • •• 

5.A.V, , d. NA\ , d.NA n 

öx, 1 . dx t 1 dx n 1 


eliam buic satisfaciet qua systematis propositi Multiplicator definitur, 
n o . NA , d.NA\ • ' , d . NA„ 


Inventis aulem omnibus systematis proprii Integralibus. 

fl. /? == ^5 ! .... fr.—l ~ ^ 

ubi Constantes Arbitrariae a , etc. dextram aequationum parlem occupant. erit 
aequationum (2.) Multiplicator, 

• . * v— 1 v + iA M± Bfn- t 

1 A„ . ~ dx t dx t dx„- t 


Qui igitur systematis quoque propositi Multiplicator erit. Unde si svstematis 
propositi datur Multiplicator M, variabilem x implicans, simulque systema pro- 
prium complete integratum est, duo innotescunt systematis propositi Multiplica- 
tores W et 2V. Quibus cognitis, secundum §. 4. systematis propositi constabit 
Integrale. - 



-X V + Ü1.9A. 

M MA„ — dx x dx t 


Ofn-l 

dx„-i 


Const. 
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Quo Integrali dabiliir x per x t , x 3 , a\ , sive opo Iiitegralium (4.) expres- 

sis x , , a? 3 , .... a’„ per , dabitur x per x , . Unde si innotescit systematis 
propositi Multiplicator variabili x uffeclus, post systematis proprii inte - 
yrationem comp l et am, non amplius opus erit Quadratur a, t/uam formula (3.) 
poscebul ad inceniemlum ipsius x valorem per x, expressum. 

Fieri polesl ut solo cognito syslenmlis propositi Multiplicatore variabili x 
affecto, absque ulla integratione eruantur systematis proprii unum plurave Inte— 

gralia. Expressa enim per £4.) quantilate -p- per x x , a l3 (t i3 ... . «„_i, 

in functione • . ir 

/'Xdx, 

J X x ' 

post faclani integrationem, Constanlium a , , «, etc. loco rcstituamus funcliones 
/*,, f etc., quo facto prodeal variabilium x L , x 3 , x n functio 

. t _ f* rfj -> . 

5 —J X t • 

erit e (3.), designante a„ novam Conslantem Arbitrariam, - ■ , 

x — § = a n 

' systematis propositi Integrale. Sil rursus variabilium x , , x t , x„ functio 

A systematis proprii idooque eüam systematis propositi Multiplicator , erit se- 
cundum §. 4. expressio generalis 3Iultiplicaloris systematis propositi , 

m = ).iv. 

ö logiV . t 

Cognito igilur valor ipsius 31, variabili x alTccto, erit — 1 P sarunl x — 

• fx, fi, *••• A- « f»nct»o, . ü - . '*■& 

Unde ponendo * . r 

7. ü»* = „, • - . 

dx 

atque ex hac aequatione quaerendo ipsius x valorem per u, x tl x 2 . x„ 

expressum, prodit ,hv.j 

X = § -j- 1p(U, /j , /*, .... fit — l) 7 , 

deSignante y certara ipsarnm /i, /* 2 , .... /»_i functionem. Quaerendo igi- 
tur e (7.) ipsius x valorem per tt, x l3 x 2 , .... expressum, atque in ea 
expressione ipsius u loco ponendo varios valores constantes arbilrarios, dif- 
ferenliae quanlitatum provenientium erunt solarum f lt /j, ..•• f . funcliones, 
ideoque Conslantibus Arbilrariis aequiparalae suppeditabunt systematis proprii 

15 
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lntegralia. Methodus kic tradita semper succedit si non tanlom M sed etiam 

ipsam x involvit atque rf> non solius« vel <f> non solius x — | functio 

est. Quoties aut ein <P == - vT^' - solius x—§ functio esl, erit ipsius 

4* functio. Unde e systematis propositi Mulliplicatore cognito M sem- 
per deducere licet abst/ue integratione systematis proprii mtutn phirave 

lntegralia, quofies — non ipsius ~ ---- fiinc/io est. Similitcr <Ic— 

inonslralnr, cognito systematis propositi Integrali, variabili x affecto, t/=scr, 
designante u Constantem Arbitruriam, ex eo semper derivari passe unum 
plurave systematis proprii lntegralia , nisi ~ ipsius v functio sil. Nam 

cum esse debeat v quantitatum a?— /*,, /*,, functio, ex aequalione 

v — a sequilur huiusmodi . . , , ; r . \ . v 

== § “f" V* V®? /i ? /a» • * • • /»— l) i 

unde eruendo e v — a ipsius x valore in eoque ponendo ipsius « loco varios 
valores constantes arbitrarios, difTerentiae expressiomun provenientjum Constan- 
tibus Arbilrariis aeqniparatae suppeditabunt systematis proprii lntegralia. 

Ut habealur exemplum quo systematis propositi Multiplicator variabili x 
alFectus innotescit ideoque post systematis proprii Integrationen! completam ipsa x 
per x t ,ar,, .. .. x„ absque (taadratura exprimitur, ponainns Aft=l simnlque fieri 




dX n 


designante c quanlilatem constantem ;*quod inter alia evenit, si Xf, ‘X t etc. 
variabilium a?,, x 7 etc. functioncs sunt lineares. Dabitur systematis propositi 
Multiplicator per formulam .... - ‘ 

~ nnde -W = e~ cx . . . • r • 

Hinc sequitur e (6.) sumendo Iogarithmos, 

Cognitione igilur Mulliplicatoris in hoc exeraplo non reducHönem aeqnalionis 
dillerentialis ad Quadraturas sed Quadraturam lucramur. 

Antecedentibus demonstratum est, si aequafionum diß'erentiaHum (1 .), ' 
in t/ttibus X, X l etc. solarum x x . d?,, .... x n functiones sunt, delur Multipli- 
cutor et ipse variabili x vacans, duas postremas integrationes per (Juadra- 
tnram nbsoloi; si Multiplicator variabili x afficiatur, uUirnam aequo tionem 

integralem ipsam siiie Quadrutura obtineri. Quao propositio sic amplificafnr. 

• ’ < 44 " : ' .7 " ■' 
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Ponamus functiones A^ m+I , AT m+ ,, X„ vaouas esse n variabilibus 

x, x x . .... j; m , simulque X, X l2 ....X m nisi ab iisdem variabilibus vacuae 
sunl, ccrle sulisfacere conditioni, cv / 

ax m 


7. 


dX | dX, 

dx ' dx t 


"= 0 . 


dx m j rflWl i'.f 

Eo casu aequaliones djfferentialea propositae (1.) sic traclabuntur, ul primum 
aequalionum differenlialium inter solos X m+t , .... x n locum hnbenlium. 


8* dx m ^. x • d^in-i j dx 


Cn-t-l • ‘ >lllf PCI Al 

fn—m — I = W/i—m - l « 


quaemntur Inlegraiia, i Io »b - 

9. fi — — ft, , ff 2 — ... 

eorumque ope expriinanUir variabiles x m+l , x in ± 2 . 2 .... x„ per earum unam 
i* m+1 ; quibus faclis superesl ut inleffrentur aequaliones differentiales inter ipsas 


x, x 


i* 


■'m-l-l 


locum habentes, 


!v>iA % 


10. dx : dx l . , . . : dx m+i = X:X x : X m i ^ . 

Per conditionem (7.) constat, aequationnm differenlialium proposilnrum (1.) 

Multiplicalorem, a variabilibus x, x n x m vacuum, eundem esse aequatio- 

nuni differenlialium (8.) Multiplicalorem, et vice versa harum Multiplicalorem 
ipsarum quoque aequationnm differenlialium (1.) Multiplicatorem esse, üosignante 
enim M quantilatcm a variabilibus x, x X2 x m vacuam, sequitur e (7.) . 


d.MX , d.MX, 

dx ' dx t 


••3 


B.MX m _ 

dx„ 


0, 


unde pro oiusmodi ipsius M valore conditio ul M. aequalionum (I.) slt Mulliplicator 


B.MX , d.MX, 
" T 


, d.MX. 

al 


= o, 


i 


f§r * dW, " ‘ dx, 

convenit cum conditione ut M aequalionum (8.) Mulliplicator sil, 


> • • • f 

}&&>i tor *vuJ 


^vrr.öie 

.iih, 


d.MX, 


m-f • 


+ ■ 


d.MX m '\‘i 


• " + 


d.MX,, 


= 0. 


da- w+ i ‘ ~dx m +, ‘ dx„ 

>*v Aequalionum differenlialium (10.) semper assiqnttre licet Multi - 
plicatorem. Nnm cum ipsarum x , n . „ .... x n expressiones per a? m+ , 

e (9.) petilae ab ipsis x, x n ...: x m vacuae sint, conditio (7.) valebit ctiam 
post harum expressionum subsUtulionem. Qua subslitutione cum X„ 4X in so- 
lius funclionem abeat, valebit etiani aequatio (7.), si loco ipsarum Xj 

pomlur -jr — . 
culorem esse 


Unde sequitur, aequalionum differenlialium (10.) Multipli - 
y 1 -- . Qua de re aequalionum differenlialium (10.) ultima 

integra/io semper solis Quadraluris absolcitur. 

Si dutur Multiplicalor aequationum differentialium proposilarum (1.), va- 

15* 
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riabilibus x, x t , .... x m non affectus, idem erit aequntionum (8.) Multiplicator, 
ideoque eo cnsu cum aequalionum (8.) tum aequntionum (10.) ultima integratio 
Quadraturis absolvitur. Iam vero sit aequalionum differentialium propositarum (1.) 

dalus Multiplicator M varinbilibus x, x t , x m affectus. Invcnlis aequa- 

tionuin differentialium (8.) Iutegralibus (9.), earum fit Multiplicator 

j& v + dfi df t 5/,,-m-t ! yfft. 

X * • «r I a • fv •••• a . < ■ _ . 

- • rit f-1 ö/m+J + 3 OJT n 

idemque ex antecedenlibus fit Multiplicator aequalionum differentialium propo- 
sitarum (1.). Quarum igitur cognitis duobus Multiplicaloribus M et iV, dalur 
absque Quadralura Integrale > • 


JV 

M '■ 


MX, 


2 + 


m-f I 


i -J&— • -jr 8 — • • • • = Const. 

OXm+t OXm+i 04 » 


Quod 9ubstituendo ipsarum x m+J , x m+i , .... x„ valores per x m+l exbibilos 
in aequalionum (10.) Integrale abit. Harum aequalionum praeterea vidimus 
ultimam iutegralionem Quadraturis absolvi. Unde propositis aequalionibus dif— 
ferentialibus , 

dx : dx t . . . . : dx„ = X : X k . . . . : X „ , 
in quibus functiones X„ +l , AT m4? , .... X„ variabilibus x, x,, .... x m va- 
cant simulque fit 

dX , dX t , dX m _ 
dx 1 dx. ’ * * * r ~chr m ’ 


si dalur Multiplicator et ipse variabilibus x, x n .... x„ vacans, duae inte- 
grationes per Quadraturas absolvunlur; si vero datus Multiplicator variabilibus 

x, x, , x n afßcitur, una aliqua aequatio integralis absque omni Quadra- 

tura conslabit alque altera integratio Quadraluris efficietur. 

Anlecedenlia exemplo esse possunt, ad aequationes differentiales inte- 
graudas e Mulliplicaloris cognitione semper fructum aliquem percipi, etsi ultima - 
integratio absque eius auxilio Quadraturis absolvi possii. Neque nessarium est 
ul in anlccedentibus aequationes (4.) sint Inlegralia ipsarum aequationum diffe- 
rentialium (2.), vel aequationes (9.) sinl Inlegralia ipsarum aequalionum diffe- 
rentialium (8.). Nam secundum ea quae §. 12. tradidi, Constanli Arbitrariae 
post quamque novam integrationem accedenti valorem tribuere licet particula- 
rera quemcunque. Sufficit ut quaelibet aequatio /j = Const. sit Integrale aequa- 
tionum differentialium quocunque modo transformatarum per aequationes inte- 
grules ante eam inventas, 

f t == a i ? ft — • * » • fi— i == ®i_ i » 

in quibus ad dextram habentur quantitates constantes quaecunque particulares. 
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Caput tertium. ., 

Theoria Multiplicatoris systematis aequationum differentialium 

ad varia exempla applicata. 

■'/* ' ' .V 

De Muiliplicalore systematis aequationum differentiolium cuiuslibet ordinis. 

\9>tv ’ & • •*? ; ; • ' /' '*•’ 

t i •• pp §- 14 . 

Aequationum differenlialium systema, quo altissima quaeque variabilium 

dependentium differentialia per differentialia inferiora ipsasque variables expri- 

munlur, constat in systema redire aequationum differentialium primi ordinis, si 

cuiusque variabilis dependenlis differentialia altissimo inferiora ipsis variabilibus 

adscribantur. Designanlibus enini x, y etc. variabilis independentis t functiones, 
% ** > ^ > 

proponantur iuter l, x, y etc. aequationes differentiales, 

** fr _ B etc r ' ’i 

Vir — A ’ ~iin ~ etc - 


1. 


ipsaeque A, B etc. non altioribus afficiantur differentialibus quam ( p — 1)'° ipsius x, 
(q — 1)'° ipsius y etc. Palet, habende pro novis variabilibus dependentibus dif- 
ferentialia, quae Layranyiano more per indices denoto. 


, dx 
x = dt ' 

y> — 4L 

Y 1 t ’ 


X' 


d r x 

d~t T ' 1 


= 'f rS 

X dtP-' 


^ dt 1 ’ 


y(9~ *) 


d 1 v y 

rfpF* ’ 


etc., 


aequationibus differentialibus (1.) has alias subslitui posse primi ordinis: 


i lt:dx : dx ‘ 


wog .-~k 


2 . 


: dy : dy‘ 




x‘ 


- HT 1 


dx^- 7 > : dx*~ l) 
dyii-v ; dyt?-') etc. 
x^- l) : A 

: B etc. 






W* r - : y - y ••• 

Quibus in aequationibus variabilium numerus surnmam ordinum allissimorum dif- 
ferentialium in (1.) unitate superat. 

Multiplicalor aequationum differenlialium primi ordinis (2.), cum quibus 
aequationes differentiales (1.) conveniunt, etiam a me in sequenlibus appellabitur 
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aequationum (1.) Multiplicator. ünde nt omnia theoremala de Mulliplicatore 
aequationum dillerentialiuni primi ordinis in duobus Capitibus praecedentibns in 
medium prolata ad Mulliplicatores aequationum differentiaiium cuiusiibel ordinis (1.) 
applicenlur, sufficil ul pro aequationibus ibi proposilis, , • 




r; 


3. . dx: dx v : dx r : dx M 

= A: ; A,: A,. . . . : A„, 


f • 


sumantur aequationes (2.). 

Si aequationes differentiales primi ordinis (2.) el (3.) inter se compa- 
ramus, videmus in illis specialitalem quandum formae locum habere, videbcet 
qnantitates primis differentialibus proportionales, quae generaliter variabilium 
functiones sunt, maximam partem in ipsas abire variables, nequo vcro in eas 
qnarum differentialibus proportionales ponnntur. Quo babilu speciali fit ut nequa- 
tionum (2.) Multiplicator. quem aequationum (1.) quoque Multiplicalorem voco. 
defiuialur formula quae, tantopere licet aucto in (2.) variabilium numero, non 
pluribus constat terminis, quam si ipsae primi ordinis fuissent aeqimliones dif- 
ferentiales propositae (1.)- Consideremus enim formolaui ad definiendum aequa- 
tionum (3.) Multiplicalorem proposilam §. 7. (•!♦}, 

(4.) . . . . _L 4 ^- = —X d J?§J!L . 

• .• . »* ' • ^* r » . " i I dx : .'\ •* t » ,, /p y 

Si pro aeqtiatiouibus (3.) sumimus aequationes (2.) x = X= t; porro 
variabilibus x t , x t etc. substituendae sunt 


x, x 

y> y 




1 * i 


x (p-1) , 


«v 


\. 


• y«-'/ etc.: 


functionibus denique A,, X t etc. substituendae sunt quantitutes 

x il> - ,) , A, 

• j ’ ..r.7-11 *• n • *. •* ' 


rV y"> ■ .-. : r 1 ’*”, ' ä,‘ « t«. 




Iam in (4.), quoties est A; una e variabilibus x, x t , x 2 etc., ab ipsa x 

diversa, evanescil terminus uti generaliter fit si functio X, ipsarn non 

implicat. Undc sumendo pro (3.) aequationes (2.), abit’ aggregatum (4.) in 
baue expressionein simplicem, 

, Ä - dÄ , ^ c ) it . (/ tog.l/ 

dxO>-0 t f ' fff ■ > • 

Hac formula Multiplicalor M fleiiiitur systcinaUs aequationum differentiaiium 
-cuiusiibel ordinis. CJ.}, ■ .. t 

* I < * • • . 


J.l 
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Seqtiilur e (5.), quoties simul ipsum A a differentiali (p — l) 1 '’ ipsius x, 
ipsnin U n differential! (q — l) ,B ipsius y etc. vacuum sit, sive genernlius, y«o- 
ties aggregatuni \S?r 

jgjm ■ 1 


rädran r7 11 

öa-tp- 1 ) * ßyfa— 1 ) 

■ , • .. 

identice ecanescat, statin passe M = l . Si aggregatum (5.) non identice 

. üc (r . SoH'tS'JliVjf'f: .( ,1 ) q i*» v J 

evanescil, ad indagandum Mulliplicatorem circumspicienduin eril differentiale 
completum, cui idem aggregalnm sua sponte vel eliam per aequationes diffe- 
rentiales propositas nequetur. .... 


Principium Ultimi Multiplicatoris systemnti aequationum differentialium cuiuslibel ordinis 

aiplicatum. 

~*r4*npt>» |B#t i' i: ,. r ' . 1 AI 111 nflMfct ' fc' 

§■ 15. 

• Am**#* <1* ’ .w 81 i t r 

Aequationum differentialium proposilarum fl.) §. pr. Integralibus prae- 
ter unum omnibns inventis, quantilates 

f 4 | ^ > ' r > * r > A ,(/ ' IJ , ‘ • 

C j f y» y'. y l1,) etc. 

ontnes expriniere liccl per duas w et v, pro quibus sumere licet binas e quan- 

litatibus (J.) vel earnm functiones quaslibcL Differentialia et ^,''substi- 

luendo differentialibus x i(, \ etc. si opus est vnlores A, ti etc., et ipsa 
aequanlur quanlitatmn t, x, x‘ etc. funclionibus. Quae functiones, Integralinm 
inventornm ope per u el v cxpressoe, si denotanlur per 


U = 


JT’ V = •'* J" 1 *." 

, . . -.v 

dnbitur inter « et v aequalio differenlialis primi ordinis, nltima quae inte— 
granda restat , 

1. Vdu — Udv = 0. 

Secundunt ea quae §. 11. tradidi, cognito aequationum differentialium proposi- 
tarum Mnltiplicatore M erui potest fnctor lY qui eius ultimne acqualionis diffe- 
renlialis (1.) laevaiu partein efliciat differentiale completum, quem uffhnutn Mul - 
tiplicatorem eppello. Habendo enim, quod per Integralia invenht licet, 
quantifates (A) pro /unctionibus ipsarum u et v Constantiumque A rhi- 
trariarutn quas Integralia implicant, curumque funclionurn formando Ue- 
ferminans J, fit ultimus Multiplicalor N=~=J.M. 

Principium Ultimi Multiplicatoris , quod propositione nntecedente con- 
linetur, etiam sic concipi potest, ■ 0b 

. 
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dh'iso ultimae aequationis differenliaBs (1.) Multipliculore per De- 
terminans J, condilionetn Eulerianam pro Multipliculore valen- 
tem Ir ans form ari in aliam conditionem ab Integralibus reductioni 
ad/iibitis independentem, cui formulandae suf/iciant solae aequationes 
differentiales proposifae. 

Videlicct acqaatio condilionolis, cui nequalionis (1.) Multiplicalor 2V salisfacere 
debel. fit 

d.NU , d.NV _ 0 




~diT 


Quae ponendo 


dv 


M N 


•1 


et substituendo Constantibus Arbitrariis functiones quantitalum (J.) aequiva- 
lentes transformabifur in hanc, 


d\ogM , BA 




ÖB 


etc. = 0, 


dt 1 1 ö 7 cv-') 

.* • • • . * 

cui formandac sufficiunt aequationes differentiales proposilae (1.). 

' Sint i7 t = 0, 77, = 0 etc. aequationes integrales reductioni adbibilae 
binaeque aequationes qnibus u et v ab ipsis t, x, x‘ etc. pendent, sive etiam 
aliae quaecunque aequationes cum illis aequivalentes : conslat e Determinanlium 
functionalium proprietatibus , aequari J fractioni, cuius denominator sit 

* *. * * ' • ■ a 

functionvm 77, , 77 2 etc. Determinans formalum quantitalum ( A ) respeclu, 
numerator aufein earundem functionum Determinans , quantitalum u et v 
Conslantiumque Arbitrariarum respeclu formalum. Si pro « et v ipsae 
sumunlur t et x, pro aequalionibus 77, = 0, 77, = 0 etc. solae sumendae sunt 
-aequationes integrales simulque l et x in binis Determinantibus formandis de 
. nuraero variabiliura tollendae sunt. Porro aequatio (1.) in hanc abit, 

dx — V dt = 0, 

• ■ * d je 

ubi V est ipsins ~ valor, Integralium inventorum ope per t et x expressus. 
Si aequationes 77, = 0, 77, = 0 etc. inventae sunt per integrationem successi- 

vam, ita ul in quaque aequatione insequente, in qua nova accedit Constans 
Arbitrarin, simul unius variabilis differentiale altissimuni ad ordinem proxime 
inferiorem sit depressum, alterulrum Determinans in unicum terminum abit. Sic 
proposiia unica aequatione differenliali n" ordinis inter t et x, 

d n x r ( t dx d n ~ l x\ 

~dF — ' V’ r > dt » — HF*)' 

integratione successiva inventae sint aequationes, 


9 




2 . 



“ 

— 
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d”~ l x 

= fi 


dx 

d n ~ 2 x 

Tt*=7 

[t,X y 

di'” 

■ ({r -1 7 

d n ~ 2 X 


(, 

dx 

d"—'. r 

dt”- 2 


dt'” 

■ ,/,—J 7 

dx 

77 

= fn 

’ * ‘ 

.1 «1, 

• « • • | 


» < * 


in quibus a 7 , sunt Constantes Arbilrariae: simpliciter erit 

J == i/i Mx, .. JAri, 

0a, 0«! 0«n-t 

cum allerum Delerminans in ipsam unilalem abeat. Si functio f ab ipso 
vacuum est, fit aequationis differentialis propositae Multiplicator = 1. 
Quo igilur casu hoc eruilur ultimum Integrale: 

/ ta l ‘Hr PaT *! i & x * “* ’ ®*» «— i) } = Const. , 

ubi quanlitas sub inlegralionis signo, per / et x expressa, fit differentiale com- 
pletum. Ul per solas t et x exprimatur valor producli 

0/*. 5A g/n-, 

‘ * • ' 0« n _,’ 

d n “~‘* x d n — ^ j.’ f/.r 

sufficit ut in eo successive substiluantur differenliulium ’ •••• j/f 

valores /j, /j, .... A— i • 


Formula symbolica qua Multiplicator syslematis aequationum differcntialiuin impliciti 

definiri potcst. 

§• 16 . 

Aequaliones differentiales, e quibus pctantur altissimorum difforenliu- 
liuni valores, 

1. = A, = B, otc. . tisl , ;r , 

ponanms forma dari implicita, 

2. <p = 0, V' = 0, etc. 

E quibus aequationibus ut eruanlur valores differentialiuin partialium 


dA um. 

dx ( P ~ l) ’ dy (q ~ *) ’ 1 


dB 


quarum summa aequat ipsum — - , staluo 

A * i » *' 




llnimyftlf . ovi' 
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nec non 


4. 


i öj-o») 

dtp 


I ß j4p- O 




= Uy 

dtp 

dyW 

= 

etc., 

II 

>• 

dtp 

dyW 


etc. etc., 

= «, 

dtp 

dy*~- o 

i 

= «n 

etc., 

II 

dtp 

d/v - 0 

r» 

II 

etc. etc. , 


formoque aequaliones 

* 

5. 


at/j-«,«, elc. -j-ap-{-ö,p, etc. = 0, 

Am -{-ä, »/, etc. /?,*>, etc. = 0. ' 

Kesoiulione aequalionum (5.) si determinantur «, «, etc. ut functiones lineares 
quantitatuni v , e, etc., erit quod ex clemenlis calculi difTcrcntialis sequitur, 

~ d A du dB d u , 

djo*-') — ä7’ ~ ‘577’ 

unde prodit 

7. rf Io* M = - 4 - 4^- etc. j rff. 


elc. 


de, 


lam e formulis, quas de aequalionum linearium resolutione et Determinantium 
proprietatibus tradidi, sequitur, si in aequalionibus linearibus (5.) ponatur 
■ ia dt = da, a, d\ — <Ta, , etc., 

\ßdt = db, ß,dt — db t , etc. etc., 

fieri ... 


9. 


_ ( du 


au, 


etc 


. | dt — <Tlog.2 , + ab , . . . . 


• <9 e 1 d v j 

Unde formula, qua Multiplicator St definitur, proponi polest liac forma symbulica, 
10. rflogM = d log-5 1 + ab , . . . . 

Cui formulae ea inest significatio ut variando per regulas notas ipsum I gS + ab, 

atque elementorum varialionibus singulis substituendo valores (8.), obtineatur 
expressio ipsi d log St aequalis. 

Si staluitur 

a dt — Xda = Ja, a,dt — Xda, = Ja , , etc., 

! ß dt — Xdb = Jb, ßi dt — Xdb, = Jb , , etc. etc., 

characteristicae d substituendum est Xd-\ J, unde abit (10.) in hanc fonnulam. 

12. dlogSl = /. d. log£ + ab , . . . . -\-J. log^± ab , . . . . , 
sive, designante X Constantem, 

13. d iog = 4\og2±ab,.;.: - ' • r 


11 . 
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<Juae formula cnm cömmodo adhibetur, qnolies varialionuin Ja, db elc. va- 
iores vaJorihus varialionuin da, c )'b elc. sinipliciores sunt. 

Sint n aequnliones differentiales inler l et variubiles dependentes jt,, 
Xj. . ... x n proposiiac, 

14. (f l — — - 0, (p t — r- U ) .... (f>„ — 0 y 

sintque allissinia differenlialia in iis obvenienlia et quorum valores ex iis pe- 
lero liceal. 


K) >,) 

l 5 *2 1 

Slaluendo sccundum anlecedentia, 


(«•) 


a Jtrtoq rr'.«\j * 
y 


a 


'/l ’ 




15. 


nt 


drpi _ 

4^df = Ja« = 

, a x K-*> * 1 * ’ 


io 


16. 


<r- 


d log ilf = d’ log £ ± a\ « ( a " ) , 

d lo * \ S±a-J;.... «<•')> - ^ lo e- ± “'.<■•• • <tf>, 

Accuralius examineinus casum quo 6t 

17. fl« = a<‘\ 

A t 2 . 

unde elcmenla a ad numerum u reducere licet. Differenlialia parlialia 

uncis includendo aut non includendo, prout isla reduclio facta est aut non facta 
esL habetur, si i et k inter se diversi sunt, 

(SR\ dH | BR / a/f \ SR 

Va«i‘V _ 8^) ‘ 5^’ Vö«<’V ~ dap‘ 

Üesignante R Determinans 

R = -S - + a\ . . . . a<" ) , 

coustal per nolas Detenninantium proprielates, si aequationes (17.) locuin ha— 
beanl. eliani fieri 


18. 


unde 


9R 

ttj?' 


ÖR 

a^j’ 


0 'Hi 


r*h 

... . *« 


IQ ( dR \ — •' dR 
\da\‘>) ~ 'da^' 




ioIhi fildljv 
ftr 

ttei'.i fihirr 


Gum in symbolis adbibitis variationes dajjp vel datp ab ipsis «|' ) independentes 

sint, ex aequntionibus (17.) non etiam varialionuin aequalitas sequitur, unde in 

formandn Delcrminantis variatione pro diversis baberi dcbenl daSp et d«*** vel 

* 1 

16* 
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Jaff et Ja^, ideoque post instilutam ipsius R varialionem (lernuni aoqualio- 
num (17.) usus faciendus est. At observandum cst, in Determinantis variatione 
binorum elementorum et a ij** varialionum lantum summam obvenire, cum 
per (18.) et (19.) habeatur, 

Quae formula docet, in Determinante R etiam ante eius varialionem inslituendam 
poni posse a<° = af ) , modo ipsi daf — £ä< l) tribualur valor | d«^}. 

Quoties igitur aequationes (17.) locum habent sive fit 

d(f, d(p h 


dJf k) dx™ ’ 


valebunt adhuc aequationes (16.), e * s * Determinantis elementa ad numerum 
inter sc inaequalium revocentur, dummodo staluatur 
dy,- , d<P t 
J m k~ l ) ' 


20. | 


' dx] 


..dl — tJa^f 


Xdiif + Jatp. 


(Juod si igitur aequationes differentiales proposiiae (14.) ita comparatae 
sunt, ut habeatur 


dg. 


dxf*> ' 
. Ö( Pl 


dx [M ‘ ] 




T 


dt = ).d. 


Öff; 


afr*r 

designante K Constantem, evanescel variatio J dubiturque Multiplicatur 

d <Pi dy, 

„(»»,) 


M = U* + _£.%. 


dtp» 


dx K f'’ öjW 9x n 


.(«•») 


Cuius proposilionis npplicatio infra dabilur. * 

Observo ipsum R pro Determinante funclionali haberi posse; erit enim R 
fnnctionum y,‘, <p 2 , .... g n Determinans, si solo altissiraa differenlialia etc. 

pro variabilibus sumuntur quaruin respectu Determinans formetnr. Quaruni vtiria- 
bilium valores cum supponamus ex aequationibus (14.) peti posse, non fieri potest 
ut Determinans R identice evanescat; alioquin enim functiones <p,, <p 2 , etc. earum 
variabilium respectu non a se invicem independentes forent. V. Comm. de Det. 
Fund. §§. 3 sqq. Si vero per ipsns (14.) evancscit Determinans R, id indicio 
est, duo valorum variabilium systemata inter se acqualia evadere, unde aeqna- 
tionum praeparatione qoadam opus est cpia radicibus duplicibus liberentur. 

. Iam praecepta generalia variis applicabo exemplis. 
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Do Multiplicatore syslematis aequationum differenlialium linearium. 

§. 17. 

Proponantur aequationes differentiales lineares priini ordinis, 

^ = a\x,+ + a:*, 

dr t 
1. / dt 


+ a:x h 


X, 


r/f 


= A^x^ApXi -\-A^x n = X n , 


quarura Coefficientes A solius t functiones designant. Systematis aequatio- 
num (1.) Multiplicator M dofinitur formula differential!. 


d log M _ jcLl^ . f)A\ 
dt te>x t * dx t 


unde 


2. 


= - {A\ + A” 


1 dXn > 


Hac formula cognito M, sequitur e §. 15. , si aequationes differentiales linea- 
res (1.) per quascunque n — 1 aequationes integrales , n — 1 Conslantibus 
Arbitrariis affectas , ad unicam aequationem differentialem priini ordinis 
inter duas vartabiles reducantur, eius quoque ul/imae aequationis Integra - 
tionern per Quadratur as absolvi posse. Quod hactenus non constabat nisi 
aequationes quoque integrales reductioni adhibitae lineares erant. 

Aequationibus (1.) alterum systema aequationum differenlialium linearium 
coniugntum est, 

'■&■= -\4ri+A:y,....+Af;> y , 


3. 


<2j 

dt 




dYn 


ä , = -tA:y l +A; y ,.... + A<»y,). 

Aequationibus (1.) rcspective per y,, y a y .... y n atque aequationibus (3.) 
respeclivo per x n x 7 , .... x„ mulliplicatis omniumque aequationum prove- 
nientium additione facta, termini ad dextram positi omnino abeunt, expressio 

ad laevam autem fit differentiale uggregati x t y t -|- x 9 y, -f- unde 

integratione facta eruitur, 

4. • • = Conal. ' • : • 
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Quot hobentur aequationum (3.) soluliones particulares, tot fomiula (4.) sup- 
peditanlur aequationum (1.) Inlegralia, et quot habenlur soluliones particulares 
aequationum (1.), tot eadem formula suppcdilanlur aequationum (3.) Inlegralia. 
Aequationum (3.) Multiplicator invenilur 

’ . I*. 

unde binorum syslemalum aequationum differentialium linearium inter se 
coniugatorum Multiplicator es M et N valoribus reciprocis gaudent. 

Funclionum y l2 y 2 , .... y„ denotemus n systemata a se independen- 

tia per 

>■<*) V -<1) v(I) 

••••/,» i 

tribuendo successivo indici superiori k valores 1 , 2 , .... n. Unde aequatio- 
num (1.) proveniunt n Integralia buiusmodi, 
fi== 

designantibus «, , «, , .... a n Constantes Arbitrarias. Sccundum Mulliplicatoris 
definilionem, initio buius Commentationis adhibitam, fit 

5 M = 2 + 1 » 0 f n 

• ' • -Jx-'dx , ••••ätr > . 

= 2±y\y^... yM ; 

Unde obtinetnr formula, 

6. 2 + y\ y 2 . . . . y* n > = e —f\-*\ + A*-'-+A < C\dt 

Quae sic directe demonstralur. 

Designante enim R Determinans ad laevam, fit 

iR = s:s -5tf ! d r'" : . ■ 

= - it, 

extensa duplici summalione ad omnes indicum » et k valores 1,2,.. n. 
Summando primum indicis k respectu, evanescunl termini in A' it A " etc. ducti 
praeter eos qui in A\ 0 ducuntur, 

J(0 ( dR , . dR „ . dR , a . 

1 I d/f + dt . 

= -AW.Rdt, 

sicuti notis Determinantium proprietatibus patet. Hinc altera sommatio indicis i 
respectu instituta suggerit, * ... 

— . . 

cuius aequationis integratione formula (6.) obtinetur. 
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. Si aequationes differentiales lineares proponuntur qnae altiora quam 
prima differentialia involvunt, secundum §. 14. (5.) slatim earunj quoque Mul- 
tiplicator obtinelur. Brevitatis causa duas tanlum consideremus aequationes, 

d p x ! j d ‘ r ' [ 4 dT~ l x 

AS-j-Al Ja ••••*! "p—l 


dt P 


tf 1 T 

1F 


dl”- 1 


Aj . dx | .4 

■“ & “j“ "i ~Jf~ • • • • T t ' 


df P-i 

+ay+B- t i 

in quibus Coefficientes A, A , etc. solius t functiones designant; fit earum 
aequationura Multiplicalor, 

M = + 

Fonamus, addendo aequationes (7.) respective per X et u multiplicatas produci 
aequationem per se integrabilem : secundum condiliones integrabilitatis fieri debet, 


^ = _ + r+urggfo* .± ( ii+ j»; 


8. 


dt*-' 


dt p “ 2 


w«* . + </*’"’ 

quod esl aequationum differentialium systema proposito coniugatum. Quod, si 
p et q inter se inaequales sunt, non ea gaudet forma qua §. 14. supposui 
aequationes differentiales exbibitas esse, videlicet ut allissima differentialia in- 
veniantur per inferiora ipsasque variabiles expressa. Si p~>q, nt ea forma 
obtinealur, aequalio posterior p — q — 1 vicibus iteratis differenlianda est et 
aequationnm ope provenientium eliminanda sunt e priore ipsius p differentialia 
superiora (y^l)*". Hac eliminatione priorem aequationem novi non ingre- 
diuntur termini ( p — l)’° ipsius X differentiali affecti, unde in ea immutatus 

jp- 1 \ _ , 

manet unicus terminus differentiale ■ . implicans, 


dt p ~ l 


-A 


dT'X 
*-*• di*-'' 


l 


d } 


-i . 


Porro in aequatione posteriore unicus exlat terminus ipso ^ affectus, 


-B 




<f—i 


<r 

dt q ~ 
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Unde secundum §. 14. aequationum (8.), diclo modo praeparalarum, eruilur 
Multiplicalor 

JV = + 

Videinus igilur, bina quoque systemata coniugala (7.) et (8.) Multipücatoribus 
reciprocis gaudere. Simililer pro pluribus aequalionibus demonstratur, in sysle- 
mate coniugato per eliminaliones, ad formom normalem oblincndam instituen- 

das, hos non mulari terminos qui valorem ipsius -jp- afficiunt, unde facile 
sequilur, binorum systematum coniugalorura Multiplicatores semper evadere inler 
se reciprocos. 

Observo, formam normalem aoquationibus (8.) conciliari posse sine 
differenliationibus et eliminationibus , cum oarum loco hoc palcat subslitui 
posse svslema aequationum differentialiura linearium primi ordinis inter 
variabiles, 

= -{A^i+4_r+i , ), 


~rr Mp-i * ■+■ + *1} . 


9. 


dt 

d /-p — i 

dt 

dt 

du t 


= -{Al+A'A, 

= — { + B 'i-y .« + < w i} » 


-fr = 


.. 


- -{**+»»• ■ 

Acqualioues (9.) eodem gaudent Multiplicatore N supra invenlo. Quod ad- 
notari meretur. Nam valor supra inventus A Mtdliplicatori aequationum (8.) 
conveniebat supponendo eas Iocum lenere aequationum diiTerenlialium primi 
ordinis, in quibus praeter t, u pro variabilibus babeanlur 

dX d*X 

w i . .. 


du d i fi 

TC' "c/T 5 “’ 


( *. 


" dt«- 1 ’ 

dum aequationes (9.) sunt inter t, X, t u aliasque variabiles 


/'D'i j x? 

» . I ft’l J Pl ? • • • • Pg—l • 
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Aliis aalein variabilibus inlroductis vidimus in secundo Capile mulari Mullipli— 
calorem, videlicel eum di vidi per novarum variabiliuin Determinans, ipsarum 
formaluin variabiliuin respectu quarum loco introduclae sunt. Unde, cum utriquc 
nequationum systemati idem convenial Mulliplicalor N, sequitur, si quantitales (ß.) 
per f, X, u cl quantitates (.4.) exprimanlur, Determinans quanlilatum (ß.). 
ipsarum Qd.) respeclu formulum, aequari Conslauli, ac reapse aequale inveni- 
tur unitati. . 


4 . % 

» ä 


1 


Aequaliones differentiales sccundi ordinis quarum assignare licet Mulliplicalorem. 

Exempln Euleriana . 

. # i * ■ i * *i | 

§• 18. 

l’aullo immorabor applicalioni Iheoriae novi Multiplicaloris ud acqualiones 
diiTerenliales secundi ordinis iuler duas variabilcs, qui csl casus simplicissiinus 
post acqualiones diiTerenliales priiui ordinis, ad quas Eulerianus Mulliplicalor 
referlur. Ac primum per iheoremala §§. 14, 15 tradila patel, 

h ' JV ' »*' proponalur aequatio ^ i |-ß = 0, in qua A solius .r, 




ß utriusque x el y funcliones quaecunque sunt, ntque inteyratione 

i ^ • 0 ' 3 * ■ • ' « s ! i 

prima eruatur — - ==* v, desiynunle u variabiliuin x el y el Constantia 

* Arbilrariae a f\tnctionem, fort alterum Integrale, . 

$ Je fAdx .^(dy —udx) = Const " 

Quantilatem sub maiore inlcgralionis signo esse dilTerenliale complelum, sic 
verificari potest. Nam ul aequatio differentialis proposita provenial differen- 

tialione aequationis = v , locum habere debet aequalio identicu, 


<? 


I » 


dx 


*:\ 


du l^Av+B = 0 . 


dy 


Qua ipsius a respectu diiTerentiata et per e fAix multiplicata prodit, 

S.r rAJx ^ d.e fAdx uS^~ 


ic . 

■ » 






* ^ 




dx 1 dy 

quae est conditio requisila, ul quantitas 

e 

differentiale complelum sil. 


= 0, 


* i.ftiltlflll»' 






■ • 

* « 




17 


Ni 
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Generalius e §§. 14, 15 sequitur, si proponalur aeqnatio, 

\ . \ 

in qua el q> et B variabilium x et y functiones quaecunque sunt, atque 
integratione prima invenlutn sit =«, designante u variabilium x ei 
y et Constantis Arbilrariae a functionem , fieri aequationem inler x el y 
quaesitam, 

2. fe* *^(dy — udx) = Const. 

Aequationis (1.) tracfavil Eulerus specimina quibus ei integratio prima successit 
(Cf. Calc. Integr. Vol. I. Sect. I. Cap. VI. pgg. 162 sqq.). At aequationcs diffe- 
rentiales primi ordinis, ad quas ea ratione pervenit, tanta irrationalitate erant 
impiicalae, ut de integratione directa desperans alia artificia circumspexerit. 
Alqne missum facto Inlegrali invento conligit ei, aequationes differentiales secundi 
ordinis propositas differenliando alias deducere lineares, Coefficientibus con- 
stantibus affeclas, quarum nota integratio propositarura quoque ei suppedilavit 
integralionem completam. At per antecedentem formulam (2.) illarum aequa- 
tionum differenlialium primi ordinis quamvis complicatarum assignare licet Mul- 
tiplicalores. Adiungam ipsam variabilium separalionem , qua elucescat, revera 
adiectis iüis Multiplicatoribus aequationes sponte integrabiles fore. 

Exempla Euleriana forma paullo generaliori exhibebo, quod sine calculi 
compiicatione fieri potesl. 

Exemplum I. 

. - ~ “ C:r = °- /. . 

(Jb et c Constantcs.) 

Secundum Eulerum aequationis propositae fit Integrale primum, quod 
si placet differenliando comprobare licet, 

Ät£)‘ • 

c y' b 7 y 7 x — 2bc yx 7 c 7 x 7 — a, 

designante « Constantem Arbitrariam. Cuius aequationis resolutione eruatur 

. dy 

= y* = •’> 

designante v radicem aequationis cubicae 

3. p 3 -f bxv 7 -\-y(by— 3cx)v 

-f -}- b 7 y 7 x — 2bc yx 7 -f c 7 x 3 — a. 


* - 
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Comparando aequationem differentialem proposilam cum (1.) fit 

<p — 21ogy, e f — y\ 

unde secundum (2.) invenitur alterum Integrale 

— = f^-(Y d Y— vdx ) — Consl - ' 

Fit aulem e (3.) 

dv 1 

da 3wo-f-26.r — 3 CX)" 

Vuem aequationis ydy—vdx — O Multiplicatorem esse, propter ipsius o irra- 
tionalitalem non facile cognoscilur, et minus adhuc separatio variabilium in 
promlu est. Quam sic assequor. 

Aequationem (3.) bene vidit Eulerus hac ralione exhiberi posse. 

4. f-f'.r = *» . 

posito. 

f = v-\- ly-\--j-x, 


5. 


r — *>+*•>* +■£■*» 


f"= v -\- l "y-\--£7- x ’ 


designanlibus A, A', A" radices diversas aequationis cubicae, 

6. A J -j-6A — e = 0, 

unde A- j-A'-{-A" = 0, AA'A"=c. Ex aequationibus (4.) et (5.) sequitur 

df _ df l __ df“ __ dv^, . 

~§a da da da 


— ff+pf+tf' 

unde expressio 

ydy — vds - ' . 

ff'+ffVt? 

fieri debei differentiale completum. Invenitur autem e (5.); 

A(f-n = (A'-A")(rfy-Arfar), . 
d(f"—f) = (A" — A) ( dy — Vdx ), ’ 
d{f-n = (X-~V)(dy-l"dx), v , 

f ) + at • er' — /") + 

— A.(y dy — vdx), 

siquidem ponitur 

y* = A 5 (!' - A") -f A rt (A" - A) -{- A' rt (A - AQ 
. . Ä (*_A')(A — A")(A'— A") = 0, 

17 * 


r -*♦ 


* 
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atqne adnolatur fieri • • 

X 3 (X‘— X") -f X' 3 (X" — X)- J- X" 3 (X— X 1 ) 

= A(X+ . v. ■ ‘ 

Hinc snbstitutendo X"= — (^-fV) fit i 

A{ydy-vdx~) = l [(f'+f) ir~ifr\ 

■ ' - i'i (r+rw-ä-rn, 

unde denuo substiluendo, quod e (4.) sequitur, 

d.rr = -r *£-, <irr=-rr i fy- •• v 

ydy — vdx _ 1 \Xdf‘ X'df\ 

' • rr+rf+ff ~ r»* 

Quod per se integrabile est atqne nihilo aequiparatum integralumque suppeditat : 

. l 

quod allerum Integrale est. 

Exeraplum II. ; 

+** ( 77 ) ~ «y'+ b *' - c = °. ....... 

1 '(*> b f c Constantes.) -*• 

Secundum Eulerum huius aequationis iutegratione priuia obtinetur 
ydy — vdx — O, designaute v radicem aequationis biquadralicae, 

7. (aa—tb)y 7 — 2(abx 7 -\-av 7 — bbxv)-\- ( c ~* gl + t)1 ) * = 

atque « Constantem Arbitrariam. Coinparando aequationeni differentialem pro- 
posilam cum (1.) fit 

<P = iogy, e* = y, 

imde e (2.) eruitur nequatio integralis inter x et y quae 9 ita , 

fy^\dy-ud A = Cons,. 

Ponamus a = X-\-X\ b — XX abit (7.) in hanc formam, V 

a (1 ^ \'fy* — 2 {Ä (p -Vx) 7 -f *'(*> —Xxft' 

+ j c^uv-4^ r = g 

1 t y ) • 

Ponatur ' . . . * 

* * t • » # . *, • . \ ' 

. ». 9. v — X'x ==■ {X — X‘)p, y v — Xx =p (V — X)p‘. 


unde 

10. 
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* * 

* = P-\-p\ v = ** + *>'» 

,, i /,/ # /(AA'hr /, ,,, , v—^\XX')x 

^v\i^ p — px=7F *•.• 


abit (3.) in hanc aequationem, 

• • «• j'+bV+v-*^ 

= 2 {*/>*+*>”+ 2(1— Jt-j. 1 ■ 


' i 


llinc fit 


siquidem ponitur 
13. f = 


12. r = V(«-f 


_ü I c ■■ ./ — g I £ 

L — A')’ T 2(X — A') ’ 4{A— A')* ’ 2 (A' — ?.) * ' 


4(A— A')* T 2(A — A') ’ ‘ ’ 4(A — A') 1 

E formulis (9.) et (13.) sequitur ‘ . ■ 

, ' dp dp ' 1 dv 

ai~ = -dir = a'^^’ • 

d« • i . 

. . - • • . • . d« “ T da ~ 4(A — A')* ’ • ‘ ’ . . • 

uade e (13.) obtinetar, - , > 

* 4 * 1 dv ■. 1 

y 'da ~ « CA— A') \X'p‘ /(*+ A p p) - Xp ✓(«' + X'p'p')\ ’ 

y * 

qui fieri debet Multiplicator aequationis ydy — vdx — 0. Ac reapse inveni- 
tur e (10.) et (12.), * • ’ > 

r*r-**’ = t^+^+^.+W 

-{ :+ h »p . . + *>- . } 

— (Wk+*>>)-*> 7 (‘+w| 7 VWWFF> 1 - 

Unde per factorem (14.) atque substilutionem (9.) aequationem differentialem. 
y dy — vdx = 0 , in aliara mulamus, in qua variabiles separatae sunt, 

- / d P d v‘ __ () *. 

V(e + Xpp) /(«' -f X'p'p') 

C-uius integratione prodit: 

- ■ - - '• + = Consl. ■ ■ ■.•• •• 

•• . - i *■ |^A'»^+ t* •. • . ,h .* . •* < ... 

Ponende autem . - ~ . .. 
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(y'i + y'AOy + r-ftfU')* = A, 
(Jl-Wy+v-Kll')* = B, t 

(v'W^r-’ + iW* = c> 

fit e (10.) et (11) post calculos faciles, 

V* P-\- + 1-PP) — 

+ = 23^7- 

Unde aequatio integralis inventa sic exhiberi potest, 

(AC-c / 1 J 

ubi ß est nova Constans Arbilraria atque quantitas v, quae ipsas A, B, C afficit, 
est radix aequationis biquadraticae (7.), porro A et A' sunt radices diversae 
aequalionis quadraticae X 2 — al-\-b = 0. 

Integrationen! bis duobus exemplis praestilam eliara assequi licuisset 
ponendo cum Eulero dx — ydt, et aequalionem differentialem secundi ordinis 
exemplo primo propositam semel, exemplo secundo propositam bis differentiando, 
ita ul t pro variabili independente habealur. Quo facto respecüye pcrvenitur 
ad aequationes differentiales lineares terlii et quarti ordinis, quae CoSfiicienÜ- 
bus gaudcnt constantibus notisquo methodis integrantur. 


l>e MuJtiplicatore systcmatis aequationum differentialjum vulgarium quod mcdiante solutione 
completa unius aequationis differeniialis partialis primi ordinis integratar. 

. . §• 19. 

Systems aequationum differentialium vulgarium proponatur hoc, 

dg , __ dtp 
dt dp t ’ 


dt 


dt 


d Pt ’ dt 


dg„ 
dt 
t IV 
dt 


dtp 
ÖPn ’ 

_ 

Pl dpi 


dp„ 

dt 


Pi 


dtp 

dp* 


i dtp 

±Pi 

dtp ) 

ldq t 

d v\ ’ 

i dtp 

4- » 

dg> l 

(ö</ t 

T Pi 

drr 

\ d<p 

! n 

dtp 1 

\dq n 

1 P " 

dvr 

■’+P 

dtp 

n 8 P r 

X 

• • • • 

In, 

K Pv, p„ 


ubi tp est functio quaecunque quantilatum y,, 

Designante M aequationum (1.) Mulliplicalorem , secundum formulas nostras ge- 
rales fit . ... 
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d\ogM 

dt ~ ~ 


d '9 | js-j d'V i „ d t( P 

dpid'n ' IdqiBpi rr ' dVd,t 


dV 


,JrPn TF : i 


tribuendo indici » valores 1, 2, .... n. Unde reieotis terminis se destruen- 
tibus obtinetur, rfiogjtf dw- 

*' dt ~~ n dy 

Ouae evanescit expressio si (p ipsa V vacat. Quoties igitur functio ip ab 
ipsaV vacua es t, uequationum (1.) Multi plicat orem unilati aequare licet- 
Aequationum (1.) habetur Integrale unum, • 

3- <p = A, . • . 

designante h Constantera. In ea aequatione ponatur 

sv _ dr • •• . _ ev 

«7i’ 


4. p t = 


/V 


dqS Pn ~ dq n ’ 

obtinetur aeqnalio differentialis partialis primi ordinis, in qua V est funclio 
quaesita aique q t , q t , .... q n sunt variabiies independentes. Faciamus in- 
Yentam esse eius aequalionis differentialis partialis solutionem quamcunqve V , 
dico aequationes (4.) totidem esse aequationes integrales, quibus aequationes 

differentiales vulgares (1.) gaudere possint. Nam differentiando ex. gr. earum 

* d V 

primaro p,«=Q et substiluendo aequationes differentiales (1.) prodit, 

& d* F dtp | dtp | „ dtp 

dq, dtp ' dpi ' 1 P 


= 0. 


Bq t 1 " ÖF 

Cui aequalioni satisfil subslituendo ipsorum p„ p 2 , etc. valores (4.). Nimirum 
e suppositione facta aequatio (3.) identica evadit subslituendo (4.) solutionisque 
V valorem , eam autem aequalionem idcnticam ipsius q t respeclu differentiando 
prodit aequatio in quam abh (5.) per aequationes (4.). Itaque aequationes (4.) 
vna cum ipsa aequatione, qua V per </, , q 7 , .... q„ definiri ponitur, con - 
stifuunt systema n -|* 1 aequationum integralium idque täte e quo differen- 
tiando ipsasque aequationes differentiales propositus substiluendo deducere 
non licet aequationes integrales novas. Sciiicet aequationes provenientes (5.) 
per illas » -f- 1 aequationes idcnticas fieri vidimus. . ^ 

Gonstans /< ubi servat significationem generalem ingredi debet solutio- 
nem quamcunque V unde, data V , differentiale quoque partiale ^ assignare 
licebit, quod per z designabo. Erit per (1.), (3.), (4.), 

'• • ß v d* V dtp Bq> 

, ' ’ dt dh dqi dpi . dH 


dtp 

dT z 


— i 

1 aK v> 


• • 
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Si solulio V aliquant involvil Constanlem Arbilrariam n atque ponitur ~^ = y, 

similiter erit 


dy N . d* V d(p _ 8 ff 

(tt da d(ji 'dpi da 


dp v _ j?JL v 
a v r ~ d v>" 


BV 


Scilicet functio <p , substituendo datam soiutionem V atque ponendo p,-=^- 

identice aequatur Conslanti h idcoque post eam substitutionem differentiata ipsius 
h respectu unitati aequatur, dilFerentiata ipsius « respectu evanescit. E (2.} 
el (7.) sequitur, 

d logAf = — «rflogy, • • • » S * 

ideoque fit 

8. yM = (§T)V = ft , 

designanlc ß Coustantem. Haec forniula docet, Mulliplicalori M compelcre 
valorent qui per aequationes integrales (3.) et (4.) aequelur quantitati • 

Observo adhuc, e binis formulis (6.) et (7.) sequi 

- y dz — z dy — y dt, 

tinde. designante U functionem quantitaium y et z homogeneam rationalem 
( — l) 1 ’ ordinis, assignari potent integrale fl)d(. Si soluh'o V plnres Con- 
slanles Arbitrarias involvil, totidem habebuntur aequationes (8.), binarumque 
divisione obtinebunlur aequationes integrales, inventis (3.) et (4.) accedenles. 
Si functio <p ab ipsa V vacua est ideoque M = 1 , aequationes (8.) per se 
sunt aequationes integrales. 

Si habetur solutio completa V—F, u Conslantes Arbitrarias «, , «, <t r 

BF . 

involvens, poniturque =t/ ; , fit systema acquationum intcgralium completarum. 

.. BF „ BF .. BF 

(), p t — 0 * 

-'-~ß t = Q, . .. . 

Un ' 1 Hn 


\F—V- 


- 9. 


dV. 


* i 

0, 


/?,=<), 

«n 1 


- p. 


designantibus ß, , /?,, .... ß„_, alias Conslantes Arbitrarias. Si ex his aequa-, 
tionibus petunlur valores quantitatum h, et,, ß ;t) atque functionum ns aequi- 
valentium formantur Determinantia purtiatia, in quibus una quantitatum 
/»,, V pro Constante, reliqnae pro variabilibus habentur, ea aequare debent 
quanlitates ad dextram aequalionum differentialiuin (1.) positas, in Mulli- 
pticaforem ductas. Supersedere resolulioni aequalionum (9.) et inmiediate 

functionum F — F, p t etc. suinere possumus Determinantia parlialia, 
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_ 

dunnuodo ea di vidimus per earundem funciionuin Delerininans, quantitatum h, 
, fti respectu formatum. Qua de re Cap. I. egi. Determinantia functio- 
nalia hie obvenientia in alia simpliciora redeuni, proplerea quod quantitales 
F, Pii Pty • • • ' Pn hmta« in »-J-1 prioribus aequalionum (9.), quantitales 
/?,, /*,, . ».. Innlum iu n — 1 posterioribus, singulne in singulis repre- 
henduntur. Sic Delerminans, qunnlilalum h, a,, ß { respectu formatum, quod 
per V designabo, aequatur Determinanti funclionum ab ipsis ß L vacunrum, 
'*'*;«*" dF dF dF 

* ö 7,’ öq,’ m&mqp'ß 

solarum li et , a 7 , a„ respectu formato. Delerminans partiale, in quo 

q„ pro Conslanle habetur et quod per (qj designabo, aequatur Determinanti 

aIhMIMI i . * K fl ti/lf Ai 4 ^ • 

funclionum 


Jh «t 
Mn ^ Mn 


Mn— | 

Mn : 


formato solarum respectu q, , q,, .... q„_, . Per theorema aulem in Commenl. 
de Determinaniibm functionalibus comprobalo, quod Determinantia spectat 
functionum communi denominalore praeditarum, ßt ui'ntf&Hr t»T oft 

-«»«• m«(l»r>Sr.. ofo) = u-" Q, = »£)“"<?„', «I*«-**»» 

posiio *.**»•*■ 

, 9m, 5m, 3m„_, ^ • . 


Q n = 


r* *3 • I • »' 3 

cf/, 


•/i i 


ubi formantur Delerminontis Q„ termini permutando omuimodis functiones ff 


u,. 


il 

u . Substituendo aulem valores u,= -^- et differentiationum ordi- 

deti 


dF 


nem invertendo sequitur, Detenninans Q„ fieri Delerminans functionum 

dF dF 

3q, 5 


gfi dF 


d q% ’ * : V dqn-. ’ 

quantitatum « t , « 2 , .... a« respectu formatum. Iam aequalionem identicam, 

/ n „ dF dF d F \ 

7^ •••• 7-» ^ jy) = 

^ JP 

diflerentiando respectu quantitatum Ä, a, , er,, .... a„, quibus ipsae JP, * — etc. 

- . • 

afficiuntur, scribendoque F et p, ipsarum F et loco, obtinentur inter in- 

'. cognitas el aequationes n-}-l lineares, quarum resolutione invenitur 

d<f 0. 


.V . «r.vt — 

• i = Wiwr 

• * v Ö/»n <3aJ 


unde 



18 


. » 


• * 


Eadem ratione generaliter, nbi vocamns (y ; ) functionum (9.) Delerminans par- 
tiale in quo y, pro Constante habetur, invenitnr 7: • *’ 

: . . r (7*1 ffljF}-" dV' •/•-* 

. * V* '£«#■» ’ dpi ’ ", . #- . ■ ,'i 

Vocando W functionum ■ . * . - • 

BF BF BF 

wr ^ * * • • ^ 

Delerminans, quanlitalam a,, a. , .... a„ respectu formalura, earundem n-j- 1 
aequalionum linearium resolutione eruitur, ■ - . 

,d<jp _ W . • . - 

- TT — v ' 

• # ' • . ' • . 

Functionum (9.) Delerminans partiale (p„), in quo p n pro Constante habetur, 
aequatur Determinanti functionum 

, BF u. 


H, 


I 


‘ t. Bf* ’ Mj, ’ ’ * .’.*.* U n * . * . 

quanlitalum y,, y,, .... y„ respectu formato. Invertendo autem ordinem dif- 

^ P 

ferenlialionum in diiTerenlialibus ipsius atque similes adhibendo formulas 
carum quibus supra (y„) ad Q„ revocavi, redit K(p n ) in differentiam Deler- 
minantis P„ functionum \ 

gr BF BF BF 

* * öy,’ öy*’ 

quanlitalum y„, a,, a,, .... a, respectu formati, atque Determinantis functio- 

BF 

nalis modo adhibiti W per ^ — mulliplioati , sive fit 






Adiiciendo autem n-j-1 aequalionibus Iinearibus commemoratis aliam prove- 
nientem ex aequatione <p = k, quanlitatis y„ respectu differentiata, ernitnr per 

«liminalionera quanlitalum ... . . • 

^ B V 1 Bp x Bp t 1 , Bp m 


Ende fit 


v§t+ p --°- 

r> . • ' 


(/»-) (dF)-tP, m (BF (-■ \B(f> , B<f\ 

eademque ratione oblinetur generaliter, ubi (p,) est functionum (9.) Deterrai- 
nans partiale in quo habetur p t pro Constante, 

(Pj) f Bq> , „ 3<f\ 


• * 
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Quae paullo difficiliora orant indagatu. Postrcmo foncdonum (9.) Determinans - 
partiale (K),' in quo habetur V pro Constante, aequale erit funcüonura 

* , , jfi W | flj fl»— | * 

• * * • • • • • , ■** 

H n J . U H U n 

» • 4 * *....* 

Determinnnti, quontitatum q , , y, , .... respectu formato. Quod adhibendo 

notationein supra traditam ßeri patet - . '• ? * ... 

* . . - . .fr. . dF , vi 6 F . » i dF . . 

• . <9. = 5?. k<,,) + äfe (?,) : + 3£ <♦*>’ . 

unde secundum (10.) invenitur: 

ia.: SD- (!£!->,!*+,,!£ 

V lo«,l t f/», ' ' op t , , 1 r d/ij • . • . 

Formnlae (10.), (11.), (12.) docent, funclionnm ad laevam aequationam (9.) 

positarum Determinantia partialia aequari quautitatibus ad dextram aequalionunr 

( d F)~" ... ” ’ ’ ’ 

differentialium (1.) positis. per factorem communem j^j-j nmlliplicatis. Ea 

Determinantia partialia aulem sunt ut difiereulialia dq ; , dp t , dV. Unde ante-, 
cedenlibus continetur demonstratio directa, aequaliones differentiales propositas e. 
formulis (9.) differentialis per aequationum linearium resolutionem fluere easque 

Multiplicatore gaudere jg— j , qnalis e forraula (8.) oblinebalur. Quam de- 

raonslrationem hic breviter indicasse placuit, cum ad illustrandam Determinan- 
tium theoriara faciat. 

- V * 

Casu quo <p ab ipsa V vacua est cum cognitus sit Multiplicalor, videa- 
mus, quid sit quod ea cognilione lucreinur in exemplo simplicissimo quo «==?. 
Tribulo Constanti h valore particulari , substituamus aequalioni <p — h aliam 
qua ipsins valor per y,, q t , p t exhibelur, ita ut aequationes differentiales 
proponantur sequentes , ■ ‘ . 

. 13. dq i :dq l idp l e= — 1 : — 

Quarum Multiplicatorera palet unifuti aequari, cum summa differentialium quan- 
titalum ad dextram, respeclive secundum q n q 19 p i sumtorum, evanescat. Unde 
si post primam integrationem exprimitur p v per q t et Conslantem Arbitra- 
riam a, secundum principium ultimi Multiplicatoris fit alterum Integrale, 

i4 - - ° < * ,t , i . .... 

Sub integrationis signo haberi differentiale compietum, e Lagt angiuna aequa- 
tionum differentialium partialiiun theoria sic probatur. Nam cum expressis p t et 
P% pe r ft et fa ßeri debeat p i dq l -\-p 2 dq> l differentiale compietum atque p 2 per 

. ' - • >:.•/ 18 *"’ • . 
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* (jr,, q } , /; t expressum delur, pro p t lolis sami debel quantitatum q t et -q, funclio 

quae satisfaciat conditioni, . - : f ;• *>U 

• • j£i dp * öp ' — dp * — n ' ■ • ' 

dq t dpi ' dq t :$f lx * , 

Quälern funclionem , e theoria aequationum differentialium parliaüum primi - 
ordinis lineariutn constal, e quocunque Inlegrali nequationum differentialium 
' vulgarium (13.) erui, Quod nbi Conslantem Arbitrariam a ünplicat, eandem 
,implicabunl valores ipsarum p t et p t per q t et q 7 exhibiti , qui expressionem , 
p t dq l ~\-p,d</« integrabilem reddebanl. Qu8e sccundum Coristantem « dtffe- 
rentiata rursus prodire debet expressio inlegrabilis, sive expressio 

dPi i« | '9p% d a 8p * \da ' dPi da * ' • 

evadere debel differentiale complelum. Q. D. E. Simn! videmns, Integrale (14.) 
obtineri aequiparando novae Constanti Arbilrariae differentiale partiale solutionis 
V—f\p v dq^p^dq^, ipsius « respectu suinlutn, id quod cura supra cxj • 
positis convenil. ■ • , * . 


/ 


' • 


.♦ 


* *- 


De Mottipiicatore aequationum differentialium vulgarium systematis quod mcdiante soluliotte 
completa problematis Pfajfiani integratur. Condilioncs ut aequatio differentiaiü» vulgaris 
linearis primi ordinis inler p variabiles per pauciores quam \p aequaliones integrari possit. 

L . ■: . §• 20. . 

' . t Probloma Pfaffianum voco inlegralionem singularis aequationis dif- 
forentialis linearis primi ordinis inler nnmerum variabiUnm parem per semisseru 
aequationnm fmitarum numerum. Sit aequatio differeniialis singularis proposilt», 

1. 0 = X t d x t *j- ATj dx 3 . . . . *-|- ACjn, d jp»», , ,, * 

. designanübus X v , X 3 etc. variabilium .r, , x 3y .... x 9 „ Funcliones quascunque. , . 
Qua integrata per ntimerum »j nequationum , totidcm Constantibus Arbitrarii» 
affectartim, deraonstravi Diar. Crell. Vol.XVH. pgg.148 sqq., praestari in- 
legrotionem completam systematis aequalionum differentialium sequentis, * . 

* V ®l,2 ^ a t,i d X 3 . . . . f ®J,7« dX 3)n 1 


[X dt 

■ **> -* + <**.• — + «M. i*i\ 


. * 


'S» 


>nt 


, 5<W > * 

Xinft a l ^ m dx l a tt3m dXi 


3- «i,* = 


BX S * ÖX k . 
jixk ‘ B'i'C? & r 


0. 






i \ 1 
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Dedi in Diurio Crell. Vol. II. pgg. 354 sqq. resolulionem algebraicam ge- 
neralem aequationum linearium ad instar aequationum (2.) forniatarum. Cuius 
ope exhibilis aequalionibus difTcrenlialibus forma proportionum nobis usilata, 

4. dx x : dx 2 : d j? Jm =. A x : A 2 . . . . : A , m , 

invcsligemus fornmlain qua aequationum (4.) Multiplicalor delinialur sive Valo- 
ren) expressionis 


dA, 




i dA 7m _ 4 dlogM 


dx, 1 öj -, * 

Auspicabor ab aequationum linearium (2.) resolulione quae sic proponi potesl. 

„ Derivenlur de producto VA& # . ’ ' f, ) • . 

n i,i 0J,4 « " >X * ' VJ. «»V 

nlii similes tcrmini, mulando indices 2, 3, .... 2m — !j?m respeclive in 
3, 4, ... . Qm, 2, eandemque indicum commutalionem repetendo, donec ad ler- 
minum primitivum redilur, id quod soggeril 2 m — 1 lerminos di versos. En ratioue. 
indicum cerlo ordine proposito, si quisque eorum in proxiine sequentem, ullimus 
in primum mulnlur idque repetilur dum ad ordincm indicum primitivum reditur. 
dicam indices cgclum percurrere. PosUpiam e producto proposito 2 m — I ter- 
mini dcducli sunt per cyclum, quem indices 2, 3, ... . 2 m fccimus percurrere. 
rursus in eoruin terminorum unoquoque ponamus indices 2 m — 3 postremos cyclum 
percurrere, unde nanciscimur terminorum numerum (2 m — l)(2m — 3). In eorum , 
terminorum unoquoque rursus ponamus indices 2m— 5 postremos cyclum percurrere, 
erit terminorum di versorum provenienliuin numerus lolalis (2m— l)(2m— S)(Qm— .Vj. 
Ita pergendo donec postremo soli tres indices postremi cyclum percurrant, pro- 
ducta 3.5 (2m — 1) ex uno proposito deducla erunt, quoruin omnium aggrega- 

ttim R vocemus. Sil ex. gr. m = 3, erit R aggregalum qvindecim terminorum, 

fl l,l a S,* a i,i "fr a i,-> % *|* °l,-i 

C ^ a ‘> i a *> ,J 4" a i,i “*,<• jjvjj "‘»3 a *‘ 7 

. "f* <*1,4 a i,V, *!■},* ■{■ ö|,4 U i,i **i,6 |‘ ft l,* n i,i ^«,5 

: 4. • T 4“ a *5 **<1,3 Ä 4,? 4 a ‘> i .. . 

*|" a *|6 a ‘i* **4,« “1“ ®».4 a i,i 4” **»,<> ^. 5 1 

quoruin quinque in prima verlicali ex eorum uno derivautur, identidcm mutando 
indices 2, 3, 4, 5, fi in 3, 4, 5, 6, 2; terni iuxla positi indicibus Iribus poste- 
rioribus cyclum percurreutibus ex uno eorum flutuit. Aggregalum R fit deno- 
minator communis expressionum nlgebraicarum quibus valores incognitnrum ex- 
hibentur. Numeratorum auteni Coöflicientes, qui ducunlur in terminos ad laevant 
aequationum linearium conslitutos, sunt ipsius R diflerenlialia, qunnlitatum a ix 
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” - ■ . ■ ' - • •' * . « * , 

respeclu sumta, ita ut aequationum (2.) reaolulione proveniant valores, 

V d X , ^ BR y b II -jr 

“dt ~ - * •• 


5*. 


R ir? r Xl 


6R 

B<h, 


,2 m 




R 


dx 


ln 


dt 


b R y i d R y M 

~ d«,, 2„ ‘ 


Aggregalum R gaudet proprietalibus plane analogis earum quae de Determinan- 
Ubus circumferuntur. Quarum gravissima ea est ut binüt indicum ] , 2, . . ., . „)«i 
tnfer se permutatis simul omnes ipsius R t er mini valores opposiios in- 
duant ideoque ipsum R in valorem opposilum abeaU Porro fit 

BR . _ BR , dR mX * *•* 


> . 


• ß » dn | on 

6. R = a hiJ —+a 1 j 7r - r 

J . » < ••*.. . °®l,i O Ö2,i 


:*; ,Taa -'*5SS» .• 

et quoties i et k inter se diversi sunt, „ 

— /•> dR i BR . SR 

• • 0 — rt i,; 3 ) a t,: 3 • • • • i 3 , • * - * 

’ oai,j 1 • 7 • oihmjt ’ 

ubi terminus in ductus ommittendus est. Designanlibus i, i', i" etc. in- • 
dices inter se diversos, si sumunlur differenlialia parlialia 

.V* - BR S*R 


etc. 


. r *. * ’/ 

v - 9 


- ea erunt aggregata ad instar aggregati Ä formala, respeclivc reieclis Coeffi- 

• cientium binis, qualuor etc. seriebus cum horizontalibus tum verticalibus, eritque 

g ■ . B'R • - - B*R- ^ S*R - ' . • • 

ö «>, i' Ba ,», ,»« 5 Oi t ,« 3 ai »», h 5 ,»« ö a,-. ( ,•« ‘ * 

• • ’ • * - , ' i 

His rebus praemissis, quarum demonstrationem aliis relinquo vel ad alium locum 
relego, Multiplicator quaesitus sic invenitur. Sequitur e (5*.), siquidem signo 
snmmutorio snbscribunlur indices quorum respectu summatio instituenda est. 


9. 


unde 


R~{ = .4, =5 z*JL x 
dt „ da a ,i 


10 . 


.. C II 

, , I V BftaJ ct/f aX* 

Ix^T Bx x '”'T dx, n * öxi • J S«“‘ ~37T 

. » •* . ' * • ‘ - •• t 


BR 

BOe,! 


-.1 


libi indicibns er et i tribuuntur valores 1,2, 2«, solis ommissis valoribus 

i=~n. Examinemus formulae (10.) summam priorem. Aggregat! 


SR 

öu a ,i 


cum 


terminus nullus afficialnr elemento enins alter index est a ant i, fit r 
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d. 


an 




dam.i y. 8' R dm,i 

dxi ' k,i d«a,i d(tk,i' dxi ’ 


* , , (2w ”■ 2)(2iÄ"”3) * 

summatione dupllci ad omnes combinationes extensa, quibus 

indices k et / valores obtinent et inter se et ab ipsis a et * diversos. E for- 
' mula anlecedente sequitur, 

dR . • ' ' - . • 

a*R 


a. 


Z 

i 


dag t i _ 


^ 

öx! i,i,i da a ,i d ak~i‘ t)xi ’ . . • 

ubi indicum i, k, I valores in quoque termino sub signo summatorio et inter 
. se et ab indice a diversi sunt, ipsi • valores I, 2m conveuiunt, bi- 

norum k et / valores non inter se permntari debent. Unde triplex summa 


da k j 


conflatur e 


<2ro— l)C2m-2)(2m— 3) 
1.2.3 


terminis huiusmodi, 


• • d*R | dai,i [ ; . 

’ ■ . ' ’ • * da a ,id<n t i.\ dxi ' dxk ‘ dxi ) 1 

j qui obtinentur sumendo pro indicibus i, k, l ternos diversos ex indtcibus 

1,2, c — 1, a-f^l* . . .i 2 m. At substituendo quanlitatum a, t k valores (3.), 

ternorum terminorum oncis inclusorum summa, 

' » . 4^4-4^- -.V . . 

, \* ’ .* 5 dxi • dx/t 1 dxi \ 

identice evanescit, ideoque pro quoque ipsius a valore fit, 

dR ••••’■" \ ; 

* - . . * V '„I 

= 0 , 


< o 


'•C » 


a. 


11. 


i, / i > ... 


dxi 


sive forraulae (10.) prior summa evanescit. Aiterius summae valor facile in- 
venilur permutando indices « et i formulamque (6.) in auxilium vocando, quae 
• summata pro Omnibus indicis i valoribns suppeditat, . r .'•••*• ■* ■«. 

dR 


Za. 


Hinc enim fit, 


a,i 


“- 1 dt 


= 2m. R. 

» 

■ K 

dXi\ 


dR dXa i V dR fdx a 

Bi< da a ,i‘ dxi , * a ,i da ai i\dxi dx a > 


J. £ . 0 . 

a, i ' 


UlR. V.> 


Unde iara formula (10.) in hone abit, 

d A, , ä /I, 
d jt, * dx t 


12. ^ -f ^ . . . . 4- = mR. 

1 ' dx 


rflogM 


Cuius formulae pars laeva cum secundum (5.) et (9.) ipsi — R — ^ — aeque- 


< 

*• 


; 
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tur, aequationum differenlialium (4.) Multiplicatorem staluere licet - 

13. M = e~ mt . 

Docet ea formula , aequationibus difTerentialihus (4.) compiete inlegralis ad 
eruendam relationem inter t et variables x, nulla amplius opos esse Quadra- 
tura. sed valorem inlegralis _ 

S === Const. ••• • • * » -•» 

^xhiberi posse per logarithmum Determinantis functionum quae Constanlibus 
Arbitrariis aequantur. * • . • 

w iSf . A Ponamus quod seraper licet X 7n — — 1 sinlque Coöflicientes reKqni 
omnes X n Xj, X 7 „_, a variabili x 7m vacui, redit problema Pfaffianum 
in hoc, ut exprtssio differentialis 2 in — .1 variabiiium ( \ I<T .. 

* t « ' " 

X, dx | T-X" 2 dx 2 .... . . 

per in — 1 aequationes finit as reddatur differentiale completum dx 7m . Sci- 
licet ea re effecla, oblinetur m" aequatio per solas Quadraluras, 

x 7m -f Const. = f{X, d x x -J- X 7 d x 7 . . . . -j- X 7m _, dx 9m _,}. 

£o casu evanescunt omnes quantitates d i>7m ideoque ipsum qnoque dt, unde 
aequaliones differentiales (2.) in bas abeunt, 

0 = * -f- a Ii7 dx 2 -j- Ux^dxj . . . . -|- i dxf rwh _ t , 

14 - J ^ ==== * ~l~ ^2,3 ä&i • • • • ■{■ I l 1 . 


it 


. • » ■ • .1 • 

0 :=: 0 7m .i i3 dX 3 * 

Duarum una e reliquis fluit, sicuti sequitur summando aequaliones respective per 
k » ^ j| QJL 

multiplicatas. Evanescentibus a iy7m evanescuut 


' BR 


da,- , m \ B ’ oa*»-!,!« 

et ipsum R et omnia ipgius R differentialia *0 quibus neuter indicum i 

et k ipsi 2m aequalur. Undo e (9.) fit, *. " I'-» istjvvr.. •« 


A — dR A — ÖK ' 'jL 


ÖÄ 




5«j, 


2m 


da,,,« ’ ' • * * ^ I - 1 “ \ 

A im = JK, A t -j- X 7 A 7 X im _, A. 2m __i . 

Cum A 7m a variabili x 7m yacua sit, formula (12.) abil in banc,. 

15. 


B A , , BA t , BA 7 ,n - 1 


Bx x dxim * * “ 






Ouae docet, aequationum differenlialium quae e (14.) prooeniunt, 
16. dx 1 ; d x 7 « . . . t dx 7m —i — -d| • A 7 ..... 1 

Multiplicatorem aequari unitati. • • 


* ^ 
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öx," ' 


-<r Principium Ultimi Multiplicatoris applicetnus exemplo simplieissimo quo 
m ==.‘2 sive quo aequaliones difTercnlialos proponuntur, • ) rtf 

. j . dX, BX t ÖX , BX t dX, 

. öj-, öx, öx, da-, da, 

Inventa per primam integrationem variabilis x 3 expressione per x., x, et 
Conslantem Arbilrariam a, secundnm principium illud fit altera aeqnalio integralis, 




öx. 


m 


Quantitatem sub integralionis signo difforenliale completuin esse, sic verificari 
polest. Subslilula variabilis x 3 expressione per inlcgralionem primam inventa 
in formula X l dx l -\- 7C 1 dx 7 -\:X i dx i , obtinetur •. ,./.?/ 

(*. + z 4^X d *‘+ + f M f% • - 

Eadem expressione subslituta in aequationibus differenlialibus, prodit aequatio, 

>dX, dX\ öx, j ö A", dA~, | ■ öq-, > dA, ö A , | 

da-, dx, dx, iöx, öa-, f ' dx. 2 <dx, öx, 1 ’ 

quae est conditio ut formula difierenlialis antecedens sit differentiale aliquod 
completum dx 4 . Si ipsius x, expressio implicat Constantem Arbilrariam a, fil 




= 

Ö« 


, — *±LLdx, 


da 


ob» 


K vf 


r 

• v 


öx, j 

1/3 AT, 

r*X. 

da jj 

t\öx. 

* dx. 

öx, I 

(d‘X, 

ÖA*. 

Öa ( 

'öx. 

öx, 




HHHP, ' 

Unde sequitur, quod propositum erat, quantitatem sub integralionis signo aequari 
differentiali complelo, videlicet dilferentiali 


d.X.^-d.^ 

aa 




■ ’ j * • ’ 


Öa • ,«=» ■' $ .<# 

yuod si igitur functio x 4 inventa est, aequalionem integralem (18.) sic quoque 
repraesentare licet, 

- J '‘ £ Consl. 


19. 




da da 

• (June de formulis quoque gencralibus deduci poluit, quas loco cilalo tradidi de 

19 . 
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aequationum differentialium (2.) systemate per solutionem completam aequatio- 
nis (1.) integrando. Qaa de inlegralione hac occasione novas ad dam propo- 
sitiones novasque demonstraliones sequentes. . , ' 

; . * $. . . •• • ' , \ 

Ac primum comprobabo propositionein, ei aequalio differentialis singulari e 

,20. X v dxy^-Xydxy . . . . -\-X p dx p = 0 

integretur per m aequationes quascunque, earutn ope fieri, ut de quibusque 
m e nvmero p aequationum differentialium sequenlium , 

X | dt - — * dx^-^-a,^ dx-y . . . . *•{- a, t pdXp , 

Xy dt Oy t I dx I * dXj . » » • "J* dX p 


21. 


X p dt = a Pt i dxy -|- a Pt y dx 2 - {- a PtJ dx , • * 

reliquae p — rn sponte fluant, ipsis a kk , designantibue quan/ilates 
Cuius propositionis demonstrationem sic adorno. 

Designo ' 

. ’ per A, A' etc. indices 1,2, ..... Wj , . * 

per *, »' etc. indices wi-j-1, »i-f *2, '. . . . p, 

• per k , k' etc. indices 1, 2, 3, .... p. 

, Aequando x k ,x iy .... x m quibuscunque reliquarnm variabilium ;r m+ ,, *•••• x P 

functionibus, abeunt aequationes (21 .) in sequentes: 

22. : 0 = u k = X k dt — Zb k> , dx , , 

siquidem statnilur, 

Ponamus porro 
24. 


• -f «*,» a.r,' ttk > 1 






j v dx m . y 

T Am dxi. T 


eril substituendo (22.): 
posito 


29 . + “>•••• + |^ *"+*<■ = 


*• ** = §SA‘+§Sa. • •••.•+ §£ 4 --+ *-.< 
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Subsliluendo ipsorum j valores (23.), induit valorem sequentem, ^ 

I ~ dd/i , dxt, I v 8 xi. dxh' 

27. c,,; = + + 

sive reponendo quantitatum a l valores, *pii«i ’pfqgpK 

28. 


-V ' 


0X;. 

C, '- , — 8 Xi 

SXf . 18 Xi. 

8xp .* A 'd.TA 

ÖXa» 

C?JE>» 

dxh | 
dxi ‘ t 

/. .. _ ^ 

TV t*' " 

i ( 8 A /,» 

8 Xi, 

| 0XA 8 Xh 3 4 

' }f> r > .AÄK» 

8xh- 

i 8-r; ’ dxp ‘ 


ÖAT;{ ö.r A 


Includamus uncis diflerentialia parlialia, in quibus solae Xi sive x m+l , x m+ii — q 


pro 


pro independentibus habentur alque quanlilates x h sive x { , x 2i 
earum functionibus : erit 

/ d A"A _ dXk | ^. dXk dxh M*V 

\8xi f 8 Xi ' k 


29. 


linde 


rnataür 


A ' ÖXi ’ 

|'30. .v=(|#')~(|f) + f|(|f)|t-(M?)^}- 

Iil quod sequitur, indicibus h et W in summa duplici 2 ^xk ,nler se 

permutalis nec non in (29.) scriplo /*' ipsius /< loco. Liveulam autem ipsius 
e,, , expressionem (30.) ope formulae (24.) sic exbibere licet, 

3.. 


reieclis qui se mutuo deslruunt lerminis, 

d*xh 






8'xk 




8 xi dxf' 


h 8 X;> 8 X{ 

Ouo ipsius c, si valore subsliluto in (25.), eruimus formulam, quae vulet quae- 
cunqve sin/ quanti/ates x,, reliquurum x { functiones, 

3 a - + 

Ounnlitatibus x h per variabiles x t expressis cum fiat e (24.) 

33. AT, ilx t -J- dx% . . . . -j- X p dx p = dx mJ , i -}- v m dx m + ....-: v r dp, 

* . . . • . 

si per m aequationes, quibus quantitales x h per variabiles # M+I , x mt . 2 , .... x p 
determinanlur, nequatio differentialis (20.) inlegratur, singuli termiui ad dextram 
foruiulae (33.) per se evanescere debent, sive fieri debel 
34. 1 == *’w+'2 === *V r= 

l'nde eliain aequalionis (32.) pars laeva evanescere debet sive, scribendo i 
ipsius i' loco, pro quolibet ipsius i valore fieri debet, 

3 x, tj | 8 x t J." i dx„ 


s j!” 1 °' 

■ V u: s.^ •,*-**. 


« • 

f 


*«• . • 148 — 

• • . " ^ ^ 1 " . 0 *• 

Quae formuln docet, si per m aequationes integrelur aequatio differentiolis (20.). 
earum aequalionum ope fieri, ul ex aequationibus 

ff, = o, t /5 =?= 0 , .... U m = 0 

reliquae 


• flMj 




^m + l 0, M m+ j 0, 


Up =? 0 




sponte fluanl. Q. D. E. 

Si p~^> 2 m f inler coefficienles X,, X 7 elc. cerlae quacdam locum 

habere debeul relaliones, cum delerminando m funcliones x , , • • • ■ J ’m 

satisfieri debeal pluribus condilionibus , videlicel p — m aequationibus, 


jäp* 

- 


0 




dxj 

dx\ 






ÖXi 

(hiac relalioues obtineri possuni e formula ( 32 .). Nain secundum eam for- 
inulam aequationibus differcntialibus (21.) sive aequationibus 
«,=;(), 1/5 = 0, .... « p ==0 

satisfil per numerum ‘ 2 in aequalionum, videlicel per tn aequationes, quibus 
j-,, j;’ x m per reliquas variabiles delerminanlur, alque tn aequationes dif- 

ferentiales «, = 0, f/5 = 0, . , . . u m = 0. Unde inter quantitales X n X, elc. 
Inles locum habere debcnl relaliones, ut de p aequalionum ( 21 .) numero 2 in reliquae 
p — 2//j sponle fluanl sive, ope 2 m aequationum differentialium «,=(), »/,= 0, . . . . 
u !m = ( ) elimiuatis- 2 tn diflerenlialibus dx^dx 2 , .... dx Jm , reliquae// 2//i acqua- 
liones differentiales, tt5„ 1+ i = 0 , *» lm+2 = 0 , .... = 0 , identicae evadaut. Se- 

cundum observalionem olim a ine factam in Diar. Crell. ^ ol. TI. pag. 357 , hae 

p o tn aequationes post eam eliminntionem formam induunt eandem at<[ue pro- 

positae (21.), videlicel formam buiusmodi, 

t\dt— * /i,a /m dx im+l . . . . -f fi jP -ttndx p . 

t\dt — fi,i dx 1m + t ♦ dx im+3 . . . . 

. - . 


Vf 


Fu-t, n dl =f dx 2m -f /* !>-?«,? dx 7m+2 


• * J . 

— p -/ rn w~ § • — ' ■ » ' r » - 

ubi f. k — — f \ Quac aequationes ul identicae evadaut, evanescere debenl et 
p - 2 « quantitales et Al quantitales ß*. Unde /oci/m //«- 

here debenl ty— 2 n ^ ( r ~' 2,n + 1 ' conditiones ut aequatio differenlialis linearis 
priini ordinis inler p variabiles (20.) per m <C. Vp aequationes inlegrart possil, 
eaedemque sunt condiliune s quibus effivilur , ul p aequationes lineares (21.) 
ex earum numero 2 tu fluanl. Si p = 2 m -[- 1 , prodit una conditio iam a CI. Pfa([ 
olim exhibila, quae si tn = L notam conditionem integrabililalis suppeditat. Si 
p= 2 m.+ 2 i locnm habere debenl tres condiliones, quas pro m = 1 nccuratius 
examinemus. 
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Sit igitur proposilura iudagare conditiones, nt aequatio differenlialis linearis 
inter f/uutuor variabiles, 

35. X x dx l -\ Xjdxj-^Xydx^-^X^dx^ = 0, 
unica aequatione inlegrari possit. Qua aequatione si exprimltur una variabilimn j:« 
per x,, x,, 0*3, proposita (35.) idenlica fieri debet, id quod aequationes poscit 

sequentcs* ( . # 

., ß dx t X, dx t A, dx t _ A*. 

■*<>• jjr = — -v-’ 7T7“ — 1t ’ Sr. — X. ’ 


r 3 


A 4 


Ä7’ 


Secunda et tertia earum aequationum suppedilat, 


•> 

jm 


yi y 


jax 4 

A. 

öA’ 4 ] 


a 4 

* 3 j \ ! 

|3A 4 

A, 

3A 4 ] 


a 4 

*öx 4 l 


öx» 

j 3A t 

<öj-, 

\ BX t 

ldx t 


mn 


Xf 

X t ’ 3.i\ < 


a, 

A r . 


•dx 4 i' 


Unde ponendo «,,* == -|^ — similesque aequationes de tertia et prima, de 

prima et secunda aequationum (36.) deducendo obtinenlur tres primae aequa- 
lionum sequenlium, quibus duas alias addidi ex iis provenientes, • » 

!() — # ^«3,4 • ,* 

0 — «4,3 Y, * *> * 

ü = «3,4 -f «4,1 *Yj * *f a ».5 .l.ifK»* 

0 — «3,1 A' 1 -j-«i,3 Xr-f «3,1 * 3 •/•»J'. 'i- 

0 = «7,3 «1,4 -f «3, 1 «3,4 -}" «1,3 «3,4 • .. « **» 

Ad easdem autem relationes secundum propositionem generalem supra conditam 
pervenire debemus, si quaerimus conditiones ut quatuor aequationum linearium, _ 
X,dt =< . rf- « 1 ^ 4^3 ~l r #* 1 , 4 d aV, 

X^dl — <h,\dXt * + « 3,3 dx 3 + « 3.4 ^ *4 3 

; K ** x, dl = «3,1 dx,?j- «3,3 dx* * "}r«j,4 dx 4 , { >,. £ 

^ — «4,, <*x,-ffl4.3f/x 2 -f« v rfjP J * -.-V 1 «•> 4 . 

binae e duabus reliquis Duant. Quod re vera fieri, facile comprobatur. Aequalio- 
num (37.) quatuor primae sunt notae conditiones integrabililalis aequalioriis dif«5- • 
ferentialis linearis primi ordinis inter tres variabiles, ex eadeiu aequatione (35.) 
provenientis si successive (*,, x„ x„ x 4 constantes pouuntur. Qunluor illarum 
aequationum ternae cum quarlam secum ducant, sequitur, 4* tres aequationes, 

Xt tfxj-j- X 3 dx 3 -\- X+dx 3 = 0, 

X t dx l -}- X} dx 3 X^ dx 4 - — 0, • 4t 

4, r Xi dXi -j- Xt dx 3 -\- -V, d.i\ = ü, 

habitis respectice x,, x„ Xj ;;ro Constanlibus, conditioni inteyrabilUuiis 


'■x* 




¥ . 


' i« 
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4 

# 



4 
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sathfaciant, hunc quoque aequalionem , v I 

-i', A, dx,-\- X 3 dx 3 = 0, .*» • 

•vi in en x, pro Conti ante habealur, condilioni inlegrabililalis sa/isfacturam 
esse, nec non aeqnalionem , X i dx,-\- X 7 dx, -}- A 3 d x 3 -}- X 4 dx, — o. in qua 
ornnes qtialuor quanfitates x t , x t , x 3 , x 4 variabiles sunt, unica uequalione 
integruri posse. Ul ipsa absolvntur inlegratio, opus eril integralione completa 
Irium aequaliommi differentialium primi ordinis inlcr duas variabiles, id quod 
simili rnlione demonslralur alquc in Irnctalibus Calculi Integralis probatur, ad 
integrandam aequalionem dilferenlinlem linearem primi ordinis inler tres varia- 
bles, condilioni inlegrabililalis satisfacienlcm , requiri inlegralionem complelam 
duarum aequalionum differentialium primi ordinis inler duas variabiles. Quae res 
in tractatibus ila propoui solel, ul alleram ne condere quidein liceal aequalionem 
difl'erenlialem , nisi iam anten allera complete inlegrala habealur. Al observo. 
si aequalio differenlialis inler tres variabiles x , , x,,x 3 , condilioni inlegrabililalis 
satisfaciens, esl A, dx, -j- X, dx, -j~ A 3 dx 3 = 0, pro duabus aequalionibus 
inler duas variabiles integrandis sumi posse bas, quae separalim traclari possinl. 
X { dx l -\-X 9 dx, = 0, X"dx->-\- Xj’dxj = 0, 


quae e proposila proveniunl, prima habcndo x t pro Conslanle, secunda po- 
nendo x t = 0. Scilicel posl integralionem secundae in locum ipsius x 2 sub- 
sliluenda esl ea quanlilalum x, , x,, x 3 funclio, quae per inlegralionem primae 
acquiparalur valori variabilis x, qui ipsi x, = 0 respondel. Simililer, si pro- 
ponilur inlegrare aequalionem inler qualuor variabiles, 

A, dx, -|- A, dx, -j- Aj dx , -J- A \dx, = 0, 
conditionibus (37.) locum hahenlihus, pro tribus aequalionibus inler duas va- 
riabiles, quae integrnudao sunt, sumi possunt sequenles separalim traclandae. 

A, dx, 4 - X, dx, = (), A" dx, fA, ü dx y = 0 , Ar dx 3 -\- Aj” dx, = o, 
in quibus designanl Aj' et A“ valores iu quos A, et X 3 abeunt pro ,r, — Q. 
porro A 3 °" el Aj” valores in quos A 3 et A, pro x, — x 7 = 0 abeunt; deinde 
in prima acqunlione x 3 et x 4 , in secunda x 4 pro Conslantibus habcndae sunt. 
Inlegrala tertia aequatione, ipsi x 3 ea substitueuda esl quantitalum x, , x 3 . x, 
functio, quae per integralionem secundae aequat variabilis x y valorcm ipsi 
x i = 0 respondenlein; ac deinde ipsi x t ea quanlilalum x, , x,, x 3 , x 4 functio 
subslituenda esl, quae per aequationis primae inlegralionem aequat variabilis x, 
valoreni ipsi x, = () respondenlein. 

l’roposilis p aequalionibus difiercnlialibus vulgaribus iuter p 1 variabiles 
quibuscunque, aequationes m inler ipsas variabiles sunt integrales propositarum. 


f 


4 
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si efficiunt, ut hanira numerus tn e reliquis p — m fluat; porro tale constiluunt 
aequalionum integralum systema, e quo per differentiationem aequalionumquo dif- 
ferentialium subslitutionem aliae novae non obtineanlur, si earum adiamento non 
plures qnam in aequationes differentiales e reliquis fluunl. Antecedentibus vidimus, 
per in aequationes, quibus integrelur aequalio differentialis vulgaris linearis inter . 
p variables (20.), üeri ul e p aequalionum differentialium vulgarium (21.) nu-* - 
niero tn reliquae p — in sponte fluant. Unde si p — i/i=mi sive p = 2m, qui 
est casus probleinalis P/'af/iani, sequilur, qvaxcunque m aequationes, quibus 
integrelur aequalio differenlialis linearis priini ordinis inler 2 tn variobiles, 

0 = A, d x i -p Aij dj, AI Jm rf. r 2m , 

haben posse pro integralibus systemalis 2 in aequalionum dilTeroulialiuni vulgarium, 
ACj dt = dxi *J- dx j . • • • "| ■ ^i,im d X’2 m 

ex iisque per differentiationem novas deduci non posso aequationes integrales. 

Si m <Z iP atque aequalio (20.) integrari polest in aequalionibus, vidimus p - 
aequalionum (21.) tanlum 2m a se independentes esse, reliquas p — 2m ex ns 
sponte fluere ; unde ex arbilrio iis addere licet/» — 2m aequationes dilFerenliatcs, 
ul habealur systema p aequalionum differentialium inter p -j- 1 variabiles. bo casu 
aequationes m, quibus aequatio (20.) integrari supponilur, rursus haberi possunt 
pro aequationibus cius systemalis integralibus, quaecunque sint p — 2 in aequationes - 
differentiales ipsis(21.) ex arbilrio adiectae, cum illae m aequationes efficiant, quod , 


e(32.) sequebalur, ut m aequationes differentiales M m+1 — 0, — 0, , 

ex aliis systemalis aequationibus differcntialibus, M, = 0, M,=0, . . . 
obtineanlur. 

Designantibus A, etc. quascunque variabilium x ,, x 7 , 
.functiones, quoties aequalionum differentialium, 


0 


M m = 0 


dx. : dx , 


dx p — 


Ali . . . . • ^ 


7»’ 


dantur aequationes integrales m, quarum differentiatione aliae novae non prodeunt, 
eammque ope exprimuntur x t , Xj , . . . . x m ut functiones variabilium 


* 1 • J 




ferentialium partialium linearium priini ordinis sequenli, 

dx. i • m dx. 
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eas functiones salisfacere constat systemati aequalionum dif- _ 
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t)ua de re pluribns egi in nlin Commenlatione Dior. Crell. Vol. XXIII. inserla. 

' ‘ Systeme (38.) ita est comparalmn nt in qnaque aequatione ciusdem functionis re- 
perianlur diflcrenlialia partialia secundura diversas variabiles independentes sumlaj * 
atque dilTerentialia partialia diversarum funclionum secundnm eandem variabileni 
. independentem in diversis aequationibus sumta eodem afficiantnr Cocfliciente. 

• Kiusmodi systematis hoc, a cuius solnlione problema Pfiafpanum pendel, 

39. = 0, p w+i = 0, p 7m = o, Ur 

qnodammodo inversum est, siculi e functionis p, expressione (24.) palet ; qnippe 
in quaqne buius systematis aequatione diversarum functionnm dilTerentialia repre- 
hendunlur secundum eandem variabilem sumta, atque eiusdcm functionis differen- 
'tinlia, secundum diversas variabiles independentes in diversis aequationibus sumta, 
eodem afliciuntur Coefßciente. Secundum antecedenlia e systemate (39.) sequitur 
aliud eins inversum formne systematis (38.). Nam ubi nequaliones (2.) ad for- 
’mam aequalionum (9.) revocamus, sequitur ex antecedentibus, rn aequationes 
quac systemati (39.) salisfaciant sive quibus (1;) integrelur, ipsarum (9.) fieri 
aequationes integrales, quarum differenlintione aliae novae non prodeant, ideoque 
easdem systemati aequalionum (38.) satisfacere. Unde haec oblinelur 

Propositio. 

»E systemate aequalionum differeniialium parlialimn linearium primi • 
'• , ordinis huiusmodi, 

d J ' I IV o X , IV 


39*. 


= * 

X m+ , = X t 

t, '! 

• • • • • « 

X, m == x t 


djCm+l 

dx, 


1x„ 


■P m + 1 

dx t 


dx 


m + I 


*+5 ~ dXm+3 


dx r ■ « i 

L V c>.>Pt 


• 4 Y 

"7 m dx„ 


+5 


» 


* 1 '• 


j rt (i 


dxi m 


+ Xi- 


ox lm 




dx„ 


dx im 


hoc sequitur a Herum fortnae quodammodo inversue, 
A, = A. 

V • • 

• A 2 = 


m+ ' dx m+l 

A dx * 

m+1 öx m+1 




dx„ 


n ’ + ' dx m+l 
dXy dXy 


A 

dx, 

-LJ öx, 


dx m+2 


dx. 

I a dx, - ' 

dx m4 . 2 

• » , 


• • 

• 

^ • • • • 

X m +i 

dx n 

1,4 ÖXm ' • 

d X m+1 

* / • 


♦ . 


ubi, posito a M . = ^ ac designanle B aggregatmn, e 1.3. 5:.. 


f 



' : . . (im — 1) f er mini s huiusmodi 

*i,j * • _• • 

ratione su/ira descripta conflatum, fit 


Öfii,* “ 1 1 d(h,k 

omisso termino in X k ducto .” 

Huius meniorabilis proposilionis si demonstralionom cupis ab aequalionum dif— 
ferentialium vulgarium consideratione independentem, rem sic adornare licet. 

Sil rursus 


0j = “T"** 

OJi ct iv oj., •>,.■! 


ac designantibus 


y> Yf. 


b Xt V „ 

V • -Sä 

Jim - . * • 

. % .%• J , , 1 i, 

• quantitates indefinitem , ponatur * ■; » _ w - 

U K = X k . y — a t> | y t — y 7 • • • • y'im a 

' , r ÖXA . ÖXA _ÖXA 

ax am yim ’ 

M t = I 1 -f- <**-,! • • • • "jj - a k,m Y m • 

Eodem modo atque (32.) probavimus, demonstratur, quaecunque sinl x,, 
x 7 ', .... x„ reliqnarum yariabilium x m+1 , x m+J , .... x, m funcliones, fieri 


- *»: 


c?x 

öx, 


= «ir+f 


su- 


a ’** a h * » 


Partes ad dexlram signi aequalilatis evanescunl, ubi pro x,, x 2 . 
muntur functiones satisfacientes m aequationibus », = 0, qnae sunt ipsae functio- 
nes in theoremate tradito propositae, quas a se independentes esse subintelligo. 
Hinc si quantitatum u k expressiones subsliluuntur atque staluilur 
r dx , | dx t 

= ~öTi ai > h ^~ö^ a, ' h ' 

sequilur per tn aequaliones c, = 0 obtineri m seqnentes, 

40 0 ^ llf Ut ‘ +4*? Um a, * v 

*j" ^;,l 5 1 “1" V • • "f" ^i," • 

Supponamus. quantitatum indefinitarum y, f y etc. functiones lineares U„ U 7 , .... 
U. im a se independentes esse, sive quanlitalem, supra per R designatam. 

— fll'2 .... öjm— l,2m 

neque per se neque substituendo functionum X* valores evanescere. Quae se- 

Jv 
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cundum supra trndila est conditio nt nequatio 

X x dx l -\-X i dx i -\-X im dx- !m = 0 

non pauoioribus quam m aequationibus integrari possit. Eo casu etiam m fuuctio- 
nes ipsamm F,., F,, .... F m lineares, quas per ff, designabo, 

F -j- L; )t Fj -f F.« F. = /f , 

a se independentes erunl, sive non dabunlur factores ab ipsis y * independentes 
>! t , ;.j etc.-, qui efficiant . . • . . :1 

fl m x| “j“ . . . . -{- X m = 0. 

' Narn si eiusmodi danlur factores, secundum (40.) aut x t , x 7 , .... x f non a se in- 
dependentes sunt aut dolur nequatio inler functiones lineares U L , U,,.... U m . quod 
utrumque contra suppositionem est. Fnnctiones autem a se independentes H w+I , 
H m+t , .... // 3m omnes simul evanescere non possunt nisi simul evanescunt 
omnes F,, F 2 , .... F m . Iain igitur cum pro ipsarum y, y t etc. valoribns 
y == fl> y \ === F 5 y i == F 1 .... y im = A 2m 
omnes simul evanescant £7,, Uj , .... £7 2m , siquidem qnanlilatuni A l7 R va- 
lores sunt ipsi in Proposilione tradita assignati, ideoque omnes secundum (40.) 
evanescant //,, pro valoribus illis omnes quoquo F,, F 2 , .... F m evanescere 
debent, sive pro ipsius h valoribus 1, 2, .... tn fieri debet, 


0 


A 


dxi, 


A m +i 'V 


dxt 


l m+2 


dxy 

t)Xim 


l 2m •) 


ÖXm- f2 

quae est propositio demonstranda. 

Propositionis anlecedentis pro casu simplicissirao w»=2 hoc addam exemplum: 
„Ubi semper ponitur a arß = -^ L — ex aequationibus 


*ß 

- a'j = x, + x !>I ' 


dx t 


dx t ? 


'H 




i dx t 


dx 4 


fluunt scquentes, 

<h,* F -f- Fi -f «(j F 


F -j” ö l,4 F -J- #», | A 4 

dx. 


5 («a, 4 F 4~ a M F 4“ °i,j F) ^ r * 4" (*%,* F 4" ä »,j F 4" At F) »V . 5 


• 1 

Si />>2wi alque variabilium independenlium x m+7 . 


x„ functiones 


n 




ar* Ha delermjnari possunt, ut p — rn aequationibus t> f = 0 satis- 
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iacianl. habciitur comp Iura syslemuta aequatioauin diNcrenlialium pariialiuui, 
ad inälar aequalionuni (38.) formata. Videlicel c numero m aequatiomun 

t>, = 0 , u 2 = 0, .... v p = 0 

per Proposilionem anlccedentem deducere licet allerum m aequalionuni difle- 
rentinlium partialium syslema (38.), eaquo ratione aliud nliudque syslema (38.) 
obtinebilur? 1 prout aliae p — “2 in e p — in variabiiibus indepcndenlibus Oonslan- 
tium loco habenlur. ‘ 

Ponamus iain esse x ti x 3 , .... x m variabflium x m+ i, x m+3 . . , y . . x [t 
iunclioncs involcentes Constuntem Arbitrariam a, silque 

• . . ‘ ^ ■ ' \r d X | i y Ci X , t y S Xm ^ ^ . 

41. iv — ••>•+-*- da ’ . . > . 

porro * ‘ • ' «tj*. ■!**■»& 

_ y ö *a j. y x x B *« v r fw * f* 4 *.-* 

t/ji — dl — {ö| t i dxi dx 3 . . • "f - dx^ 


— Xtdi-äX^^gdm^.^dx, ....-f- ß r ' 2***^*^®. 

v ,, , v , , v ax A ax A/ , * ,yK l 

= X k d(-dX rx _ </x. T - - a --. ’ dx . dj i- 

Qnae ubi snbsliluunlur in formula, '<■•{#*'*] 

4m — { I#. <* A 't t cg^ •. $*** .«^1 

ax, i v jöj, 

«r - 


-*('*#*;* WO"* 1 ' 

-«^UV Wt*’«#/' 

• * * 

oblinelur 







* . » 


a; 


42. 


da dxi 

öx , i ax, i a x» 


</«-•-!« </' + ■+ • • • • -f *" 

_ v WdXA , v [/ax,\ ÖXA r Y ■ A I , ■ - 

^ , ( V ca ) 1 T L' da ) dxi ^ dadxi\\ ‘ ‘ 




siauidem uncis dilTerentialia parlialia includendo inuuilur, mile dillerenlialiones 

substilulos esse functionum x,, x 5$ x m valores. Si m nequaliouibus, qui- 

bus X,, x ? , x m dcterminantur, integratur aequatio, 

. 0 == X i dxy *j- X 2 dxt . < . . X p d P* m f v.* ■ 

20* 
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# * 

iocum habere debent p — tn aequationes P; = 0, unde aequationis (42.) dextra 
pars evanescit sive fit * . ' 

43. ^u m =■■ 0. 

1 da * da 1 du 

Si p^> 2m, vidimus supra, m aequatiouibus illis fieri ut de m aequalionibus 
difTerentiaiibus i/ A = 0 fluant p — m reliquae tt, = 0,.ita ut m aequationes illae 
sint aequationes integrales systematis aequationum differentialium m* = 0, qua- 
rum p — 2tn e reliquis fluunt. Formula (43.) docet, si insuper inter variables 
(j a; m+1 , ar m+5 , .... x p statuatur aequatio to — ße 1 sive 

, 44. X,2£.+X,^-....+X .^ £ = ' 

designanle ß Conslantem Arbitrariam, ipsas tn aequationes differentiales «* — 0 
in earura m — 1 redire, ideoque (44.) esse novam eiusdem systematis «* = () 
aequationem integralem. Si m aequationes, quibus aequatio <■ 

X, dx k -f- X 2 dx 2 . . . . -j- X p dx p .= 0 

inlegratur, plures involvunt Constantes Arbilrarias, per (44.) tolidem obtinentur . 
systematis u k — 0 aequationes integrales, quas divcrsae ingrcdiuntur Constantes 
Avbilrariae ß , et e quarum binis per solam divisionem eliminatur /. Quae 
manent aequationes integrales, quaecunque p — 2m aequutiones differentiales 
adiiciantur systemati «1 = 0, quippe quod tan tum 2 m aequationum diiferenlialium 
viees gerit. Ubi Constantes Arbitrariae sunt numero tn, habetur problemalis 
Pfaffiani solulio completa, simulque tn aequationes (44.) iunctae tn aequatio-; 
nibus, quibus aequatio (20.) inlegratur, suppeditant systematis aequationum diffe- 
rentialium (21.) integrationem completam. 

Si p = 2tn, aequationes Conslantem Arbitrariam « involventes, qui- 

» * • , ' 

hus aequatio 

(I jo j “|“ JCj dx 2 « • • « d - — ■ 0 0 % 

• i 

inlegratur et quibus determinabanlur functiones J t , x 7 , .... x m , sunt aequa- 
tiones integrales systematis aequationum difTerentialium (2.), sive resolutione 
earum provenientium (4.): 

dx k :dx 7 : dx 7m = A k : A k . . . . : A 7m . 

. x V - « - . * * . 

Quarum Multiplicalorem, docent formulae (13.) et (44.), per illas m aequalio- 
nes integrales induere valorem, - 



.iä 
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Si Xj m = — 1 alque omnes X t , X„ AQ—, variabili x, m vacanl, vidimus 

supra Mulliplicatorem Conslanti aequari. Ac reapse eo casu evanescenlc dt 
e (44.) eruilur, 


X x 


dx, 


Y 5 * r * 

TZ" 




d x m 




8a ‘ da 1 da 

quae ipsarum (4.) aequatio integrnlis esl. Quae pro in = 3 cum fornmla (19.) 
convenit, quam supra alia via erui. 

Melhodum ad solvendum problema Pfafßanum ab ipso autore adhibilanu 
data occasione observo, per plurcs et altiores procedere integrationes quam 
methodus vera et geuuina poscat. Quam uoyam methodum pro. exemplo simplice 
explicabo. Ad aequationem differentialem 

Xdx^X.dx^X.dx^X.dx, = Q 
per duas aequationes integrandam poscit Pßufßarin methodus inlegralionem com- . 
pletam systematis trium acquationum differentialium primi ordinis inter quatuor 
variabiles ac deinde unius aequationis differenüalis primi ordinis inter duas 
variabiles. Illius igilur systematis Integrali uno invenlo, secuudum illam melhof- 
dum restal inlegratio completa duarum aequalionum differentialium primi ordinis 
inter tres variabiles sive unius aequationis difforentialis secundi ordinis inter duas 
variabiles ac deinde aequationis differentialis primi ordinis inter duas variabiles. 

At observo, si Integrali illo invenlo exprimalur per x t , jt,, aequalio- 
nem differentialem propositam abire in aliam linearem primi ordinis inter lies 
variabiles, condilioni inlegrabilitatis salisfacientein; cuius inlegralionem vidimus 
absolvi posse per integrationes separates duarum aequalionum differentialium 
• primi ordinis inter duas variabiles. Unde in locum aequationis differentialis 
secundi ordinis lantum integraudae sunl duae aequationes differentiales separalae 
primi ordinis, quae est reduclio maxime insignis ; integralioni aulem aequationis 
differentialis primi ordinis postremo praestandae omnino supersedelur. Tröctaliö 
huius rei gravissimae completa ac generalis alii Cömincnlalioni reservanda est. 

Novum Principium Genorale Meclianicum quod e Principio Ultimi Multiplicatoris (luil. 

§• 22 . 

Sint y it ar, Coordinalae orthogonales puncli massa in, praedili ; s»nt 
vires massam in, secundum direcliones Coordinatarum sollicitanles -Xi, 5|, X* 
Ubi systema n punctorum materialium //* t , wi,, .... «i« prorsus liberum esl, 

inter tempus t atque Coordinates punctorum habenlur .1 w aequationes dilleren- 

■ 

liales secundi ordinis, 


£ T £ 


1. 
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\ * 

/ tl l Xl 

1 

\ dt* 

«H 

) d\n 

\ 

j dt* 

m 

1 d* Zi 



-J I 

- -■ 

1 . 'V 

l>-7 * ■’ 


dt 1 »I, ' 

4 * • f . • 

Vires .X], Yj, Z ; supposilione maxime generali erunl funcliones 3» Coordi- 
natarum x y ( , c ( , temporis t alque differenlialium primorum Coordinataruni. 


Xi 


tljTi 

TT 1 


, r» 

* = dt » 


■rfT 


quae sunt punclorum velocilates in Coordinataruni directiones proiectae. Se- 
cundum (5.) §. 14. systemalis aequationum differenlialium dynamicarüm (1.) 
- Mulliplicator definilur forniula, 

' * *■'* 2. + =t). * 

. i,\ . , . dt rm \ dx, 1 dy. 1 öt- / > 

indice i valente ad omnia puncta materialia systemalis. , • , 

Quolies vires soüicilnnles a solis massarmn posilionibus in spalio pendenl 
sive praelerea etiam a tempore t, qnanlitates X ; , Z, ipsa y-, *' 
•omnino non involvunt, idcoque evanescenle expressione 


«.* w s 


r • » . 

slaluerc Iicel 

• *\ 


1 /ü J; , O Yj . üZ,\ 
w. VSj-;. ‘ dy. ‘ 6 


-ft 


Jf =1. • *-■ 

■ , . <■ r' ' . ... 

Ilinc secundum principium Ultimi Mulliplicatoris sequitur, si syslema punclorum 
tnalerialium liberum sit alque vires mobilia propellentes ab corum velociialibus 
non peudeanl, ullimam inlegralionein, vel si vires etiam a tempore non ex- 
plicile pendeanl, duas vl/’nnas infegra/iones revocari posse ad Quodraluras. 
.Videlicet posteriore casu conslat tempus t prorsus separari posse et post alias 
omnes inlcgraliones trausaclas per Quadraturam inveniri. 

Idem iam demonstrabo pro casu generali quo syslema n punclorum' 
malerialium non est liberum, sed certis obnoxium est conditionibus, quae ex- 
primaulur per aequaliones inler Coordinalas y ( -, z, locum habentes, 

.. 3 . // = 0, 77, = 0, etc. 

•* ■ *. •• * i . i * • i ; . 

Aequaliones differentiales dyuamicas pro motu sic impedilo praecepit ilL La- 
grange haberi sequenles, . 




•p 


^ ^ A 577 * > 377 ■ Mfc 

■ 1 ]#=< 


fett*»* M^MD' 




dt 


dzi 


i \ mi-fd<vrt $tor Vtj9 

n j* 

lacloribus A, A, etc. delerininatis per aequationes lineares, quae obtinenlur 
subslitnendo aequationes differentiales (4.) in aequalionibus conditioualibus bis 
differeutialis, Sb *f; Tgbwltqf ^gtU? 

,»2 Tf = SlT ^>*** 1 

' \<9. ,4o j«(n "ft; t» ; ' 

Ad eas aequationes lineares formandas pono f . * _ * 

- . * • * * y . . . 

, frB \ 

a . -* — i 


% 


1 , a/7 ÖH 




t/, = ^ )*: 


lit 


Ah i 


, 5/Z, . 5/Z, , 5/1, 

5jt,- ■. . dyi , ^ ö»i 

rf/ 7? +*• rff 

etc. etc. , 

— -ö« trwjv f .trf 


»*rv<1 lOSüp 


m äpdtitr» •*/* 


« d x n ^|5/7 , 5 // d^i , a/i </*S,t , _ 

. .. 0 = -rfjr = +'3J7-rf?- + -5ir-V-H •">** ** 

• * • - ' * r .. '• 

' * . + W * 

}S«P* _ ^,(5/7, tf 1 t, : , 5/#, rf»# >, 5JT, d% ’ 

~löiv*df* ' dyi ' dt* • bzi^ dt* i « Hin -Kt»**» 

-f-t/,,- ■ i /■ • ■. iuitHh«dplb *. 

etc. etc.., j.-;:' . • *' 

* 1ÜJL _ _ -1 _ j. y. -g . % ^ ^ * w** 

»V • ** • • « - • 

Ubi in bis aequalionibus substiluunlur formulae (4.) atque ponitur, * • 

;t: ßjj ) 


6. 


V 17 1 ^ ^ idJI y 1 dH V I dH y \ 

* . * etc. ^ ^ 


vßp 


etc. 


porro 

7 


,. („,« _ (/?,«) - '• k 

•y i« v , . 

m «• £.* T • •. » - rir f ka O * 

•aequationes^. quibus A, A, determinantur. evadnnt sequentes, 
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8. 


0 = r + (O,O)Ä + (0,l)X! etc., 
0 = F.-f -<l,0)A-f (1, l)X t etc., 
etc. etc. 


His de factorum £, etc. valoribus praemissis, aequaliomun Lugrangianarum 
(4.) invesligabo Multiplicatorem. 

Ac primnm observo, secundum ea quae de yiribus sollicitantibus statuta sunt, 
in dextris partibus aequationum (4.) solos faclores l, A, etc. implicare differen- 
tialia prima a*)-, y), z],' Unde e (5.) §. 14. Multiplicator JU definietur formuia^ 

d\oaM „1 \dn di , an ai , dn ai) 

— irr = ^ ax; t a y . t * a y ; t 3z . • ~g^i 


quam posito 
9. 

sic exhibere licet 


| V 1 

* dx\ 
etc. 


yi _ V 1 1 3#« 

A* ~ ^ m.-tax/ax; 


an, ai , , a/7, ai,^ 
a r ,. -a r ; +'S57’a li ;.l 

ßlc. y 


ÖJZq f Ölig (Hg) 


ör«’ e r; a*;a»; 


10. d log M = - {Ao -1- A« + ®tc .} dt: 

Ad quantitates Au» Ai etc. determinandas , aequationes (5.), 

• . 0 = F,+ (/?,0)l-f (ß, 1)1, etc., • 

quarum Coefficientes (ß, 0), (ß, 1) etc. solarum x f , y ; , *, functiones sunt, 
secundum omnes quantitates x- , yv, x,' differentientur, aequationesque differen- 
tiationibus provenientes respective per quantitates 


1 a/r g 

' dx : 5 


1 a/7„ 


• i a//„ 


• . . * . • • * - * ' 

mullipiicaiae consummentur: prodit 

11.0 = + (/?, 0) A,u + (ß> 1) Ai etc.» 

siquidem statuitur 

_ i ja//» ar^aiTa 3F> _[ _an« aj^t ,. 

, *° 1 ^ I 3a',- ’ dx'i * dy ; * dy' { ‘ 3*,- 3z'- i * 

Cum secundum (6.) habeatur 

a r * _ du fl - av-i _ dv ß dv P __ a 
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quantitales u a fl sfc repraesentare ücet, . 1 . •’ ' 

^ . 1 | dfl a B Vß . dll u BUß | BUß \ •• • 

~ ; m i ( BSf. ‘ ~B*i K.dy i ' d/ l ' dz. \drf ! ' ; \ 

At e (5.) oblinetur, evojutione differentialium d.^~ etc. facta, 


■ j -V l 


. ans 
su ß _ .> w 

j * — ■> 


Bx'i .4 . - 
Z 1 2 


( i J- y. • ' ■; ' • > . 

quibus valoribus subslitutis fit 


at 1 

</ 4 

12. (BUß o_L£zL 

a* ~ z at ' 

d *Ik 

BUß _ 0 a 3 , 

Ö 


> l ~ t 

* Sh 


dt 


**. *( 


1 w 0 // j! d ?J1 ä . d 11 ß l 

i« , ^ 1 , Bl 7g d/f t d/?g ' £*; > ; 

i. : •*& ~ . •»; ( öx, \ ' Byi " dt ~ 1 Bxi .* il' 7 ’ *- • 

Onius acquationis beneficio obtinentur quantitatum (a> /?) per formulam (7.) defini- 
ter um differentialia, >- 


> ‘ % . v * i ; 


14. 


d.(a,ß ) 


= = i K/» +«*-£• 


rff rf< 

1h aequatione (11.) indici /? valores 0, 1, 2 etc. tribuendo obtinentur aequa- 
tiones lineares quibus quantitas A„ a determinatur. At quantitatum omoiuin sic 
inventarum A u%a aggregatum docui per formulam symbolicam concinnam exhiberi 
posse, quaecunque sint quantitales u a> ß. Vocetur enim R earum aequationum 
linearium Determinans sive sit - - * 

2 + (00) (1 1)(22) . i <p. «= J*,v ^ . .. * 

alquc statuatur • 7 . *. , - ... 

+ dt = &\*»ß) — <*(&«): . ; V ' 

sequitur per ratiocinia similia atque §. 16. adhibui, 

•V - {A^ -I- A ttl ■+ etc.} dt ^ d log R > - • • *** 

Unde cum secundum (14.) sit * . ' - * •« ^ .• - 

ti{ct,ß) — d{a,ß) ideoque dlogÄ = rflogÄ, 

*1».- * I ’ » • '»•!*,. f ^ *•* • *. \ *| * 

■'eruilnr e (10), 

— {A^o 4-^Ai f etc -} dt — d\ogM — rflogÄ, ' ‘ 
id quod suppedilat • • f v \ ' ' . ' 

15. M = R = 2±(00)(il)(22),..., 
qui est Multiplicaloris quaesiti valor. ** v *’ * ..• * u ^v-'* 

• 21 
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Operae pretium est adnolare, acqualionem invcnlntn jM= R non Inn- 
lum ad casum valore quo functiones AT,-, Z ; , viribus sollicitantibus aequales, 

tempus t explicite conlinent, sed ad bunc quoque casum quo tempus t ipsas 
explicite afficit aequationes condition dies 77=U, 77, = U etc. Eo casu 
aequaliones dynamicae Lagranyianae (4.) candem servant formam, sed facto- 
ribus l, A, etc. alii competunt valores; quippe quanlitatibus l\ L\ etc. ideoque 
etiam quantitatibus V, V , etc. quae aequationum linearium (8.), quihus factores 
K, X, etc. delerminanlur, terminos conslanles constituunt, respeclive addendi 
sunt termfni, 


2 


dn 

dt 


d. 


2 


dH, 

dt 


etc. 


v dt ? 'dt ’ 

At patet, inde non mutari aequationes (12.); nnde aequationes quoque (13.) 
et (14.) immutatae manebunt ideoque formula pro aggregato ^„-j -A ltl etc. in- 
venta ideoque etiam ipsius Multiplicatoris valor R. 

. - > Si vires sollicitantes AT;, F,, Z, solarum functiones sunt Coordinatarnm 
Xj, y,, atque inter has solas dantur aequaliones conditionaies 77 = 0, 
77, =0 etc., valor M=R inventus secundum principium Ultimi MoltipBoatoris 
hoc snppeditat theorema: t 

Novum Principium Generale Mechanicum. 

„Proponatur tnolus systematis n punctorum materialium, quae in 
datis superficiebus vel curcis aut dato quocunque modo inter se connexa 
mauere debent, ita ut inter Coordinatas eorum locum hubeanl k aequationes 
conditionaies; porro vires sollicitantes et magnitudine et directione sotts 
punctorum positionibus datae sint: semper duas Ultimos integrationes ab- 
solvere licet Quadraturis. Sint enim 

punctorum massae »»,, m t , m, ; . . , 

massae m, Coordinatae orthogonales x { , y H , », , earumque differen- 

.. . , dn . dyi , dzi • : , 

- ttaUa prtma *,= y ( = 

■ • - .• ' ■ . 

sint aequaliones conditionaies 77=0, 77,-0, .... 77 i _,=0 et diffcren- 
tiatione prima ex Hs procenientes TI'—O. 77,' = 0, .... 77*_, = 0, ubi 


77' — JS 1 ^° x'. 4 - y. dH« z ‘. 1 . 
~ ^ löXi ‘ ' drt y ‘ ‘ dz, M ’ 


dyi 


dzi ■' 


inter 6» quantitates x y f , x\, y-, z\ praeter 2k aequationes 77 a =0, 


Digitized by Google 


163 


+ * • . 

— ü, invenia sint 6 n — k — '2—fi Integralia t\ =n, , / , i= sc «%» * 

Jf 1 designanlibus , er,, .... a y , Com tont es Arbitrurias; restabit in-- 

tegratio unius aequutionis differenfiali s primi ordinis inter duas quantilates 
u et v, 

v'du — M'rfp = 0, 

1 • • • 7 

«6i u et v esse possuni ipsarum x,, ar,, x', ä' functiones quaecunque 

atque u' et t>‘ designant valores differenlialium — - e£ , adiumento aequatio- 

ntun dalarum et integratione inventarum nec non ipsarum aequationum dif- 
ferenlialium dgnamicarum per ipsas u et v expressos. Uis praemissis, ponatur 

■ e _ _ _ _ « „ M rv rr . 


* 1 


I wv 


. •: _ i j en a Bit» , en a bju , dn a dito 


m, * dxi ’ 3x; 1 3/fl* 3// 1 3*/ * dz,- 

- * • * • 

atque kk quantitafum (u, ß) formetur Detenninans R; porro si vocatur 
J Detenninans funclionale (in functionum 

n, n t , . . . ; n k ^ , n\ m, ::,. m_i , 

■^15 ^1» •••• R(in— i— H **> **» 

6n quantitafum x,, y t , Xu c ! respecfu formafum, exprimantur 


*ir* 


R et A et ipso per solas ti et v; eril aequutionis v'du — u'dv — 0 Mul- 
ti ,* 

liplicator -j , ÜMf« noea habetur aequatio inlegralis, ' 

j ~{t‘ du — n'rft?) = Const.^, 


«6i expressiv sub integrationis signo est differentiale comptelwn; denique 
si novu Uta aequalione inlegrali exprimitur v per u, undc evadil eliam u' 
solius u functio, invenilur simptice Quadralura , 

J-f-Const. — . 

Sub forma antecedenle principium novum mcchanicura anle hos Ires 
anaos cum illuslri Academia Petropulitana communicavi. Alias eiusdem for- • 
mas infra Iradam. Ultimam integrationem , qua t per Coordinatas exprima- 
lur. Quadraturis absolvi, res erat nola et sponte palens. At invenlum novum. 
penultimam quoque integrationem Quadraturis perfici posse, constituere mihi 
videbatur principium mechanicum. 

Si lempus t vires sollicitanles sive etiam aequationes condilionales afficit. 
non amplius ipsum t a reliquis variabilibus separare licet, unde eo casu prin- 
cipium nostrum tantum omnium nltimain integrationem per Quadraluras absol- 
vere docet. Supponendo, inventa esse f>n — '2 k — 1 Inlegralia, * 

Fl '= ff| , F‘}= «2» .... Ffjn-H-l == ßfa,— 21-11 ‘ * 

• 31* • 


* .» ip**' 



• • 
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atque M et v esse ipsius t et 6« qaantilatum c ; , acy, yy, z' ; functiones, 

‘ • Delerminans J formandum est (in funclionum, . v - * ,. .. . % 

*J^i, 77, 77, i •••• JT', /7,', ***'*’m~ii p, 

• quantitatum /, .r.-, yy, sy, x\, yy, «• respectu; eadom manente ipsios R 

significatione, rursus exprimenda erunt H, J, u ' = ^, v> ~ iJ P er u el p ' 
.erilque aequatio inlegralis ultima , ■ - * . ‘ 

/• D • ’ ‘ < «■’ *' **• * *' «• ' ¥ 

.. ; J -j(v'du~ u‘ dv) = Const., 

oibi expressio sub integralionis signo est differentiale completum. . ... Y . 

Habemus hic exemplum, quo ad reduclionem ncquationum differentialium 
propositorum adhibentur Inlegralia parficuiaria; nam ex aeqnalionibus diffe- 
rentialibus (4.) sequuntur Inlegralia completa, 77 a '=C„, n a = C a t-^ Q,', de- 
signanlibus C a , C a Constantes Arbitrarias. Neque tarnen sunt77 a ' = 0, /7 a =() 
aequationes integrales particulares quaecunqne , sed lalcs pro quibus ßccundum 
§. 12. fit ut Multiplicator quo aequaliones differentiales earum bencticio reduclae 
gaudenl e .Mulliplicalore proposilarum (4.) deduci possil. Scilicet aequatio qnidem 
inlegralis particularis est 77; = 0, at funclio 77; ila coroparuta est ut Conslanti 
Arbitrariae aequiparata suppedilet Integrale compleluip; porro si mluctioni ad- 
bibetur aequatio inlegralis particularis ]J' a = () ex eaque nova deducltur aequatio 
inlegralis 77„ = 0, rHrsus innotescit funclio 77;,, qnae Conslanti Arbitrariae aeqni- 
parata uon.quidem aequalionum differentialium proposilarum (4.), sed reductarmn 
tarnen Integrale completum suppcdilat. Quod secundum §. 12. poscilur et sufliciL 
Designentur in quanlilales yy yin , , s, jm, per 

.51 J Sj J '• §3n , -- 

fit c (7o, ... • • : • . ■ . 

’ dii„ eu ß ' dn„ Bfiß , sn„ . öHf> 

'dl. ‘ dl. T dl. 'dl. " V ‘ 




>1» .‘..öl, ' dl t ; . • Ogj, c i, 

.L’nde secundum propositionem nolain, in Comnienlaüone de formalione atque 
jiroprietatibue JJeterminantium §.13. probatem , quantitatum (a, fl) Detenni- 
;ians exhibere licet ul uggregatum quadralorum Delerminantium functionum Q, 
77,, ... _ 7/*_,, formalorum respectu quarumque k e numero quantitatum 
&„ sumtarum* sive ponere licet . • •/ 

- 16. 


71 = M = S. \z± |£;§5i .... 

: • ,....* . .öS«' . dljh f * , • . 

..... «i (<) designanl quoscunque k di verso« ex indicibus 
I, . ... . 3fr. Ex. gr. pro uno puncto, magsa : ==l praedito, cuius Coordi- 


- f 

siquidem m‘, m", 


4 • 
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natae orthogonales sunt at, y, z, et quod moveri debet in superficie cuins 
aerpiatio TT— 0, fit • •• . ..• 

.«=«=(!#)*+ (ifr+^ri • • * 

* . * 

si punctum moveri dehet in curva, cuius aequationes sunt 77=0, 77t=:U, fit 

(577 d/I, BJl • • 


M = li 


t dy ‘ dz dz ‘ dy ) 

, j du_ a/z, du a/7,)» 

* t dz ' dx dx ' dz I*. 

, \du dn, 

Tldx' 8y 


dii • az/,)* 

dy ~dx 1 • 


Erat H Determinans aequationum linearium , quibus factores Layrunyimü 
A, etc. determinantar, qui igitur factores indelerminati aut infiniti ovadere 
pequeunt nisi evanescat R. At docet formula (16.), non evanescere posse R 
nisi sfngüla evanescant Dclerminantia fnnclionaiia 

- v + ^ dfl > a// t ., . - 

X d&n*' d£ m »' *•’ ' d£ m (k) ' 

Id quod ubi ideiilice fit, ipsaruin TT, 77, , .... TT y _ t una reliquaruin fuuctio 
esl, quo casu aequationes conditionales aut sibi contradicunt aut. una quae e 
reliquis sequitur est superflun. Singula Determinanlia »Ha si non quidem idenlice 
evanescunt sed ipsaruin aequationum 77=0, TT, = 0, .... /7 <JJt = 0 adiu- 
mento, id indicio est, earum aequationum unnm reliquaruin ope formam Quadrati 
induere. Eo casu per ccrtas eliminalioncs et radicis extractionem Iransformari 
debent aequationes 77=0 etc.; quam praeparalionem semper faclam esse sup- 
poni debet,. ut aequationum dynaiuicarum Luyrangumurxim nsus esse possit. . 

Si ex antecedcntibus semper supponere licet Determinans R non indefi- 
nite evanescere, fieri tarnen polest ut R evanescat pro punctorum materialHim 
positionibus particularibus determinatis. Quemadmodum si inler tres puncli Coor- 
dinalas una vel duae habentur aequationes conditionales repracseulantes sUper- 
ficieni ant curvam apice praeditam, evanescit R si punctum in eo apice col- 
localur. Ubi agilur de aequilibrio systematis punctorum materialium in eiusmodi 
positionibus particularibus collocalorum , pro quibus Determinans R evanescit, 
praecepta statica generalia aut deticiunt aut accuratioribus explicalionibus indigent. 
Nec non si in cerlo temporis momenlo systema in motu suo ad tales posifiones 
particulares pervenit, velocilatum intcnsitates et dircctiones mutalionem fmitam in 
temporis intcrvallo infinite parvo subeunt. Si, ut in rerum natura fieri solej, 
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condiliones quibus systema subiicitur non exprirountor per aequationes, sed per 
inaequalitates 77;>0, 77, >0 etc., inde ab eo temporis momento ipsae ple- 
rumque aequationes differentiales (4.) cum aliis commutari debent. 


De Multiplicatore aequationum difFerentialium dynamicarum forma iMgrangiana secunda 

‘ cxbibilarum: _ . 

. • §.23. \ ' 

UI. Lagrange aequationes differentiales dynamica6 generales alia quoque 
forma memorabili exkibuit, Coordinatarum 3 n loco, k acquationibus conditio- 
nalibus satisfacientium , introduceudo 3n — k quantitates a se independentes 

» ?1 1 ) • • • • tfsn—l • 

Quarum ipsae Coordinatae , y f , z, lales esse debent functiones, quae snbstitutae 
in aequationibus condilionalibus 77 = (), 77, = 0 etc. sponte iis satisfaciont. Unde 
etiam aequationem 77 a = 0 cuiuslibet variabilis q m respectu differenliando habetur 

\dn a dxj , dlla S}'i : dll„ ÖZi 


1. 


"f { dXi • dql + dy* • dqi + dz- • Öql J 


Stntuatur 


"■ . •• ; »•;' f 

’ , . * - -- . . - - - - * n g .a t 

consummando 3 n aequationes (4.) §. pr. respective per m, ^ »i, — w, r~- 
mulliplicatas, evanescunt secundum (1.) aggregata in factores etc. duclo. 

t • * , 

unde prodit . . .. 

~ v-,» ± d ' Zi dz <\ n 

•». | ät% . + dfl dt * • Bq J — Vm- 

/ •. j ... • . 1 * ' % »• 

Ponendo q' m = et considerando quantitates x\ ut quantitalum q m , q m functio- 
nes, quae dantnr formula, < . 


/ dXi / , / 

Xi • T dq iH -k V"- 1 ’ 


sequitur 


Porro 

. •* ,3x; 
: • 07« 


Ö7, V11 

dx\ 

ötT 


ö*.r# ‘ , | /. 


i 

SV 


öqmtty, 71 1 öq m dq t 


d l X; , 
dq m dqir,-i < t i ''~ l 


d Ti 
‘ Ö7„ 

r 
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Eodem modo pro omnibus tribus Coordinatis fit 

d*'i dxi - < d/ f dy { 


dz"; 


oz i 


V r. dt tm . ’ • '®^T -Wm?* 

4- v i öx. , dy, • , ös, .. 


öx' 


d. 


dg m 


5 öy« rff. ’ öy« * 

Unde aequatio (3.) sic exhiberi potest, • * 

^•f-<j*>3 S +r< 3S +*<37. • | ,axi • ay, , a, 1{ ■ 

- — “ ?; — — ~ — f m ' x 'ä7-+ r 'ä7- i ^r - 


- dy‘i d </m 

~ dt \ 


d»j 

dq„ 


d. 


dy» 

dt 


sive ponendo 
fit 


T — \2tni {x, x L -\- y\ y \ -f *Wi}t 

ST ' , 


•»! 


tf. 


Q = _ d<J - 

Vm dt 


er 

dq m * 


ijua in formaia nbi T et quantitates Q m per 6» — 2k quantitates y,, yi,. 
y^-t j y'i, y;, .... yj„_* exprimunlur atque indici m tribuuntur valores 1,2,.... 
3n — k, obtinentur 3» — k aequationes differentiales secundi ordinis inter tem- 
pus t atque 3 n~k variabiles a se independentes y m , 

'*.,•*.* * ^ *T *. «'••** 1 . ; 

ÖT 


X * - . - 


d. 


0q\ 


5. 


rf. 


dt 

' arV 

a,; 

rff “ 

• *. % 

ÖT 


ar 

dy, 

V % 

öt 


dy 


s ; 


<?. = 0, 

* * f 

* / , » 

* • ^ 

(?j ~ ,0» . • 




dy;,_*_ dT 

dqin-j 


dt 


Qin-k 


quae altera est forma Lagrangiana aequationum differentialium dynamicarum. , 
Aequationum (5.) iam investigabo Multiplicatorem. 

Sint aequationes dynamicae, - < 

.* * .• y>, =0, y> , äO,.> <fin~k = 0, / 


r «; V 
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x . 


ubi y!, <p t etc. designent laevas partes aequatioüum (5.). • Staluamns <> *'* \ 

6. T — i ^ <*;,,< <fi tfi> , 

» , . # . » 

utroque * et *' ad omnes indices 1, 2, 3n — k valente et designanlibus 

quanlitatibus = a, v solarum ...-. qr,„_ 4 fnnctiones. Hinc fit c (5.), 

dS'u hm ^ . 

*■ - -V- 


rm • 


* 

unde ponendo q" = eruitur, . • . ' ’ 

7 -' : ide °"“' W; = : 

‘ * r * • , /.* 

Porro 6i vires soilicitantes Jf),. X ix Z, a quanlitatibus arj, yj* non pendent 
ideoque eliam quantitates 0„, ipsa q \ , y‘ 2 etc. non implicant, fit \ 

5<JPm d Oh,m |' v 6 ä/| m ./ Ö Ui.}, , 

w; f t 7 7 yi 

unde rcieclis terminis se niutuo destruenlibus fit . - , 

\ . • • 

.. ' * t ~ ) dgU ■ t </«*,» 

* ^ <?7a T ’ 

S1 '® , 'w .* * ■ tuen» i • ■ tt«* i'tr.' T: >VaVi)äiii<tt X» i ■ ■ • , 

*• 'rüa'»i*.L ; '.' : x w^4aSaßdrj>AHd. •»’>•• 

8. . -•-.??*: =i v fr 7 

’ v . * 

At e proposilione generali, quam sub toem ^ 16V tradiih, ponendo Ä = 1 se- 
quilur, ubi formulae (8.) locum habeant, aequationum differenlialium (5.) fieri 
Multiplicatorem 

9. M y = 

Ö(J l Öq 

Si rursus 3 h quantitatura )/*»/, , ar, j'» ; loco ponimus I, , & , . . . . | Jn , f,t 

* • * *0. T = 

qua expressione in formula (6.) substituta olrtiilelnr ' 

ii . = ^It aj, . ai, . «&..*>&. . 

- ’ . *’ . Ö?l " Ö7,* ■ Öqr; * * ' * • T dqi’dq r ' 

Harum quantitatum Dcterminans, secundum eandem propositionem quam §. pr, 
allegavi (Z>e Determ. form, et propr. §. 13.), aequalur aggregalo quadrato- 
rum Determinantium funclionalium quarumque 3 n — k e numcro functionuni , 
& » ■••• 5 quantitatum q y , y 2 , .... f,,.* respectu formalorum j sive fit 


M V -L dqP| Ö9* ' 5 Jn—i = I „ 

~~ ± da: a</" *7?* ^ - fli * 1 — *■-**.*•-* • 


» 


• • 




* 


* . 






.. * 
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12. Mt — 2 ± «,,, fl,, 5 v- i 


L.-.A 




= S|I + 


r 8 gm" 


n 




- <?v, ' Ö7, 

designanlibus m', wf' etc. quoscttnque 3n — k ex indicibus I, 2. ..:. 3h. 'S 
Tn deducendis ncquationibus differentinlibus (5.) snpposui^ aequationes 
condilionales tempus t non explicite contincre. Quod obi fit, staluendum erit, 
functiones, quibus-ß« quantitates ar,-, )*•,'*,■ aequantur. praeter 3n — k quantita- 
tes q m eliam ipsum t continere. Al hinc non mutabuntur formulac (1.), (3.). (4.), ] 
ideoque ipsae aequationes (5.) iimnutalao mancbunt. Unde altera quoque forma 
Lugrangiana aequationum dilferenlialium dynamicaruin ad hunc vaiet casum 
quo aequationes conditionales tempus explicite conlinenl. Xeque- eo casu inu- 
tationem stiheunl formulae (7.) el (8.),- und© eliam valor Multiplicatoris inVentns 
immutatus manet. Quod breviter adnotare 9ufficiat. " r ’- r j 

. ^ . * . . ^ * ** . *** - •, >S • « . * • <i _ . 

■••Sa . »ttauM . . f , . *. 

* f • . • * , . • 

Dr Multiplicfltorc aequationum difTerentialium dynnmicnrnm forma tertin o.vhihitaruni. 

Mulliplicalores Irium formarum aequationum HitTerentialium dynamicaruin intcr se • 
comparantur. Principium Ultimi multiplicatoris nd tertiam formam nfiatum. 

• \ §. 24. ' 

Quanlilatum q\, q' t , .... q in - k respeclu functio T homogenen ernt 
secundi gradus, linde fit 

' ,öt , _. .öt er . , ^ 

bi 

*>:•' ) 

£ • ; ju "■ 

• i:. V 


. . -f q' in ~A 


sive 


' ,3T].8T 

T = ,, 'U + ' h M 


8T 




d l'ln-k 

Si variamus quantitates omnes., quarum T functio est, ponimusque 

8T 


1. 


dq‘; 


= Pi 


•adhi **'<^4 


' . Jt 

* 

chh»* 


seqnilur e valore ipsius T praecedente, 

, 2. , d T = q, pi -j- q? t) pj . . . . -j- 9 j<i— * ^ Pin— k . 

)5T v . 8T x , dT i 

~ ’ * * • 

8T 8 T 

ubi in de^tra parte bini termini se mutuo destruentes, -^-rSq\— -^-rdq^ 
ouiissi sunt. Formula (2.) docet, si per 3« — k aequationes, e (6.) §. pr. fluentes. 

•' 3. pi — fl,,, y'i fl, • • • • 9jn-*i r ■' . 
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(--Y 

Wi/ 


y. 


quantilates q t per quantilates p , et y, exprimanlur earumcpie valores in functione T 
substiluantur, fore ipsius T differontialia partialia quanlitalum q, et p ; respectu 
sumta« quae uncis includendo distinguamus ab ipsius T differenlialibus partia- 
libus quanlitalum q, et q\ respectu suaitis, v * . ' 

' 1 4 i dT \ dT 

WtfV ~ öqi' 

Harum formulariun ope nequationes differentiales (5.) §. pr. exhibere iicet ut 
systema G » — '24t aequationum differentialium primi ordinis inter t et quantita- 
tes ^ 1 , gj, • q\n—hi P\ 1 p-it pin-l) < .... 

v d, n f dT \ >d E. ( dT \ i n . 1 

. , . . * • dt J— \dpi /V dt — 

Hae formnlae tertiain formam aequationum differentialium dynamicarum con- 
stiluant. Quas, pro casu quo 3n quantitatcs , Y t , Z ; sunt differenliaiia 
partialia eiusdem functionis U respective secundum Jr ; , y , , *,• sumla , primus 
condidit celeb. Hamilton , Astronomus Regius Hibernensis. Eo casu fit e (2.) 


§• pr- Q> ■ 


8U 

dqr 


uude slnluendo T — U — H, si vires hon a velocitalibus 


pendent ideoque (J ab ipsis p> vacua est, aequationes differentiales dynamicae 
evadunt , t . ■ , 

d q; dpi 1 / d H N 

w ~~ \d/,ih dt — ve ?i y- 

Iain olim quidem ill. Poisson in celeberrimo opere de Constantium Arbilraria- 
rum variatione id egerat, ut quantitatum q\ loco in aequationibus differenliaiibus 
dynamicis Lagranyiunis secundis introducerel quantilates Pi ; quae aequationes 
si ea substitutione abeunt in 

.. . ~ 7 f / 2 *' __ a 

7 * dt ~ A 

bene idem cognoveral fore 


iLüL — B 

dt 


tdA\ 

fdßk\ 

/ÖA;\ 

/BAi\ 

/ d H;\ 

W' 

'dpi / 1 

\d P J ~ 

\ dpi t ’ 

'vrp * 


, ( dBl ) 

\d qi r ' 

* » ». . » ^ 

unde sequebatur, omncs Gn — '2 k quantilates et — Blesse differenliaiia 

» , * » < * 

partialia eiusdem functionis, ipsarum p ; et q, respectu sumta. At meritum, eam 
functionem 11 = T — U ipsam assignavisse eaque re aequationibus differentia- 
libus dynamicis formam perfectissiuiam conciliavisse, celeb. Hamilton debetur. 

, • 'Casu quo mobilium Coordinatoe fuuctionibns aequantur quae praeter 
quantitates y, ipsum tempus t implicant, forma simplex aequationum (5.) perit, 
♦ ’ t v • 

' • *■ * . * M 


Digitized by Google 


qua de re lioc quidcm loco (rnnsformationem Uamiltoniaium ad eum casum 
non applioabo. 

Facile inveuilur aequationum (5.) Multiplicalor M x . Etenirn si aequa- 

• * , ,* ■ 

tioues (5.) per formulas (7.) designamus, fit 

+(!£)!-»• ; 


-'in 


At ponendo 




B 


.■\ü M^vaüit-jW 
• \ J 

•Mir tftm 


-\W 7 Q 'i J ■ 


sequitur, si vires sollicitantes a velocitatibus uon pendent ideoque funcliones 
Qi quantitales j/ M p t etc. non implicant, 

ÖJiiS * 




ideoque 




„t 


( dA, 

\dqi 


= 0, 

• /. - ':Y$ X — v r.". M) 


8. ilf a = 'i. • <jt. <ri -14V mj . 

Si fiuicliones Q, quoque implicant quantitates />/-, defuiilur M , per rornudam. 
rflogWj. + SO, + 10, . . . . + „ u 

lam tres Multiplicatores M, , M , pro Iribus aequationum diflerentialium 
dynamicarum formis inventos, inter se compnremus. 

Forma secunda aequationum difTerentiulium dynamicarum provenichat e 
prima reducta per 2k aequalioncs integrales,. 

I n — o, //| = u, .... ii ,. , o, 

w ) n'=o, /7; = o, .... /7t, =4=0. 

(June aequaliones integrales, licet non coinplclae, ila tarnen sunt comparalae 
Ut aequationum dilFerenlialium reductarum Mulliplicalor e Multipiicalorc propo- 
sitarum per eandeni formulam oblinealur ac si reduclio per aequaliones integrales 
completa facta esset (cf. §§. 10. et 12.). Cum per aequalioncs (10.) reVo- 
ceulur 6n variabiles x ; , y ; , z iy x|-, > •, z] ad 6 n — '2k varinbiles ✓/, et q\ y 
secundum ea quae 1. c. tradidi duorum Mulliplicatoriim (Mioliens ^ aequatur 
Determinanli (>« funclionum ^ , , ,j 

fJ , 77j, u.i. 77*_i , , jfi, .... , • ,•'»> '‘TL 

77|T •••• ^fi , ?J) .... tfim—kl 

formato respeclu (>n quantitatum x ; , y f , xj, y-, z). Expressiones no~ 
varum variabilium q t . q x etc. per x ; , yv, 2 ; per aequaliones (10.) diversas 

22 * * ' 
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subire possunt mutationes, quihus tarnen illius Delerminantis valor non mutatur 
(cf. §.3. (12.)). l’onamus rursus, ut supra, 3 n quantitates loco quantita- 
tom ) x ,- , y»i f yi , yfoi* sr, , alque 3n quantitates £• loco quantilalum •) »/, . 

, ' - ß'Jl * * * * • , 

valor ipsius -jg- etiam aequari poterit Detcrminanti earundem 

V • * , / I 

* <>n functionum , formato quantitalmn s, et $,• respeclu, quippe qnod ab illo De- 
terminante funelionali tantuni discrepat faclore constanle (fcubo producti massa- 
mm). (’um 3 11 quantitates non reprehendautur in 3 n fuuclionibns /7,„ et . 

fll ' * " 

Determinans ()uolienti -jr- aequale induit forinam producti, 

■ « 1 

' * *' • 4’-i* Oll Ofl, 

. *ai,' 

• • , 3 / 7^05 

* - ai;.* ö|' 

* . 

. Cum vcro insuper sit 

0/7' 

. m . 

« il ' M , •» ».4./ 

3$, 

ntrumque in se ductum Determinans ae<juale evadit, unde eruitnr , 

M , 0/7 eil , ’ ör/. 


377* _ 

1 3q, 

07, 

0 7j»-A 

' * ‘ 0£* 

’ 3|jh-i 


t « • r, L 

0 //;_ 

.1 Ö7; 

37; 

373,-1 

" 0« 


aE7." 

*•* 3 $7, ■ 

377, 

377, 

3»/ m 


3| f ’ 

3?/ 

~ 0«. ’ 



1 } * * V 


11 . 


3/ 


1 . ( .c- , 3/7 eil , Ö/7*_| 0 (/, 07 ,' , - 

7 — t - 0 |, • 0 | t * • * • 0 £* • 5|jk + i • öt,i ■; * * < • 


Sint 

,1 


7 /t / , m". 




indices diversi ex ipsorum 1 , 2 ,.... 3 n jiumero, supponere licet, ipsas 
7 ,, 7 j, .... expressas esse per solas 3n — k quantitates 


3 1 




itf 


tum auleni Quotientis -vj- valor formam simpliciorem induit, 

•J.i:..* s •* . 

0 7 , , . dqj^.i 


. £ Jy + i^L liL > 

.- 7 - -k - r^'dC 


>• 


x 




en 


en , 


07/i_, 


fe-.}’ 

.(*») f ’ 


3| m a«-*+i> ‘ *+«). * * ' * 3|, 

/ siquidem M° n ~ l + 2 \ .... 7/i (1 ” ) designant k reliqnos indicum 1, 2, 

Unde tandem per formulam notam ( Delerm . Funct. §. 3.(12.)) sequi tur. 


i 71 . 


13. 


mz + a J- ss ' 




- £7, ■ ©7» ■ "* 07 j „_* 

0/7 077, 


eiit-i r 




Digitized by Google 


Quod anlcccdenlibus suppositum esl, novas variables y*, .... q^-i . 
per tolidem quantitates $' m , , etc. expressas esse , id fieri non polest, 
quoties ex aoqiiationtlms conditionalibus IJ = O olc. acquatio inter easdeiu 
lin — k quantitates etc. seqnilur; natn cum 3n — Ar quantitates <y, , q. etc. • 
a se independentes sint, etiam 3n — k quantitates etc., per quas expri- 
utanlur, a se independentes esse debent. Nihilo tarnen minus pro eo quoque 
casu forumla (13.) valet. Quoties enim ex aequalionibus // = (J etc. fluil 
aequalio inter solas 'in — k quantitates . • •■> £_,<?*-*) i 1,ac aequabuntur 

3 n — k functionibus quanlitalum </,, .' . . . q^ non n se indepondentibus, 
.quarum functionum Determinans evnncscere'oonstal. ( Determ . Funct. §. (>•) 
Porro si e k aequatiönibus // = 0 etc. oblineri polest acquatio inter solas 
3n — k quantitates | m , , Ji> , ‘fieri debet, ul ex iisdein reliquae k 

quantitates £ etc. eüminari po6sint. At si de k aequit/iönihus fT^O etc. 

f o/i dem qu<m ti tut es eliminari posaunt, functionum IT etc. Determinans 
nimm quantitatum respectu fdrmafmm per ipsas aeqnafiones ecanescit y ). 
Unde casu de quo agitur, ulroque Determinante ad dextram et laevam signi 
aequalitatis posito evonescente, aequalio (13.) iusta inanet. ’* 


\.Si, quod secundum anlecetlenlia licet, in aequalione (13.) pro systeqinW* 

indicum m', m", sumuntur quique.3» — k diversi indicum J, 3n, 

3 n . 3 // — 1 . . . . ,3 ii — Xr-f- i 1 * 

oinnesque -r^p — p r — 


* * • • 

iit aequalio 


j r*t%: 




M S. b-± 


acquatioucs provenieules consummanlur, prö- 

. . K y. 

d‘/i ÖV*/‘ n-k ( vWpttft t 


Vv 


lf f )v ± dü' d II | d /In- > 

_ JZ, »S . i- ± .... d . 


1 


ubi in altera summa loco indicum mP? * +1 \ w» 13 " l ~'\ •••• ’i quippe qui 
aliam non habenl signiiicationem quam quorumque k diversorum ex indicibus 


*) l’onamus cnim, ex aequalione TI — 0 eliminari possc h qunnlitates ope reliquarum 
acquatiomim II, =0, II, = 0, ....' //i_i = 0, per easdem imiuere debet II formom producli 
pF, designantc F functionciu a k quantilalibus vncuam, ut ex aequalionibus conditmna- 
libus sequafur inter retiquus quanlilalcs aequalio F= 0. Secundum $. 3. ff..} in De- 
terminante functionum 11, II, \ .... //t-i ipsum pF sitbstiluere licet fmicUuni 11. 
Quoties aulem F = 0, diflerenlialia prima ipsius p F ita formare licet, oc si lador p 
constans esset, unde etiain in formnndo Determinante functionum p I, II , , .... ITi-t 

habere licet p pro Constanle. Quod igitur Determinans aequivulebit factori p , dmjlo in 
Determinans functionum F, II,, U t , .... /7*_i, ideoque evancscel, cum /• ab ipsis 
quanlilatibus vaicua sil, quarum respectu Determinans funclionale formalur. 


1, 2, .... 3n, scripsi in', m u , .... m (l) . Aequalio antecedens perfecte oon- 
gruit cum supra inventis. Naiu secundum formulam (16.) §. 22. aeqnatur 31 
sununae ad dexlrani, secundum formulam (12.) §. 23. aequalur summae 
ad laevani signi aequalitalis posilae. • . , ' ' • •: . > . 

Aequationum dynnmlcarum forma sccunda in terliam mutabatur introducendo 
variabilium q\,q 2 , — q in -i loco totidem alias p , . p 2 , .... Unde secundum 

§. 9. lerliae formae Multiplicalor 3f 2 -e secundae Multiplicatore M, obtinetur formnla, 

• : 3t, dp, dp t dfiin-i ‘ 

m, ■-r- x 'ww 

Danlnr autem novae quanlilales p, aequalionibus linearibus. 

• . Pi — a i,l * • * * 

posito secundum (11.) §.23. , , * . . » , . . 

= fii L 

. ■tf'/. 'd'/e 1 df li d <l« 


.• d£, di, dit dit - .. I dgin dhn 

st-je Tsr-sr — 


unde fit 


K ~ 


i ö l,l **5,5 • • • « ***,_*, Jn-l- 


,Quod rursus cum supra inventis congruit, cum secundum (9.). §. pr. aequetur M, 
Determinanli ad dexlrani, secundum (8.) autem 3I 2 uni/a/i. Per considera- 
tiones antecedentes videmus, e valorei!f 2 = I, qui sponte patet, inveniri potuisse 
3L et 31, stijira via diversissima inventos. Qua melhodorum diversitate cum 
Multiplicatoris tum Delerminanlium functionalium theoria haud parum iliustratur. 

Principium ultimi multiplicatoris ad ibrmam aequationum difTerenlialium 
dynamicarum lerliäm relatuin sic cnunciari polest. * - • ^ 

„Punclorutn materialium systema subiectum sit conditionibus et sol- 
Heit et ur viribus quibtiscunque , u sula positione systema tis in spatio 
pendentibus ; qua positione delerminn/a per ,« qu and tat es independen- 
tes r/, , semisutnma virium vivarum T eaprimatur per quandlates q 

" • » 

. ; et q‘i = ad motum systematis deßniendum, elminato tempore , in- 

tegrandae erunl 2,u — 1 aequationes differentiales primi ordinis, qua- 
rum inventa sint Q p — 2 Integralia, totidem Constantes Arbitrarias 
. involvenda, ila ut integranda restel unica aequalio di/ferenlialis primi 
■'ordinis inler duas variabiles u et v, . _ • ; 
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^ . / ' • 

, ^ 11 * designantibus in hac aequatione u‘ et v' ipsarurn u et v fUnctionete 


quibus f/uot teilt es differentiales ~ et ope Integralium incentorum 


.j 

lA 

* \ 


Ml " 


• aequantur ; erit huius aei/uationis differentialis primi ordinis int er 
duas variables ultimo loco infegrandae MuUiplicator aequalis De± 

• t» . terminanli funclionali ‘2 p quantilalwn q t et ipsarum u, o atque 

IV* ’ • . v. • ‘‘ 

• '2 ft — 7 Constuntium Arbitrariarum respectu formuto. 


K 


X 


• * , 

v 1 


: * 1 


Inm novuni prineipium generale mechanicum excmplis applicabo. 






|L* 

mi. x 

>j n» « 


#v r De inotu puncti versus centrum fixum atlracti. 

§. 25. 

' . , , # . *. . . H 

• -> . Pro motu libero puncti in plano ex Ultimi multiplicaloris prinoipio ge- 

nerali fluit haec 

« • " • ' • i 

; • Propositio. 

Proponantur pro motu puncti in plano nequationes differentiales, 

'• ' (, 1*X ■», rf‘v 


ä 


< 


• > 

♦ 


> i 

?* 


,1 




^ — Y *lL — Y 
dt * — * — * 


» ■« i . - 




»iuod 


• 2 # • 

designantibus A et Y Coordinatarum puncti orlhogonalium at et y functio- 

nes quascunque; si habenlur aequntionum difTerentialium propositarum duo 
Integralin 

* . f (*» y, x '> r 7 — «> 9? C*, y, y') = ft, 

* * i • * 

ubi a el ft sunt Constuntes Arbitrariae, dnbitur orbita puncti fornuila 


i f h 


•* » 


/( 

sive etiam formula 


dx‘ dy‘ dx' dy‘\, , 










• . ‘ . /* r'dx — x'dy 

I df dtp df dtp (* 

J pfP‘dp-~~ 377 -'STT • 


*T f 
# .. • 


*> 


ubi duorum Integralium invenloruin ope exhibilis x' et y* per x, y, ä, ft 
quantitafes sub integrationis signo differenlialia completa finnl alque y ler- 
tiam Constantem Arbitrarinm designal. 

Aliam proposilionem, qua puncti liberi in plano moti orbita Quadraturis detiniri 
potest, si puncti velocitalis inlensitas et direclio per duo Iutegralia inventa de- 


.* • 


’\ 


,» . 


' .-*> .. 

•i 

mV» 


terminatae sunt, iam ante mullos annos cum illuslri Academiu fhtritäensi cogi- 


di 


% 


• T§ 
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municavi, sed ea proposilio tantum respiciebat casum quo vires Coordinalis 
parallelae X et Y eiusdcm quanlüalum x et y functiunis aequanlur differentia- 
libus ipsarum x et v respectu sumtis, dum in proposftione nntecedente X et 1' 


quanfilalum x et y funcliones quaecuhque esse possunt. 

* Pro motu puncti in dato plano versus cenlrum fixum altracli duo con- 
’stant Integral« principiis conservationis vis vivae et conservationis areae. quibus 
Si principium ultimi mulliplicatoris addis, per tria illa principia generalia a priori 
constat. eius inotns determinulionenj solis Quadraturis absolvi. Quod facto cal- 
culo sic comprobatur. . . 

Pro motu proposito habenlur aequaliones diiferentiales * ■ 

d 1 x J*F(r) ‘ d*y _ y F(r) 

dt 1 r :.dt 1 — ' r ’ '• 

’ ubi x et y Coordinatao orthogonales sunt, quarum initium in contro altractio-- 
nis est; porro r — -j-yy) fl l { l u e ^(r) inlensitns vis atlraclivae pro 
• dislantia r. Posito • 

. ß =fß(r)ir, 

e principiis generalibus mechanicis conservationis vis vivae et areae slatim ha- 
hentur duo Inlegralia, * • 

: . f = {-£ = a, 

• <p = xy ' — y& • = ßi . . : - .♦ 

i , , 

designanlibus c et ß Constäntes Arbitrarias. Unde fit; 


4£.Ü5L = x X '±yy‘- 

. ,-.r ay ay dx‘ - J r y : 


•. /• 


E duobus Inlcgralibus appositis sequitur . ‘ * 

. , ' , * “ •• • "• • » . 

xx'-\-y'y‘ = | ; V 

posito “ ’* 1 * 

p = 2r’(a — Ä) — ßß.' 

* * \ * 

Unde secundum’ principium nltimi Mulliplicatoris dabilur puncti orbita per aequa- 

tionem, , * .... 

y'hx — x'dy fy'dx — x / dy 

— J Vq " ~~ r ’ ‘ 


/ ’ y'dx 

bf d<p Bf äy 
dx' ’ dy' • ay * a x / 


designnnte y novatn Constantem Arbitrariam. Ex aequationibus. 

. • xy'—yx 1 — ß, ■ xx'+yy — y'q, 

sequitur 4 ‘ ‘ 


* v 
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xVQ-ßy 


yv'e+fi* . 

rr 


- *" = > r ' r ’ y 

unde substiluendo xdx-\- ydy = r dr fit 

- . y'dx—x’d y ydx — xdy , (tdr ' - •' . ' 

. Ve • ; r r 1 r/e * . , • # . . 

, *• • * i • % ’ , ’ » k ' 

Posito igitur x =* r cos&, y = r sin#, unde ydx — x dy = —rr d&, da- 
bitur orbita per formulam, 

y = ßJ'rS(2r i (a—R) — ßpy ‘ 

■ ■ > • - » ;■ - kt ** 

Si lex attractionis est ’Neutoniana, ponendum est F(r) = — , R~ , 

designante Ar vim attraclivam pro unitate distantiae, institutaque integrntione 
prodil aequatio sectionis conicae inter Coordinatas polares r, &- \-y. 

Acquationum differentialium autecedentium dextrac parti addamus Coor - 
dinatarum x et y fvtictiones homogenen* ( — i) ,a< dimensionis , X et F, 
aequationum dißerenlialium provenientium, t 

ä ' js . ■=,._«£!£> +jr, • • s- 


rft 1 


rf* v 

Irr ^ -y r 


r 

F(r) 


* O '*1 


F, 


semper aliquod obtineri poterit Integrale. Nam ex bis aequalionibus eruitur, 

~ (,xdy — ydx){xY—yX) == ar*(ar F— yX)d.M , 
t ’ •.**•'* »* 

At est x 2 (x Y—yX ) functio variabilium ar et y homogenen nullue dimensionis 

0 a/ *» # # ^ * 

ideoque functio ipsius — , unde aequationis antecedentis pars utrnque est diffe- 

X ' 4 • 

rentiale completum, factaque integratione prodit ' * 

<P = i (xf—yxy—V == iß 1 , 
siquidem ß Constans Arbitraria est alque 

, .. r^fx\xr^ y X)i2-. ; ' 

Si AT el F sunt diflerentialia parlialia functionis homogeneae ( — 2)'** dimensio- 
nis U, ipsarura x et y respectu sumta, principium conservationis vis vivae 
alterum suppeditat Integrale * . 

'if,=r r = a, 

« 3 * • . * 

siquidem a est altera Constans Arbitraria atque rursus . 

* R=^fF(r)dr. v . . 

23 
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Funcliones f et cp inventas substiluendo fit 

‘ * * - . , - ^ 

♦ " dfp df dtp , 

+ry)(*r'-r*')- 

At ex Integralibus invenlis eruitur 

. ixx'+yy'Kxy'-yx') = r)^-(2F -|- ?)). 

quippe ponendo ' '*•*._ 

2^(a-Ä+C0-(2F+/?*) = 9t * ‘ •. 

'fit * . * 

xy'-yx' = a^'-f-yy' = )>• 

Hinc sequitur . ‘ " • ' * • '*.*»• 

§*•$-§£•§* = >W(W)r ';■*;* • 

• • ... a,/ == .■ 

rr * 

_ yYe+V(2r +p).x 

J- ' 7 ^"* * 

Quibus formulis subslitutis in lerlio Integrali , quod principio Ultimi mulliplica- 
toris suppeditalur, 

y' dx — x * dy - r • 

dtp df dtp 

dx''dy‘ dy^tl? ;■ • v * /. • \ . 

obtinetur formula quae puncti orbitam determinat, . ‘ . . - . 

. * * . ' < . 

x ' , ff ydx—xdy , dr \ 

- ‘ '- 4 'rr/(2 F-f/S*) X r/p / : . ¥*■••}.■ * . • t 

sive ponendo rursus x — rcos&, y=rsintf, .. • 1» 

' f( ir - d& . \ .. ... / . 

/ Wg 7(2^+/äf*)/ ~ y> 

semper designante y lertiam Constantem Arbitrariam. Cum sit ü functio ho- 
mogenea (— 2)* ordinis, erit 


fn 


unde 


2 P =-^+rf! = - Wryj) - 


U {® **+F Y] (x dx -\-y dy) 4- {xx 4- yy} ( X dx 4- Ydy) 

— ( x Y—yX)(xdy—ydx). < . 

Eadem quantitas aequabalur ipsi d V, unde in formulis antecedentibus statuere licet 

V — rrU, 

g = 2r ? (a— ü ) — (?, . • 


< 


— m — 

• • * • •« 

* • • 

Sccundum suppositionem factam fit r^U =V ipsius -^- = tang^ functio, unde 

in aequatione orbitae, . • * 

r d >‘ f d& , . 

/ r/(2r*(«-Ä)-/J«) — JV(2V+/S*) < ' 

altenim integrale solius r, alterum solius «9 functio est. Temporis expressio 
habetur per formalem v 

m i • P rdr frdr __ . f r*d& 

. ‘ J xx‘ \-yy‘ J iQ J F-\-ß x ) r 




in qua t est nova Constans Arbitraria. 

. • 

In motu antecedentibus consideraio vis F(r ), qua punctum versus cen- 
trum fixum attrahitur, aucta est alia vi, quae secundum axes orthogonales 

d U d U 

disposita differentialibus partialibus et aequatur. Eadem vis secundum 
radii vecloris directionem eique perpendiculariter disposita evadit 

m * • * \ 

Secundum suppositionem de funclionis V indole factam statui polest 

• r*ü = V = ¥(&), 

designante ^(>9) functionem anguli >9 quem radius vector cum axe fixo format. 

HF 


Qua expressione substituta positoque — eruitur 


p = . 0 - 


Si iam ponitur 


n/M. = p/ d -pr - = e> ,* - 

docent formulae antecedentibus invenlae, illis viribus P et Q ad vim attracli- 
vam F(r) accedenlibus orbitae aequationem polarem eam rautationem snbire 
ut angulus & in angulum 6 mutetur. At simul videmns, illa virium P et Q 
acceeswne relationem inter radium vectorein et lempus omnmo hnmutatam 
mutiere . Quae curiosa propositio valet etiam si non quod antecedentibus sup- 
posui motus in piano fit. Sit enim U ipsarum x, y, z functio homogenea 
( — ’2) ut dimensionis, ac proponantur aequaliones differentiales, l . 

* • • • •.*» «r # • • 

‘ ' 23* 
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d*x x . , dü 

HW = 

d 'y _ y K' (r \A.<L*L 

rf<» — r £y ’ 

= _ f'(r) 4 - UL . 

77» r ' 3s ’ 


rursus fF[r)dr— R ponendo sequilur, 

. ■ (£)■+ (£)’+ Q'= n-R+u+a), 


x 


d % x 


rf*s 


dt » |J ^ tff* r * rft* ^(r) 


Quibus additis fit 

</.»• 1 i.dy 


d l*£+>'S7 + ?77! = dr T, = {•»(«-K)-r*’(r))rf<> 


rfr 


</r 


unde multiplicando per et inlegrando prodit, 

• ^(77 )’=^^ 


ideoque " 


l + T =/? 


rrfr 


• Ä 


/{2r* (<*-/?)+*) » * - 

qua in formula t et e Constantes Arbitrariae sunt. Palet autein quod demon- 
strandum erat, in hac formula nullum functionis U vestigium remansisse. Addo. 
si V gaudeat forma particulari, 

•. «r = ■ 


* • ’ > 


designantibus f et <p funcliones quascunque, enm ipsum motum, (pii in plano 
non continetur, tolum Quadraturis delerminari posse. 

. * Motus puncti in spntio pendet a quinque aequationibus differentialibus 
primi ordinis inter sex quantitates x, y, z, x \ y',;*'/ unde quQtuor Inte- 
gralibns egemns ul problema ad aequationem differentialem primi ordinis inter 
duas variables revocelur, quae ope principii Ultimi multiplicatoris per solas 
Quadraturas integrabitur. At quoties vires sollicitantes diriguntur versus axem 
fixum virinmque intensilates non pendent ab angulo quem planum per axem et 
mobile dncium cum plano fixo per eundem axem transennte facit, problema 
ad motum puncti in plano revocari potest, et nonnisi duobus Integralibus opus . 
erit ul totum absolvatur Quadraturis. Designantibus enirn x, v, £ puncti Coor- 
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dinatas orthogonales positoque 

vv+ZZ = yy, 

» « • ,1 * , * • — * * . 

sint aequationes differentiales, quibus motus puncti definitur, 

JL — : v — . 

dt 


d'v __ y 
r* X y » . dt' 


Y> 


9 «• 

. « » •• 


«4 h i ' 


" * di ' y'^dt' y 7 . 

ubi secundum supposilionem factam et X et F solarum a* et y functiones esse 
debent: erit 

unde sequitur. 


♦ * 


. 9 dt' * dt' ’• 

di 


5- 

^-TT ^ dt 


a. 


designante « Constantem Arbitrariam. ' Fit autem, 

d'y d' _ (vdj-jdv)' , arf»«+W,_ 

■ rfjr— r ' 

K 1 • “ . * r N '* ...%*• % ^ * 

ideoque ... 

. -« v - ' - \ •* 




d'y _ a« 




» r _Hi 




J * * • • dt' y 3 , 

Ündo aequationes differenüales proposilae evadunt sequcntes, t 

d'x ^ Y d'y~ ’ cta . y ■ 

• ~ * ' my — r* 1 •' • ^ 

Cf. öinr. Cre//. VoL XXIV. pag.lßsqq. Ponendo, 

v = ycosf, £ = ysin/‘, , 

.fit ' ' ’V » . • - 

- . dt «. dv df 

- . •: = >yjt — a > ■ 

unde Conslans a acquabitur plani per punctum mobile et axem flxum ducti veloci- 
tatl rotatöriae imliali, multiplicatae per quodratum distanliac initiaüs puncti ab axe. 
Duobus Integralibus inter x, y, x\ y' inventis, tertium integrale principio nllimi 

' * t . dy 

‘ Mulliplicatoris suppeditatur. Quorum Intcgralium ope si y = per y ex- 

primitur, cum rotationis angulus f tum tempus t Qundraturis determinnnlur ope 

formularum, *. 

4 . fdt ' f dr , _ fdy . 

•; ~J y ' ' . 

Unde in casu proposito cognitis dttobus Integralibus tria reiiqua a solis Qua- 
draturis pendent. Consideretur ex. gr. motus puncti versus centrum fixum 
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, * * 

aUracti; posito r= ^{xx-\- yy), secundum antecedentia erit 
d* x x ■.*, v • d 1 


. -j 


aa 


£*. = — — F(r ) ; = — 21 F(r)~* . 

dt* r ' r '* dt» r * VVT r » 

Quae aequationes in cas redeunt, quas supra integravi, ponendo 


r = -£, e = 


aa 


aa 


2/r 


2rrsin#* ’ 


unde 


.i 


aa 


ideoque . 


V= 

/* f /J.d# _ /* sin*d# 

ö ~JV(2 W&yfß*) J V{ß* sin# 1 — o 1 ;’ 


cos0 = ä*) 008 ^ 


Si r et /> sunt puncli atlracli Coordinatne polares in plano fixo in quo illud 
revera movetur, in aequatione orbitae, quam in hoc plano describil, angnlns S 
loco ipsius < f > subslilui debet ut erualur orbita descripta in plano mobili per 
axem ipsarum x ducto. Relalionem inter r et / pro motu in utroque plano 
eandem manere, ex ipsa natura rei patet. Plani angulus rotatorins f datur per 
formulam, * • - 4 

a di d 0 : afi .dQ 

sin 2 # 


df = £ = 

* yy rrsin 2 # 


a* cos 0* -f-/?* rin©* ’ 


'unde, de9ignante f Conslantem Arbitrariam, - 

,a ng (/*-f «) == — lang 6. 

% ’* . • v - 

Si per oentrum attraclionis ex arbilrio axis fixus ducitur, in formulis antece- 
denlibus axem Coordinalarum x pro axe fixo sumendo motus puncli aUracti 
componitur e motu puncli in plano per ipsum et axem iixnm ducto eiusque - 
plant rolalione circa axem fixum. Slatualur a = ßsin<i ) erit 

cos # = cos d cos 0 , lang 0 = sin J lang (/*-{- *), sin#sin(/’-f c) — sin©. . 
E ccntro attraclionis describalur superficies sphaerica, cuius intersectio cum 
axe fixo, cum radio vectore et cum plano orbitae puncli atlracti sit A, P et 
circulus mnximus PQ; porro in spbaera e A ad circulum maximum PQ de- 
mittalur perpendicularis AO: in triangulo reclangulo sphaerico AOP erit 

AO — d, AP = &, PO = 6i ‘ OAP = f-\- e. 

. Cuius constructionis ope formulae anlecedentes geometrice comprobari posaunt. 
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• / i 

Si punctum versus cenlra fixa quolcunque in enclem recla disposila secun- 
dum Neutoniannm sive aliam quamcunque legem attrabilur, quibus allraclionis 
viribus accedere potest vis conslans rectae parallele, e duobus Inlegralibus, 
quae antecedentibus poscebantur ut reliquae integrationes omnes Quadraturis 
absolverentur, alterum conservationis vis vivae principio suppeditalur. Si abest 
vis constans atque duo tanlum sunt contra attrahenlia lexque altraclionis est 
Neuloniana , alterum Integrale Eulerus invenit. Eo igilur casu motus ille 
principio conservationis areae certi cuiusdam axis respectu valentis, principio 
conservationis vis vivae, Inlegrali Eulertano, (andern principio Ultimi multi- 
plicatoris ad Quadralurns revocatur. Quod iam accuratius exponam. 

: . r. . . * .... .«••>....* . . * • • * •• • . . * 

Motus puncti versus duo ceatra fixa secundum legem Neutonianum attracti. 

• * # I 

§• 26 . . 

Pafecin inter utrumque centrum medium sumatur pro initio Coordinatarum, 
recta ceutra iungens pro axe Coordinatarum x, sit porro y distanlia mobilia 
ab hoc axe» Si massae centrorum sunt m et m' atque a semidistantia cen- 
trorum, secundum antecedentia valebunt inter x et y aequaliones differentiales 
sequentes, . 


. i - 


1. 


d'x ; m(x — o) m'(x+a) „ . 

dt* j(x— a)*+^| I {(*+«)* f ■ 


d*y _ 

7t* 




m'y 


. i ■ 

{ (*—«)* +rrl* I (*+«)* * ’ 

designanle ec Constantem Arbitrariam. Porro angulus rotationis plani per axem 

et mobile ducti datur formula, \ 

• . * 

* udt 


2. *• df = 


yy 


A principio conservationis vis vivae integrale suppeditatur hoc, 

_ - i • * • • 

m i m‘ 


3 .. 0 


+ 


«* \o 

i(t ~ " 2y* ' P > . 


designante ft alteram Constantem Arbitrariam. Integrale Eulerianum inve- 
nitur deducendo ex aequationibus (1.) sequentem, 


d{xy'~-yx i ) = - 

unde fit . 


may dt 


m'ay dt 


j(x— {(-r+«)*+ jr*>* 


+ ■ 


a*xdt 


,s i 


. * 


•4 


Digltlzed by Google 


I i -r v' v _ "»«X K^- — «) dy—ydx) j w'fly {(x-Pfl)<*y-ytf.g) 

*7^ ■' y . • ~ K*-o)*+y*}* + ’V«*+<#*+X*l* V ..*' v 

. ••“ * . a*x(xdy — ydx) ,. '-mt^ydy . < m‘a % ydy', »* ♦ 

.. . / , ,. • i ' {U-^+x*) 1 

jftiftc aequatiomiin (1.) alteram substituendo fluit ; *. •' •' "• ' 

* “< - y \* ««/tECKt *A|ll ftijjfl lt ' +i 4 

■> i ******* *■•. 

• ,-..v . ■' •*. . : < !uffi -V rrrr(SF»ltft'- '•»v TWnwiirrw >!**•* 

Cuius aequalionis termini singuli cum differentialia complela sint, obtinelur 
Integrale, *■ * * • ' ! . : ^ ' • 

. 4. (xy 1 — y a?') 5 -f ^onst. - 

• 2ma(x — o) • 2i»'o(j{a) . «*x* i_j.ii «*«* 

•T'-prr/^ •• 


> W ‘i. • ü* . 


v {fir-«) 5 ^!’ |(J+«*y+y«F‘' ' 'y* 

Si ponitur *“ \ " • / ’ . ."> ■ *• •: * -'* * ; : 

2 m -> ■ • ' • *' 2m' ' • •'- " ' tta . • •' X" -*■ 

|{x— «)* +y*l* ■ K-r-j-e) 1 -^*}*' X * ' ■ ■ •"' 1 

2mfl(jc — «) 2 m'ajx+a) , a* 


5. 



— ***»\* — »J .{. _ /«* _ j.1 _L _L v 

Kx-o)»+y*}* {(o-+fl)*+y»j* + X* ( * , T^ } +^ 

duo Integralia inventa evadunt ^ t 


sive 


1 * ^ 


6. ar'aj'-f-y'y' = L, (xy'-r-yx') 2 ^ (fy'y' 

<+ - f . < b , ' • , . ^ '• v v 

♦ t 

\ ••- .. . f ~ ß> <p = y> s 


M, 


r. * r 

. * 

k • 1' * f " * 


siquidem staluitur 

• - - f = Ux'*' J ry'y r ) — }L-\-ft, ■ ' v ,-. 

' Si duorum IntegraUum ope et x‘ et y 1 , per x et y exhibentur, secundum prii^- 
cipium Ultimi raultiplicatoris oblinetur tertium Integrale, • : 


XlXzäit = Const 

Bx 1 ’ dy' dy‘‘ tfjp ' 


f* y‘dx 

nrw. 


df dtp 


At cum et L et M ab ipsis x 1 et y‘ vacua sint, fit * • *-■ 
x' } 


■ \ » ■ i • * ■ . * 


#£ 

öx' 


dy y ’ 


§p = —2y(jcy‘—yx ')♦ §ß- = 2a7(a?/— ^aO—p« 2 ^*' *' A 


m - -'t 


T «fWZJt 7VV|W r 


; ♦ 
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# • • • 

Quibus formulis subslitutis eruitur < 0t| • 

= — 2{rFy(a?v — y'yO+C 0 «— +yy) a?, y / }- 

Unde tertium Integrale evadil 

- r y'dx — x t dy 

J xy(x'x ‘ — r' 


= «, 


*< .. 


•» 

t 


J xy (x' xX^-xx) *Y 

dcsignante e Conslantem Arbitrarium. * H. . 

In formula antecedente expressio sub integralionis signo posita, quanli- 
laluui x‘ el y' valoribus subslitutis, evadere debet differentiale completum. Qui 
valores ul cruanlur et counnodn substitutio fiat, adhibeo methodum in caiculis 
algebraicis usitalam, videlicet addo aequationes (6.), altera mulliplicala factore l, 
quem bac condilionu determino, ut aequalionis provenicntis pars laeva evadal 
quadratum functionis ipsorum x' el y' linearis. Ea ratione venit 

8. f=» 

> < » « ♦ ’* m ' w *• ' ■* • 

quantitate X determinata per aequationem 

.* 9. 0 = >*>.') (A -f- a? ar — au) — xxyy 

• ^ = X* X (ara*-f-yy — od)4fl«yj l > 1 . .. . 

Huius aequalionis quadralicae radiccs vocemus X' el X", erit 1 • • • 

10. aayy = — X'X", xx-\-)y=.uu—l‘—). ,i , aaxx=^{aa—l')^M—^'l. 

Iiinc quadrata distnntiarum puncti mobilis a centris allractionuin fiunl 
{x±af- 1 -y 2 — '!«— X' — X" + J — i')(au — X"))-, 
ideoque ipsae distantiae 

11 {(* ± af -f-y y}‘ = /(« a — X 0 ± A a « — *")■ 

Forro fit 1 ** 

X' — afl + ax = — + — X'O}, ,j ' . 

X " — aa + ax = ± \'{aa— 

ideoque 

» 4 { X'- aa + as = _y (aa _ rh C t' 1» St ■ 

12. )l (x +“)’+"l nhnrn* Vm» -™'I 

'l X " — aa + ax , „ . • ' 

4- • • | l(J T «)>+rrl‘ = ±,(aa ~ M - 

Si has formulas substituimus in (5.), sequilur, qnanlilatem iW-j-X'L solius X', 
quantitalem VL solius X" functionem esse. Etenim si advocamus formulas 

H 4 1 ^ a a 
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subire possunt mulationes, quihus tarnen illius Determinantis valor non inutalur 
(cf. §.3. (12.)). Ponamus rursus, ut supra, 3n quanlitates loco quantita- 
tum y»i,y ( , )'tn ; atque 3» quantitates loco quantitalum ; j »/, ;*?'• . 

y'wi.y'i, z;, valor ipsius etiam aeqnari poterit Deterniinnnti eanmdein 

• * • , / « 
(in functionuin, formalo quantitatum $ 4 et respeclu, quippe qnod ab illo De- 
terminante functionali tanlum discrepnt factorc constanle (cubo producli massn- 

t. / ' s * • * *. 

rum). Cum 3 n quanlitates non reprehendaulur in 3n funclionibns JT m et y m , 

JML * * « 

Determinans (luolicnti -rs- acquale induit formam producli, 


d Ihn-H 

esr 


' ' _L ö/Z an, dJIk-i öq, difx 

•' . - ai, ' 5| t - 

„ ^ , sn‘ an; au;_, Bq\ Bq; 

^ a(; ■■■■ sf; ‘asu.'ä 1^ " 

* * ' .f • . • . I 

Cum vero insuper sit v 

*K *n' m ö Vm , * .. 

7; • • * • w ,=s ¥’ W = ' ölT’ . •• • ;* 

ntrumque in so duclum Determinans aequale evadil, unde eruitnr t# "> 

44 M _ an SII t dllk-i dti, dq t ' 

' . 11 * iht“ i “5ir • äi£ ; ro v •: isr l - ;• ' 

Sint . - ' * . ‘ ’ 

■* ; ‘ in', m", .... • 

indices diversi ex ipsorum 1,2, . . . . 3» mumero, supponere licet, ipsas 
y,, .... y 3 ,_n expressas esse per solas 3» — k quantitates 

"> Sm"» ...'. £i»' 3 " -1) » 

H§ •. # 

tum antem Quolientis -yj- valor formam simpliciorem induit, 

• i ■ • • ■ '• ...«•.•* .. v • . N 

/ ■ * < I 40 » ^1 _j_ j V 4- dg I Ö<7, ö 1)n—k h . ' • . > . . •• 

. AI, ) “ ££ m ,' c>£ „ ‘ *“ ' 3-| • , 

*•"' y" i vir» afgn • • . 

... • , V. 3/4*4 % ;. ... 

siquidem m tJ "~ 1+J) , fS) , ..... designanl A reliquos indicum I, 2, .... 3». 

Unde tandem per formulam nolam ( Detenn . Funct. §.3.(12.)) sequilnr. 

,1.1^ sj.- 

ö/ 7 . a/z. 


13. 


V. 
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Ouod anteccdentibus Suppositum est, aovas variables .... q in _ k ,. 

per tolidem quantilates $ m ,, etc. expressas esse, id fieri non polest, 

quolies ex aoquulionibus . conditionnlibus //==() etc. aequatio inter easdeni 
.'in — k quanlitates otc. sequitur; nam cum 3« — 4* quantilates </, , q, etc. • 
a se independentes sint, etiam .in — k quantilates i m . etc., per quas expri- 
mantur, a Se independentes esse debenl. Nihiio tarnen minus pro eo quoque 
casu formula (13.) valet. Quoties enim ex aequalionibus // = 0 etc. finit 
aequatio inter solas 3n — k quantilates | n >, -hae aequabunlur 

3 n—k functionibus fpianlitatum q , , r/., .... q^-l non n se jndependenlibus, 
.qunrum functionum Determinans evanescereconstat. ( Determ . Fu net. §. 6.) 
Porro si e k aequalionibus TJ'= 0 etc. obtineri polest aequatio inter solas 
3n — k quantilates s m ,, V. . . | m> 4, , fieri debet, ut ex iisdem reliquae' k 
quanlitates $ m -etc. eliminari possint. At si de k aequntiönibus /T == 0 etc. 
tolidem quantilates eliminari posaunt, functionum TI etc. Determinans 
earum quanlita/um respectu forma/um per ipsas aequaliones evanescit 5 *). 
Unde casu de quo agilur, ulroque Determinante ad dextram et laevain signi 
aequalitatis posito evanesce/ite, aetpialio (13.) iusta inunel. . • 


„ '»-Si, quod secundum antecedentia licet, in aequalione (13.) pro systomate 

indicum m , m '\ . . . . n^ u ~ l) sumuntur quique 3 n — k diversi ijidicum J ,?,.... 3' /»>' 

3m.3;j — 1 , . . . 3a— A'-f- ( 
oinnesque — r r . — !— 


A . 3 


aequatioues provenienles consummanlur, prO- 


dit aequatio 


MJ * : 


’itui 


M s. U+ 


'8L. St 


m" 


di: liH-k) 1* » I 


d'/i ' d y. 


vtot \v 


=. j/, s.l^ + stE' $J*± 


ü<i>n-k 

SW L_r 11 


i * V 

* M 

fiwrf / ■ • * 

ü\B< Vtna«; £b 
r. 


i ftm- 

ubi in altera sunmia loco indicum .... quippc qui 

aliam non babent signilicationem quam quorumque k diversorum ex indicibus 


■■ *N . f % r- 

Ponamns enim , ex aequalione U = 0 eliminari posse h quanlitates ope reliquarum ‘ 
aequalioniim Tt l = 0, 77 2 =0, .... ll^i = 0, per casdem induere debet II lormam prodticli 
p F, designanle F funclionem a h quantitatives vacuam, ut ex aequalionibus rondiliona- 
libus sequalur inlor reliquas quanlitates aequatio F = 0. Secundum J>. 3. ff 2.) in De- 
terminante functionum 11, TI, , .... //*_ i ipsum u F subslituere licet functioni 11. 
Ouoties aulein F=0, ditferentiulia prima ipsius pF ita formare licet, uc si faclor p 
constans esset, linde eliain in formando Determinante fmiclionuin pF, IT,, //;_ i 

habere licet u pro Constante. Ouod igitur Determinans nequivulebit fuctori p duclo in 
Determinans functionum F, II,, Hi-i, ideoquo cvanescct, cum F ab ipsis 

quanlilatibus vttcua sit, quarum respectu Determinans funcliomile formalur. 
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J, 2, .... 3n,'- scripsi »»', m!\ .... Aequatio antecedens perfecte con- 
gruit cum supra invenlis. Nam secundum formulam (16.) §. 22. aequator SA 
suimnae ad dextram, secundum formulam (12.) §. 28. aequatur Sf t summae 
ad laevam signi aequalitalis positae. * . * ' • . . 

Aequationuin dynamicarum forma secunda in tertiam mutabatur introducendo 
varinbilium q\ «i ,■ — q in _i loco totidem alias p , , p : , ... . p 3n _i. Unde secundum 
§. 9. lerliae forraae Jiultiplicalor e secundae Mulliplicatore SA t obtinetur formnla. 




= . 2 ± 


dp, dp t 


dpin-l 


Üanlur antem novae' quanlilates p, aequalionibus linearibus. 

.> .. Pi — a i,i Vi • • • • 

posito secundum (11.) §.23. 

• • n : «1l 




£«• •• _L 
Zn 1 


8&Sh d£ln 


, 1 i ■ d'li. ’■ öf/i ‘ ö q t . T 0 Qi * d 7j. ’ 

unde fit . ... . ... ••. w V 

. *. ‘ • ~ • * ’ • .... . 

jjf- ± «1,1 «2,5 » . • • J«_jt • . 

,Quod rursus cum supra inventis congruit, cum secundum (9.). §. pr. aequetur 
Delerminanli ad dextram, secundum (8.) autem SI 7 uni/ati. Per considera- 
tiones antecedentes videmus, e valoreiW, = 1, qui sponte patet, inveniri potuisse 
SL et St , supra via diversissiina invenlos. Qua methodoruni diversitale cum 
Multiplicaloris tum Determinanlium functionalium theoria haud parum illustratur^ 
Principium Ultimi multiplicaloris ad formam aequationum dilferenlialium 
dynamicarum tertiam relatum sic enunciari polest. 

,JPuncioruw malerialium syslema subiectum sil conditionibus et sol- 
tiäletur viribus quibuscunque , u solo, positione xy sterna tis *rt spatio 
pendentibus; qua positione determinata per u quanlilates independen- 
tes q { , semisutntna virium vivarum T exprimulnr per quanlilates q, 

‘ . et q\ = admolum systemafis de/iniendutn, etiminato tempore , in- 

tegrundae erunt 2 p — 1 aequaliones differentiales primi ordinis, qua- 
rum inventa sini 2 p — 2 Integralia, totidem Constantes Arbitrarias 
. involventia, Ha ut integranda restet unica aequatio differenfuäis primi 
: \ ordinis inler duas variabiles u et v, _ • ; 

. .v'du — u'dv 0, . ' .. * - • J .. 


I 


• t 

• I 


• / 


* • * V . 

• • 

dy* . 


* 

^ * 

*-*' 4 . ^ 

• u« 

#• 

. f 

■ • 
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■ 9 

k jr ^ 



f 


<tl destgnantibus in hac aequatione u‘ et v' ipsnrwn u et v functiones 


V * t ’ (juibus quo/ientes differentiales ~ et ope IntegräHum invenforum 

• . aequantur ; erit huius aequutionis differentialis ptimi urdinis int er 
du u.s variabiles ultimo loco integrandue Multiplicutor aet/ualis De - 

• ' i d V 

terminanti functionali ‘2 p (fuantitatum q, et ipsarum u, n atque 

’ V -Xu — 2 Constantium Arbitrariarum respectu formato. 


dv 




t 


♦ * 

V 


• H 


Iam novum principium generale mechanicura exemplis applicobo. 

. . , * •. cr\ •>#» 

i • • • p . . . . I • 

- ••• . i. •• . . ^ Irtan %r<MS ^ 

.. De motu puncti versus centrum fixum attracti. 


* ‘ 




1 »* • ’ 


S- 25- . ' 

• Pro motu libero puncti in plano ex Ultimi multiplicatoris prinoipio ge- 4 . 

iierali fluit baec - . ■ . ; ’ *• 

Propositio. ' ' & * 

Proponantur pro motu puncti in plano aequationes differentiales, 

• ' • ‘ ’ A dii — x > ifn — Y > -:■»«» 

' . • , ’ • . • %• 1 • • 

designantibns JC et ¥ Coordinatarum puncti ortbogonalium x et y functio- 
nes quascunque; si babenlur aequationum difTerentialium proposilarum duo 
Integralia ? o , \ ' j • 

f (x, y, x\ y'). — a, (p (x, y, y‘) ft > 

. ♦ * 

ubi a et ft sunt Conslantes Arbilrariae, dabilur orbita puncti formula ^ 


• 

• # 


dß Öß 


sive etiam formula 

* * . 


-mf 

-> 


f* y'dx 
/ df ö< p 



Itrf 

-x'dy) = ,y 

% 

m * 

• 1 

‘ Ä ' 

•• -<a«t 

' . k • i * 

" • : • 

= y> 


i . ■ « • # w* . 

kU ftiifjKfititivini 

'IWJ‘ . 


** 
* . 


* • 

VI 


ubi duorum Integralium inventorum ope exhibilis x' et y* per x , y, h, ft 
quantilates sub integrationis signo differentialia completa fiunl atque y tcr- 
tiam Conslantem Arbitrariam designal. 

Ali am propositionem, qua puncti liberi in plano moti orbita ^uadraturis deliniri 
potest, si puncti volocitatis intensilas et directio per duo Iutegralin inventa de-, 
terminatae sunt, iam ante mullos annos cum illustri Academiu Parisiensi com- 


»*/< 


' .V .. - 

m • • 


9 J 


m 


1 


. ) 
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♦ » 
i 


. 


• .« 


municavi, sed ea propositio tantam respicicbat casum quo vires Coordinatis 
parallelac X et Y eiusdcm quantitatum x et y functionis aequantur differentia- 
libus ipsarum x et y respeclu sumtis, dura in proposilione anlecedenle X et Y 
qunntitalum x et y funclioncs quaecumpie esse possunt. ; 

i ' , ** ’ » ' * • «3 ■ • * \ *• | 

Pro motu puncli in dato plano versus centrum fixum atlracli duo con- 
stant lntegralia priucipiis conservationis vis viyae et conservationis areae. quibus 
Si principium ultimi mulliplicaloris addis, per tria üla principia generalia a priori 

constat. eius motus delerminalionein solis Quadraturis absolvi. Qnod facto cal- 

. • . ■ ■ * . • • ... 

culo sic comprobalur. • . - • 

Pro nrolu proposilo habentur aequaliones differentiales 




dt 


f xF(r) 


dt 1 


yF[r) 


ubi x et y Coordinatao orthogonales sunt, quarum initium in contro atlraclio- 
nis est; porro r == f(xx -j-yy) atque inlensitas vis atlractivae pro 

distantia r. Posilo ■ . 

R =f F ( r )dr, 

e priucipiis generalibus raechanicis conservationis vis Vivae et areae slatim ha- 
bentur duo Integralia, 

♦ s f— £(#'#' -fy'y') -j-il = e, ‘ . . 

</> = xy' — y& ■ — ft] . : » • 

designanlibus a et ft Constantcs Arbitrarias. Unde fit; 

d f dep df d(p , ’ y 

— irr --nT = -V yy • • ; . 

, . > . r dx' dy dy dx' . • .<«.• 

E duobus Inlegralibus appositis sequitur . ... . . / . 

, ^'-J-yy' — }'<?> 

posilo ‘ 

t) = 2r a (« — R) -ßß; 

Unde secundum principium ultimi Multiplicatoris dabitur puncli orbita per aequa- 
tionern, , 

/ y'äx — x' dy f y' dx — x ‘ dy 

df d<p df äcp J Vg ' ■ 

dx ' ' dy dy ' dx* 

designante y novara Constantem Arbitrariam. Ex aeqnationibus , • • 

' . • xy' — yx * — ß, ' xx' -{■yy''— '* V 

seqiiilur ■’**' ’ * ' : * .* •* 


I 


1 

t «* 
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. . " 
x , = ,•.'•> * ‘ ' •/. < 

rr ’ * rr ’ • 

* * , ^ ^ , , * 

unde subslituendo x dx-fy dy — r dr fit 

- _ y' dx — x'dy ydx — x dy , (jdr 

. *j = rr r rVQ ' 

( * * • .«% t * » 1 % * 

Posito igitur .r^rcos#, y = rsin#, unde — x dy — —rr dfr, da- 

» ' * • *.* , 4 * 

bitUF orbita per formulam, ' 

y = ßf r /(2 r 1 (a ^f~ßß) •* 

' k* A* 

Si lex attractionis est Neutoniana, ponendum est /’(r) = — , Ä== — — , 
designante Ä 2 vim aUraclivam pro unitate distantiae, institutaque integratione 
■ prodit nequatio sectionis conicae inter Coordinatas polares r, 

Aequationum diflerentialium autecedentium dextrae parli addaraus Coor- 
dinatarum x et y functtones homogenen* ( — 3)' n * dimensionis , AT et 
aequationum difierentialium provenientium, 


d'.r F(r) , y 

— =>- W — + X, 


K- 


■ 


d*y _ _ F(r) 
dt* r r 




Y, 


semper aliquod obtineri poterit Integrale. Nam ex bis aequationibus eruilur, 
± d \ x Ii~~ yd d f)*~ ( x d y~y dx )( x Y— yX) = x 2 (xY—yX)d.-£l, 

* W " * ' \ ’ * 

At est x 2 (x Y—yX ) functio variabilium x et y homogenen nullae dimensionis 
ideoque functio ipsius — , unde aequationis anlecedentis pars utraque est diffe- 

JC v m • 

rentiale completum, factaque integratione prodit ' : 

* , ' . 9 = iiTy'-yxV-V = h*?, 

siquidem ß Constans Arbitraria est atque 

. . y^=fx'(*r^yxyd±. " 

* jh 4 * • 

Si X et Y sunt diflerentialia partialia functionis homogeneae ( — 2) Uf dimensio- 
nis U, ipsarum x et y respectu sumta, principium conservalionis vis viyae 
allerum snppeditat Integrale * . 

/—■ M X ' X 'ry < y , )-jr B — U = «>• •. .• •• . • ;j 

siquidem a est altera Constans Arbitraria atque rursus . 

- R=fF(r)dr, ‘ 
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Function es f et y inventas substiiuendo fit 

At ex Integralibus inventis eruilnr « 

Ux'+yy'){xy'—yx') = \/{'2r l (<*-R-\-U')-c2V+ß i )}.tt2V+f), 

quippe ponendo 

2r i («-Ä-l-r)-(2F+/^) = 9 / • . 

‘fit • 

*r'— y*‘ = }'(2F+/3*), ar^-f-yy = >'p. . •• 

Hinc sequitur „ ‘ • ' ' w l - 

■ a«jp af a?> , wrilh •• 

a*'- d?~ä7 *5F ~ VP;n2F+/S*); \ /: 

. . . . - irr ’ 

y/ _ /(2 y+fi l ).X 

J- ■ "rr ' * 1 

Quibus forraulis subslitutis in terlio Integrali , quod principio Ultimi multiplica- 
toris suppeditatur, 

y'dx — x J d y 


flL 


df dq> df dtp 

dxd'dy' dy , 'dx > \ ■ v * /■* • •• ■ 

obtinetnr formula qnae puncti orbitam delerminat, . . 

-* • * 

> " ff ydx — x d y . dr \ 

J \rrf{ 2V+/9») T ^Vq) —?> ■-, ‘ . 

sive ponendo rursus a? = rcos£, y=rsin#, - . • • v- : j . ‘ • 

' ft dr •• d& \ - .? ■ . • . 

J \rVQ 7(2 r+p')t = y> ■ * . ■ 

semper designante y terliam Constantem Arbilrariam. Cum sit ü functio ho- 
mogenea (—2)* ordinis , erit 

/' • 2Ü = -f^+yfl = -WrJ’l,' ■ ; -V 

unde ‘ ” * '* . • 

d.r'U = — {xX-\-yY}(x dx-\-ydy)-\-{xx-\-yy\(Xdx-\-Ydy) 

— (xY—yX)(xdy—ydx). < 

Eadem quantitas aequabatur ipsi d V, unde in formulis antecedentibus statuere licet 

f == rrü, ■: 

9 = 2 r*fr-Ä) — /S“. • 


r 


I 
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V 

Secundum suppositionem faclam fit r*U —V ipsius — = lang# functio, unde 
in aeqnatione orbilae, . . * ' 

f dr _ f d& 

J r/(2r*(® — R)— ß*) J V( 2V+/3*)'?* ' 

' „alterum integrale solius r, alterum solius # functio est. Temporis expressio 
habetur per formulara * 

* i • f rdr / Vrfr . /* r* d& 

„ ‘ ' J xx t \yy‘ J if) J )/(2 V-\-ß') r 


in qua x est nova Constans Arbitraria. 


In motu antecedentibus considerato vis F(r), qua punctum versus cen- 
trum fixum attrahitur, aucta est alia vi, quae secundum axes orthogonales 

disposita differentialibus partialibus et aequatur. Eadem vis secundum 

radii vectoris directionem eique perpendiculariter disposita evadit 

0 = ± \rg-& 

Secundum suppositionem de funclionis V indole faclam statui potest 

* ' r^U = V = . - 

designante functionem anguli O- quem radius vector cum axe fixo formal. 
* ' d*P(&) . 

Qua expressione subslitula positoque eruitur ; ** 


p. — i »>(»),. o = -in»x 


Si iam ponitur 


I 


p/äff* tfw - tfmrnm ~ *> 

docent formulae antecedentibus inventae, illis viribus P et Q ad vim atlracti- 
vam F{r) accedenlibus orbitae aequationem polarem eam mulationem subire 
ut angulus & in angulum 0 mutetur. At simul videmus, »7/a virium P et Q 
accessiune relationem inter radiutn vectorem et tempus omnmo immutatam 
mattere. Quae curiosa propositio valet eliam si non quod antecedentibus sup-' 
posui raolus in plano fit. Sil enim U ipsarum x y y, z functio homogenen 
( — 2)" r dimensionis, ac proponantur aequaliones differentiales, . 
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rff* r w 1 dz ’ 

' * I ’ ■ * \ ** 

rursus fF(r)dr — R ponendo sequitur, 

^) , + (^)’+ (£)'= »(-*+p+«>. 

Quibus additis fit 


<|*5?+>-Sf + *^| - *-'T, = \n«-R)-rnr))dt, 


> 1 . 




• • </r " 

unde raulliplicando per et inlegrando prodit, 

..V . . r*(^)’= 3 r>-Ä) + 

ideoque ' . • . . ! 

, , r ' rdr . " \ ' 

*T t —J /{2r*(«-Ä) + *} ’ : - 

qua in formula t et t Constantes Arbitrariae sunt. ’ Palet autem quod demon- 
strandum erat, in hac formula nullum functionis V vestigium remansisse. Addo. 
si V gaudeat forma particulari, 


designanlibus f vX (p funcliones quascunque, enm ipsom molum. qui in plano 
non continetur, totum Quadraturis determinari posse. 

• Motus puncli in spatio pendet a quinque aequationibus differentialibus 
primi ordinis inter sex quantitatos x, y, z, x\ yV undo quatuor Inte- 
gralibns egemns nt problema ad aequntionem differentialem primi ordinis inter 
duas variabiles revocetur, quae ope principü Ultimi multiplicatoris per so las 
Quadraturas integrabitur. At quoties vires sollicitantes diriguntur versns axem 
ftxnm viriumque intensitates non pendent ab angulo quem planum per axem et 
mobile dncintn cnm plano fixo per eundem axem transennte facit, problema 
ad motum puncli in plano revocari polest, et nonnisi duobus Integralibns opus . 

eril ut totum absolvalur Quadraluris. Designanlibus enim x, v, £ puncli Coor- 

. . * . « » ' . * * 


dinalas orthogonales positoque ; J ä w < .tt****. 

yy, . 

sint aequationes differentiales, quibus molus puncti definitur, • 


d*X 


rf* v 


Y M u \r u 

3 777T “ 






//<* <//* y ' dt* y 

nbi secundum suppositionem factam et X et Y solarum x et y funcliones esse 

’y tf | 

debent: erit 


unde sequitur. 


■h\ 


t. / 1 £ „ </‘ a A 


» • 


- . • (I£ ~ dv 

■ V T, — f-JT = 

designante « Constantem Arbilrnriam. Fit autcm, 

d 1 v rf 1 («</£— £</v) 1 

rff» — rft* “ n«i/+££)>.rff* ' 

ideoque 

* . tttt | y 

«•••> ■* :i » •' • I ~ 7*" + 







^v+££,.^ ’ 

- ! - r v V 

Ünde aequationes difTcrenliales propositae evadunt sequcnles, v 

• ‘ „ .tvsh&trtJ 

d'x v d*y aa . y ’ . “*■ 

rf<* — ’ dt* ~ y* T v-V 

Cf. DiVxr. 6Ve//. Fof. XX TV. pag. 16 sqq. Ponendo , 

- ■ . ^ •* • ~J|( 

V = ycosf, 

fit . • 


a„ »im. _ . . 

.• * ! r l V 

£ = y sin/; » . • • 

d£ ydv df 

“Ti^dt — yy dl ^ a > n -V ■ 

• . y .' 

undeConstans a aequabitur plani per punctum mobile et axem fixum ducti veloci- 
tati rotatorine iniliali, mulliplicntae per quadratum distanline initinlis puncti ab axe. 
Duobus Integralibus intern, y, x\ y' inventis, tcrtium integrale principio Ultimi 

dy J -**) • 

Mulliplicatoris suppedilatur. Quorum Intcgraliura ope si y == per y ex- 

primitur, cuiu rotalionis angulus f tum lempus t Qundraturis determinanlur ope 
formularum, 

>=/% m 

Unde in casu proposito cognitis duobus Integralibus tria reliqua a solis Qua- 
draturis pendent. Consideretur ex. gr. molus puncti versus centrum fixum 
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altracti; po9ito r== \{xx-\- yy), secundum aniecedenlia erit 

■ f*w 


*4 


an 


Quae aequaliones in cas redeunt, quas supra integravi, ponendo 

aa jj aa aa 

~pr » v — : 


Y = 


2 yy 


2rrsin#* ’ 


unde 


V = ¥(&) = — 


aa 


2 sind-* ’ 


ideoqne. 


j* P ß.d& f sin & d& 

e== .//U**»in**-«V 


cos0 = Tißnr^ 00 *#- 


Si r et x> sunt pnncti attracli Coordinatae polares in plano iixo in qno illud - 
revera movetur, in aequatione orbilae, quam in hoc plano describit, angulus 0 
loco ipsius «*> substitui debet ut eruatur orbita descripta in plano mobili per 
axem ipsarum x duclo. Relationem inter r et / pro motu in utroque plano 
eandem manere, ex ipsa natura rei palet. Plani angulus rotatorius f datur per 
formulam. .. __ t 

a di adt dG i aß.dG 


» f yy rr sin 1 & sin 1 # 

unde, designante e Conslantem Arbilrariam, 


«* cos ©* s * n ©* ’ 


lang(/'-f e) = -£ tangÖ. 

Si per oentrum attraclionis ex arbilrio axis iixus ducitur, in formulis antece- 
denlibus axem Coordinalarum x pro axe fixo sumendo molus puncti aUracti 
componitur e motu puncti in piano per ipsum et axem fixum ducto eiusque - 
plani rolatione circa axem fixum. Statuatur a — ß sind“, erit 

cos = cos d cos 0, tang0 — sin J lang sin#sin(/’-^e) — sin0. . 

E centro attraclionis describatur superficies sphaerica, cuius intersectio cum 
axe fixo, cum radio veclore et cum plano orbitae puncti altracti sit A, P et 
circulus maximus PQ; porro in sphaera e A ad circulum maximum PQ de- 
mittatur perpendicularis AO: in triangulo rectangulo sphaerico AOP erit 

.*,/ AO^d, AP — I>0=0, OAP = f+e. 

. Cuius constructionis ope formulae anlecedentes geometrice comprobari possunt. 


. f 


V 


v? 
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Si punctum versus centra fixn quotcunque in eadem recla disposila secuu- 
dum Neu/onianam sive aliam quamcunque legem allrahitur, quibus atlractionis 
viribus accedere potest vis constans rectae parallela, e duobus Integralibus, 
quae antecedentibus poscebantur ut reliquae inlegrationes omnes Quadraturis 
absolverenlur, alterum conscrvationis vis vivae principio suppeditatur. Si «best 
vis constans atque duo tantum sunt centra atlrahenlia le.vque altractionis est 
Neuloniana, alterum Integrale Eulerus invenil. Eo igitur casu motus ille 
principio conservationis areae certi cuiusdain axis respectu valenlis, principio 
conservationis vis vivae, Integrali Euleriano, (andern principio Ultimi mulli- 
plicatoris ad Quadraturas revocatur. Quod iam accuratius exponam. 


* t 




Motus puncti versus duo centra fixa secundum legem Ncutomanam attracti. 

.? ,■ *• 

§• 26 . < ' • 


?fr 


T 


Punctum inter ulrumque centrum medium sumalur pro inilio Coordinalarum, 
recta centra iungens pro axe Coordinatarum x, sit porro y distanlia mobiiis 
ab hoc axe. Si massae centrorum sunt in et m' atque a semidistanlia cen- 
trorum, secundum antecedentia valebunt inter x et y aequaliones differentiales 
sequenles, 


«) 


d t x m( x — o) 

di ' K*— »)• +yy\* |(jr-f-«)* ’ 






d 1 y 

JF = 


my 


mfy 


+ aa 
"Ti 


-iS, 

■» 


{(x— «)*+rrl* 


• • •• .• # «» 

>*y: /* 


V* 


designante « Constanlem Arbilrariam. Porro angulus rotationis plani per axem 


et mobile ducti datur formula, 




2. <//* = 


a dt 


yy 


A principio conservationis vis Yivae integrale suppeditatur hoc, 


* - 


3 . l{x'x‘+yY) = 


m 


| W MU L O 

|(x-a)»+r*l* T |(x+o)»+ r ‘l* 2y* tP ’ 

designante ft alteram Constanlem Arbitrariam. Integrale Eulerianutn inve- 


m' 


aa 


nitur deducendo ex aequationibus (1.) sequentem, 

may dt ^ tn'ay dt 




d(xy'—yx') = — 


unde fit 


K^r — «)*+ 1 {(*+«)«+*•)* ^ y* :,.’U / 


+ 


n ♦ 


■Ti 


IT 




\ 
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irf — tnay\(x—a)dy—ydx\ , m'ay {(x*f a)4y — ydx) 

?. ■ ' y Y ■ . {(x~a)>+ r *|* T v 

«*x (xdy — ydx) , mu % ydy m‘a x ydy ■■ s 


+ 


{(*-«)«+*•)* : ' 


firne aequationnm ( 1 .) alteram substiluendo fluit • 

*; • *» ~ ... . ,»• ‘ * feU.it'* ir / y \»HiuJnat i fttf* rnt f, J »i 

' tj %ä.lxy*±yäy *= -^\ W ] 

■ ;•> ■ •.,» '-•{«+.(^§•.^ 1 + (^-;)T «** 

' - ,, .utrl • '.H'i* W' 4 \ v * fWtyHirf r 


■4 aM.br*>!>- 
■r ■ 


*v* 

I 

•njirq 


Cuius aequationis termini singuli cum differentialia completa siot, obtinetur 
Integrale,' - 1 • ’ f 5 * • ' : • ■ • “ v ■ “ “ r ; 

4 . {xy‘— ya?') 5 -f Const. ‘ - 


’ . • . 2 ma(x — a ) 

Si poniftir 


2ni , «(.r-f») . a* x* 


** •*' . ! q t v , ‘ i I CT * ql -r- • 

}(x— «) 4 4 -y l |* - 7 T 


r T 

■ * j **. 


2 »fc 




' 2 m' ' 


;» ■ T/P-! , ./ V 


t = - 

{(jr— flj'+y *} 1 {(*+«)’ +**)* />* ' • 


H' »*■ 


duo Inlegraiia inventa evadnnt ‘ • 

<ü. x i x i -\-y , y' = L, (xy , -^yx , ) 1 r- a*yy =s= üf, 

, -* . i ■ • * 

sive . 

v *. ' *; "... •/ «a, ß> <p.r=yf :.•*/. 

siquidem statuilur . , • »' - • t * .• ... 

' ' /* = ' *■ ' 

9 > = (a:/— yar')*— 

Si duorum Integralium ope et x ( et y‘ per x et y exhibenlur, secundum pfiu<- 
cipium Ultimi multiplicatoris obtinetur tertium Integrale, - 

’dx — x'dy „ .. - - • 

~df d<p — Const . 

dx*' dy‘ dy 1 ’ dx 1 '* •• . 

At cum et L et M jab ipsis -x‘ et y 4 vacua sint, .fit . •• < •• - > ' » 

dt , 

2 ?) 


» J ' 


f* y'dx 

, jww 

** % -r* ' v> 


ii = y' 

w Y> 


■ d<f> 


dx 


7 = —Xyixy'—yx'), 


d(p 

dy 


2 x(xy‘— yx 4 ) — 2 ä 2 y*. ' 


Ouibus forinulis subslilulis eruilur 

Bf Bjp 
Bx ‘ ' dy dy 




= ~‘2{!Fy(x , x , —yY)-\-(aa — TX-\-yy)xY}- 


jfbtr 


Unde tertium Integrale evadil 

_ P y'dx — x'dy 

' J xy(x'x‘—yy) + (aH—xxyyy)x'y ~ ^ ^ 

designanle e Constantem Arbilrariam. # t . 

In formuia antecedente expressio sub integralionis signo positu, quanti- 
laluui x‘ et y' valoribus subslilulis, evadere debet differentiale complelum. Qui 
valores ul eruanlur et commoda subslilutiu fial, adhibeo metbodum in ealculis 
algebraicis usitalam, videlicel addo aequationes (6.), altera mulliplicala faclore A. 
quem huc condiliono determino, ul aequalionis provenieulis pars laeva evadal 
quadratum functionis ipsorum x' et y' linearis. Ea ratione venit 

8. (x' — d l -\-l)y'y'—‘ixyx'y'-\-{y l -\-i)x‘x'= ; M\-kL, * 

* % * \ ** _ ‘ 1 * * ' • f .* 

. quanlitate A determinata per aequalionem • f • 


9. 


. \ 's V. 


0 = (il >*>') (A ar ar — aa ) — xxyy 

= A ? -|- A (ira*-f y y — u a) aa yy. * * l 




et 


. ; 7 


Huius aequalionis quadralicae radices vocemus V et A", eril 

1 OL aa yy = — A'A", xx -|- yy — aa — )/ — i , aa xx — ( aa — A') ( au — A"). 

S * ? . ** > < * . .\ ■ 1 • ) i i ^ f * • ( Vj ^ ^ - 

Hinc quadrala distantiarum puncli mobilis a ceutris allractionuin fiunt 

(xiaf+Z = 2a 5 -A'-A #/ ±^^((aa-i7C««-A; / )), 
ideoque ipsae dislantiae *. 

11 {(x±fl) 5 ;-rr}* = y\aa — X , )± ] \aa—l n / . 

Forro fit ***** 

V — aa±ax — — )/(«« — A') j)'(flö — V)+ i (. aa — 

A" — aa±ax — ± \ ! (aa — l ,r )\j{aa — k > ) + y(aa — A")}, 


ideoque 

JA* 


12. 


ik (.0* > .-*•> m (. J ) «ud<V\dfety&£. 

v. $*; 

iiidWvn N-» «nbrundl MMl-ntf. 
tl/iaa-i"). ‘ 


l(x + o)*+/rl‘ 

A "— aa + ax 

{(x+o)*+rj'l l 


Si has formulas substituimus in (5.), sequitur, quantilalem M-\- i'L solius A', 
quantilatera solius A" funclionem esse. Etenim si advocamus formulas 
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e (10.) fluentes 


13. 


fl* — jt* — A' r *-f-A" o* 

r* “ y % ~ 1 A'.’ 


‘o*— jr*— A" y»-fA' , o* 

v* v* T77 1 

^ ^ ' i »• * * • *- (* ' - 

e (5.), (12.), (13.) eruitur 

% * • r • ** ’ > . * 

Uw- 1' £,)=-(«.+«■) v'(a«-»')+«o(l--Jf)-f /Sl'-Hy. 

. 14. / ^ 

)i(üf+i"/.)= (« ,'(<> a -i“) o o ( I - +/9V' + 

Ipsae quibus x 7 et y* determinantur aequaliones e (8.) prodeunt substituendo 
ipsius A valores A' et A". Quae aeqnationes per — a 2 multiplicalae, formu- 
lis (10.) substitntis, evadunt •'.** • * • *••• " * 

• ryL A'Jy'y' -j- 2 A*A"(o*— A 7 ) («»- A' 7 )) — A 7 (4*- A")* 7 ** . * ' *‘ 

A^a^A'Oyy -f 2^(— A 7 A"(a*— A 7 )(a 2 — A 77 )) — A 77 (a 2 — A 7 )* 7 * 7 

= — ^(Af-j-A 77 //), • • * <_< • i . 

. ’ sive extractis radicibus, . , 

• ■=• .' Uc ->■'(«’- n)y- ayxu+rcy. j- 

• Easdetu aeqnationes (10.) differentiando sequitur 

* '2a(y'dx — x'dy) = y' d. >'((a 2 - A 7 )(a 2 - A 77 )) - x'd.ft— l'X") 


- 7(=f£ rbj) M-'W*)) ■?- Wtf- i')) -W ! 

linde fomnalas (15.) substituendo prodit: . • y 

16. • l»9(y , d,r—T / dy ) — _ vW+A ''L).rf; / 

. ; ? . . ?? /(— A 7 (aa— A))_ V(A"(aa--A^ * 

Aequalionibus (15.) in se dnctis et rursns (10.) advocatis eruitur 

17. xy(yy-x'x’) r ) r {x'-f—a')xy^K-( < M+VL)(M+i''L)). 

Per hanc formulam ubi dividimns antecedentem (16.), prodit 

•• ' • . 18. 




«. • - •, y' dx — x' dy ? 

xy (x‘ x' —y‘y‘) -f (a* - j* -f y*)x'y' 


.• v . .. k 


= • t; ~d * ;* •• ■ dl“ V--./1 

: .. T 2|<(A' (fl* rr. A') (jW - f A'A)) >' 2 /(A"(o* — A'0(>lf A''L)) ' 
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Hane supra vidimus expressionein secundum principiuin Ultimi MuHiplicnloris 
fieri debere differentiale completum. Ac revera, quanlitatum et 

. l"L) valoribus (14.) substilulis, in ea expressione differentiale dl' 

per solius A', differentiale di." per solius X." functionem multiplicutuni repre-- 
benditur. linde, formula (18.) substiluta in (7.), tertium integrale per duas . 
Quadraturas obtinetur. ' , 

Si formulas adiieere placet, quibus t ei f per X' et A" solarum ope 
Quadraturarum determinanlur, differentielur aequatio ( 9 .), posilo A = A', unde 
prodit 

0 = (A'— A")dA'-f 2l'xdx — 2(a J — l')ydy ...... 

= 0 v-x")di 1 y(-r («’-a')) {yc-AV-*"» ^ + y(A'V-A')) *>i 

= (l'-X")dX , + 2yti.'(a 7 -i.')(M-\-l'L)').dt. ' 

Hinc, si aequationem differentialem . 

dX*’ dl“ 

’ . t9 ’ ?(A'(«*— i')(M+i'L)5 = /(A"ia*-A'0(M+>JL)y . ; -.- 

advocamus, obtinemus 

. ■% * . • 

nn Ja i dX‘ i . ^/l" di/' .... . ■ 

~ V((a*-t')(]tf+H))T* -*'')()* +A 77 !)) ’ 


21 . 


— aa*dt 


d f ~ A' X" 

_ . _ j ( 1- ' dl' 

~ VX‘* • A'UAi+A' 


\ 

.«% | 


, 1 * ' '• i dl" .\ 

"I J\>'\ • J(in* IA\\' 


TÄ 77 ' /((«*- A')(M+A'L)) T 7Ä 77 * ' + i 

flis formulis videmus, ad Tariabilium t et f valores per Quadraturas ioveniendos 
non opus esse ut antea variabilium A' et A" altera per alteram expressa babealur. 




De corporis solidi ictu impulsi rotatione circa punctum fixum. 

§. 27 . 

Exemplum applicationis principii Ultimi multiplicatofis ad motum non 

liberum suppedilet rolalio solidi circa punctum eius fixum, si corpus solo po- 

* * 

nitur ictu impulsum esse, nulla accedenle vi acccleralrice. Valet pro eo motu 
principium conservationis virium vivarum nec non cuiuslibet plan! respectu 
principiuin conservalionis arearum. Quibus si addilur principium Ultimi multi- 
plicaloris, per sola principia generalia problema olim difficillimum ad Quadra- 
luras reducetur. * . u-.v , tt. _ •* - *. <s- 
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Sint v, X> Coordinatae orthogonales ad axcs relatae in soiido fixos, 
in spatio mobiles, quortun initium punclam fixum sit circa quod soiidum rolatnr. 
Sint x\ y, % Coordinotae orthogonales eodem imtio gaudentes, ad axes iri - 
spatio fixos relatae." In aeqnationibus, qpae inter utrasqoe Coordinates locnnr ' 

habent, ' ' ‘ • * t ? *•* * 

l. . *= fcv-^ßiX', t} 
•% m + . ** ' • • , • „ 

sunl.g, v, f Constantes, novem Coefficientes a, ß etc. variables, inter quas- 

relationes nolae intercedunt, quibus illae ad quantitates tres revocari possunt *).' 
Adhibita differentialium notatione Lagrungiana e (1.) sequitur 

y* = «ii -rß'i v 4- y’i t> z ' — «J ?+ ft* v + T '- £• - 

V\\ « • , . » r : : 


Ponninus 


« *-}- 


ß'v+y’%, 


ßr'ßrßiTn ftyt •** —{rß , J rT>I^-\ 'Aßi} — a > 1 

yi«i + ^«2 = — {ay'ytti/i-'rth/?} = b>* : . r 
a/S'-f a,#-}-®»# “ — {ß a '- ] rßi“'i-\-ßi (e 'i} = c; k 

ex aequationibus' ~ . ' ' * 1 ‘ v „ 

. «a'-j-ttjßi'f a2«i = ^’ ß ß/ T '/Si c i”hß* Ä * 5S= — c » 

quarum prima e forntula ~ ^ sequitor, fluit , 

«'== — ßc-\-yb,- ' a\ — — ß,c-{y t b, ct\= — ßiC-^y+b, 

t , -» • 

eodemqne modo obtinelar 

— — ya + ctc, 

VA - V ß{ = ^-y,a j-<» t c, , 
rtiti: . r ; - - 'iß* === ..-“-yjä-j* ®2<V 

Quibus valoribns substiUitis eruitnr, 

x 1 =. «(cv— 

? ^ Mcv — b^+ß^a'Q—e^+y^bi^ravTi 
z' = a?(cv — ££)-{- ßi{«Q — «»V 




y‘ ~ —.«*H /*«» 

y'i — — ßiüt 

y'i *= ■— tu t b^ r ß i 9. v 

!: • r : ::v " •*; •» . * 


v 

.. ".i » »i ; 
•/> t -_’ t | 


vor.’ o^itcwn ba eft0toatf»9!o4r iAfJto afooiifcsftjqa qg*iqiBV-A ■ 

in bac rotatioftis qaaeslione, iam atibi adnolavi, sampcr sighum + sanreiMlum esse. Po- 
namus cnim inter binorum corponim. puncta correluliouem dari tatem , ut aiterius corporis 
.puncto, cuius Coordfnatac snnt g, v, v, rcspondeat aiterius coiporÜ pün<^ö»> cuis^ol^ 
dinatae ad axoi relatae valoribns x, ■?> z gaadent: prout in illis fornniiis signuio 

•f aut — iocum habet, erynt corpora aut congruentia aut nli dicitur symmetrica. Capu 
posteriore auierti fieri non polest ut alterum corpus in «Uerius positione collocetur, ncqne 
igitur rotatione alterum in aiterius locutn perveniro polest. 


W' 
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Unde sequitur HU ■' Virin' A. +■*«*% * 

2 . x , a?'-j £' «* — ( ctI — bK) 2 -\-i ai > — — ,l v )'- 

Porro e ( 1 .) proveniunt formulae, 

u?y — ß,s=r/?£ — yv, az — t^x — ^'i — YtV, «,x k — «>=/*»£ — /* v, 

ßz—ß.x^y^—aX, /i.x,- /?>' = yJ — «i-, 
y*y—y l Z = a v—/ß 4 , yz — ^* = 0,1/ — /?,£, jvr — yy = «*«' — /***'• 
Unde subslilulis ipsorum y‘, z‘ valoribus eruitur, 

lyz 1 — s)*' = [ß'C—yv) (cv^-b'Q-\- (y$—aZ)(aC—cS)-\ r (av—ßi;)( 6 Z~au'!. 

3. ! zx'—xz'— (ß l X,~7i v){cv-b^) rjr (yj — « t £)(«£— «) -f («1 v-*ßt f)( 6 £-at>), 

I jy'_y.r' = (ßi£— yiV^cv—^-^-iy^r-Oi^at— c£) 4 •(«iV—ß 2 S)\H— av )- 

Axes Coordinalarum 1/, £ semper ila in ipso solido disponore licet ut, de^ 
signanle dm solidi elemcntum cuius Coordinalao sunt $, v , C» sit * • 
S.v'£-dm=. 0 .> S.Z$dM= 0, S.$y</m = 0, 

suinmis' ad ornnia elemcnta malerialia corporis extensis. Unde ponendo • • 

~r A^=S(vv^'C)dm, B = C’ = S Ji-r vv)dm,^ 

fit e (2.) et (3.), ■->V *' ,r; **** "t** 9 

4. T= *'*'} dm = ^{iiaa + ilAA-f Ccc^ *** 

- L = S(yz‘ — zy')dm — — {« .Aa-\- ß . lib-\-y .Cc\ , * 

5' | jW = <S'(«ar' — xz')dm t= — \a i .Aa-\-ß l '.Bb‘\-y i .Cf}, 

.4 1 ^ I A' — S{xy‘ — yx')dm = — [a^. Aa-\- ß^. 11 b C c\. 
guibus in formulis secundnm priucipia conservationis virium vivaruin et area- 
rum qualuor quantilates T, L, M, JV aequantur Constantibus Arbilrariis, 

Novem Coefficientes «, ß etc. per tres angulos y,, y„ (f 3 exprimamus 
ope forniularnm notissiniarnm , quas olim Eulerus in Introduclione in Anal. 

Infin. dedit , . • ’ 

La == cosy, siny, siny a -q- cosy a cosyj , 

«, = cos y, cos y, sin y a -j- sin y 2 cos y^ , 
ttj == — siny,siny a j 
ß = cos y, sin y 2 cos y 3 — cos y 2 sin y 3 , 

/?, = cos y, cos 7* cos y 3 -}- sin y 2 sin y, , 
ßt — — siny,cosy 3 ; , i( ■« j U w. 
y =2 siny, sin 72, ' r ; 

yi = siny, cos y 2 , ^ 7* •fr*’'* 

= cos//,. ■ r* *4 


r$*o'» Jj>. (.c) «u 


V .«• . .**# 


6. 


•i*-, 


,* an. # »K'n» 
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E quibus formulis sequi tur: ‘ * . . s . 

"• = -r sin^.y; 

.. • < — —ri*'*<hq'i — «•yJ+Ä.yi, ••• • 

n ' • "■ • «i = — yasiny 3 .^; -j-A-yj', - - 

• • y?' = — ycos^^-f Ayi— o -yi, • 

.. a = —yicosyj..y',~/9 ' • * - . 

■ A == — rjcos?,.?; — «*y;, , • *. •. i 

• r= cos 9 , siny,.^; -j-^.yi, * •* *• «'• 

y t = cos^cos^.^ — y .y'j, . . . • . . ; 

\ . • 1 ’ / — — Binyi-yi. . - .*/ . 

Und© eruitur • 

! a ~ fti f -\-ßif = cos y S • yi — siny, sin q 3 . q \ , ; 

b = — {®y'+ 4- = — sin qi . q\ — sin y, cos y, . y' , 

c ' aA4-«iA + « 2 A = cosy,.yi — y;. , .... , „ v 

s Quas quantitates in aequatione (4.) subslituendo evadit virium vivarnm semi- 
summa T quantitatmn y M y 2 , y,, y' t , y' 3 , y' 3 funclio. Quam ipsorom y',, y^ y? 
respectu differenüando prodit ' . , » - .* •- 

■ .* 

( ~Öj- — Pi = cosy, ..4« — sm q s .Bb, • ‘ 


dq\ 

a ] dT 

8 . . . / -rr~r == fh 


dq\ 
VdT 
dq\ — 


■ sin y, sin y, . Aa — sin y, cosy, . ß & -f cos y, . Cc, 


i* • 


Ha® quantitates autem aequantur seqnentibus , ~ . • - ' ' 

,v. \. .« | — ß cos y 2 -f 3f sin y, , ; *U t.\*. .i , ; . v 

.* 9- j// 7 =— A, ^* ""■**• T -« 

Pi = sin y 7 -|- M cos y 2 ) sin y,-f A r cosy,, , 


sicuti palet substituendo qnantilalum L, M, A expressiones (5.) et Coeffi- 
cientium a, ß elc. valores (6.)- Ponendo 

10 . _ *. ?, 

e formulis. (8.) fluunt sequentes, 

Aa — cosy, . — sin y 3 . v , : 

~ siny,.^ — cosy,.«, •. .. 

Cc = —p,. .. ’ : 
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Quibus forraulis quadralis ac respective per A, B, C divisis consummalisque. 

. obtinetur post faciles reductiones, , 

• . • * • * J ’ 

11. '2T = uu )-\- jfPiP-i 

• • — jf){(PtPi — uu)co3‘iq } — 2/^ttsin»^.. 

ff V e " v ^ ■' 

Cum T, L, M, iV Constantibus aequentur, per qualoor aequaliones (9.) et (11.) 
sfex variabiles q,, q,, q,, p t , p 2 , p , ad duas revocare licet. Quomodocunque 
hae duae variabiles eliganlur, aequatio differenlialis primi ordinis inter eas locum 
habens principio Ultimi multiplicatoris ad Qoadraturas revocabitur. At duas va- 
riabiles eligere convenit tales, per quas reliquae commode exprinmntur, quäle* 
sunt p t et p } . Cum solidum nullia viribus accelalricibus sollicitelur, aequatio- 
num dynamicarum forma terlia §. 24. trndita suppeditat 

■ ■ - . dp± _ dT <tp* BT «■ . 

/ ' di . ' v. dt . 

unde aequatio differenlialis inter p t et p 3 , quae integranda restat, fit !- 

«■ • > -;•> 

Partibus dexlris aequationum (9.) et (11.) in laevam translatis, aequalionem (11.) 
denoteraus per 77 = Ü, aequationes (9.) per 77, = 0, 77, = 0, 77 3 Ätl» 
erU secundum theoremata generalia §§. 24: et 3- tradita aequationis differen- 
lialis (12.) Mulliplicator . • > . 

4 ; . : „ dn dn t dn t dn^ " ' ...... 

' -dTHW dL dM . 

>' v . '*7 ' • . V. 

■ c 3?. .3^>, a?, - : : 

, * ^ ^ *• i . " . ’ • . . . \ ^ ^ 5 

Caius fractionis ipsorumque et valores sic determino. . *"* . 

Ipsa T non nisi in TI, ipsa N nonnisi in 77 ä invenitur, porro fit 

•s j g jj ^ m 

3 ^= 2 , -7j-^r=l 3 un de numerator fractionis antecedentis eruilur 




* ( V 


« * ♦ 


~ - ÖL ' dM ~ * 


sin y,. 


* %■* » i ■ 

.. E variabilibus qr, 3 qr 23 q, functio 77, unicam /» 2 implicat, functio 77, uni- 

ä jj . 

cäm q, , functio 77, solas q, et q, ; porro fit = 1 , unde fractionis anle- 
cedentis denominator evadit , * 4 * - * • 


e/7, aiz, a/i 

37, *37, ' dfii • , 

« ' 


f » 
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Fit autem - 


y^- = — [L s\nq 2 -\-M.cosq 7 } ■ ‘ 

5/7 *•' . * . 1 •• ». ’ 

= — {l/sinyj -J-ilf cos^,} cos^r, -j-A r sin ^ 1 = — ti, 


t | m % f 

. .V !J V . 

i i 


HÜ, 1 («ST Ö7, ' . • • . i 

t T ndo aequatioöis differentiolis (12.) Multiplicator fit \ - . . • , 

j> .-<• ... 40 ^ .. ♦ ; ■ «* . * 

•. f (L sin q, + itf cos «?,)»<• r5T~ * r .... 

- , d? s 

Al c (9.-) el (IO. - ), brevitatis causa posito . 

h — LLJ-MAf-j-iViV, • : • ; ■ "•* . 

sequilur . * v ‘ ’ • ' * ** y . •' * * 

I Lsin^-fjlfcos^, = ^(LL-\- MM— p t pj = )'(ä — iViV — />,;»,), 
u •== (Lsinqt-^Mcosq^cosq^ Ns'mq t — ^(ä — p t p L ~~ P\Pi), - 1 . 
(h — piPi) sin q t — {L sin q 2 -{- M cos qjpj — iVw. 

" • t • * * * * 

(Juibus in ipsius p valore (13.) sabstilutis sequilur 

. , ... 6T. _ .. 1 , .1 r . p t 

v! " ZT, - T=rJ7W 


1 


JV 


rffc-Pi Pi—PtPt) ✓(A—A r Jv— p x p\) 


: * 

V • 




Reslat ul quantitates et soiis p t et p 3 exhibeantnr. . r . ; 

Ouanlilalis u valor ( 10 .) cum quantitatem q 3 non itnplicel, ö '( 11 .) 

♦ r . . ' r* M » ' . 

sequitur 

*' . 16 .. 2 = (^ — — 810 2 ^ 4 - 2 ^« cos ' 7 y,}. 

Rius quanritatis quadratum e ( 11 .) fit ,i . * T . J: . ... 

.... (ir~^) + « «) 5 — | 4 T — (-^ r i) (/»/»* 4- * *).r- qr • 

Uude ponendo , • 

K = 2 2 , ~-j(p^4»«)-^ 3 p„ 




» t 

> 

< V 


* ** *t. 

sive 


*.= g !?i^i + g -3 T, 


17. 


, *•. * . 1 .. 




/ 
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sequitur 


18. 


ÖT _ 
dfl» 


K i); 


Cum elemenlum dt natnra temporis numquam regredientis semper positivarn sit, 

ß rp . * %1 ■ " t 

docet formula dft — — — dt, radicale y(KK t ) negalivo signo afficiendum 

I. . ®?* . . 7 v ' . •• t • * } 

esse, uli in (18.), quamdiu ft crescat, posilivo quaiu diu /? 3 decrescot,. 

'■ d T 's 

Ipsum e (11.) eruiruus 

19 - 1(^1' fi) “ -j) !" c09 ‘ * + />' sin - ?*>! • 

FH autem e (10.) et (9.), “ /*.••• • ' 1 • 1 . 

du Ps+Pt cos 7, Lsinf/a-f M co &q t ' 

’ ^7» " * '•l n 7? - sin 7, »* 

ideoque e (13.) et (18.) obtinetur 


20 . 


du 


r'.. 


, ; , 'i ,% 

. .V 

vi i 


* 07 . ~ «i\Kk\y 


U 5 


21 . 


^dq, 


PiP»)"AKK t ) 


Unde iam aequalio differentialis 

dT 


/4-r — dpt-^-t — dpi — 0, 

■ . dq s r . 07 , 13 . .. 

qtiae per se iutegrabilis esse debel, per formulas (15.) el (21.) evadit 

- * • . 25 


• • 9* 


Porro ex aequationibus (11.), (16.), (18.) fit , 

" ♦ * * . * . . ■ » • ’ .* .. ’» • * 

AT-£p,p>*± (jj — ~) {(tt«-ftft)cos2q, -p>ft tisia??»} -f (~ -f #)(ftft 
2 fXK Ä .) *= (^ — j) (2 ft « cos ’ Vj -}- (M M — ft ft) ein 2y,} , 

unde 

u(iT-^r,p.)-2,,AKK,) , • ■■ . ' 

'-..t,,,, ' ‘■ ■ "" “btiHl g-yKucoaiy.+g.auU«,). 

* t \ ’> • ; * • - • • * • . ' . ‘ ' ; 

Hinc valore uu -fftft = ^ — ft ft substituto, e (19.) et (20.) eruitur, 

• • • 9T >,„(2T - • 
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.* 22. 0 4- p ' Jp ' * 

(/>—p t Px)(b — NW—p l Pi) i (!'—PiPi)(l*-PiP,—piPi) i 

, .. 

-• ' . ' ’’ (A -PiPJih-PiPx—PtpJ tb—PtPi)V{KK x Y 

Qualuor terminorum dextrao partis primum et quarltim diffcrenliaiia coinpleta 
esse palet, cum primus solam p ,, quartus secundum (17.) solam p } implicot. 
Ponendo p t = j/(ä — JV2V).sin<p, pritnus terminus fit 

** ' , . * 4 • 

IV tangqp 


• JV </<*> 

* + 

ynde valorem tangy = 


A cos 9* -f A' 1 sin (jt 1 /A ^ ’ arC /Ä ’ 


23. 


(A-iViV-p,/».} 

— iVrf/;, . •, . — 1 


^ restituendo evadil primus terminus , 


(A 


; - — r = ~ d. arc tang - . t- . - .v — -. 

— P\Pi)^— NN— p l p l ) i Yh ®7A7(A — Nb — a», />.) 

Si in dextra parte huius formulae in locum Consta ntis N ponitur quantitas p 3 , 

prodit expressio, utriusque />, et p, respectu symmetrica ; unde si ipsäm quoque 

quantitalem p 3 pro variabili habemus atque utriusque p t et p, respectu diffe- 

rentiationem instituimus, pro venire debet aggregalum duorum terminorum, qüi 
» * • \ 1 , 
de expressione ad laevam aequationis (23.) posita derivantur, alter ponendo 

p 3 ipsius N loco, alter ponendo p, ipsius N simulque Pi ipsins p { loco; unde 

de formula (23.) deducitur haec, , 

• • ; 24 ( P» d P 1 | p« (1 p* ) 1 ' • . 

'A— PjP. t'A — p iP J (h-p iPi - Vv prf . .. 

; ’ . = d. arc tang . . ■ P l ~— : . 

. w Yh 6 YbYib—PxPi—PiPi) . , . .. 

<)uae docet, aequationis (22.) terminos secundum et tertium iuxta stunlos et 
ipsos differentiale completum constiluere. Formulas (17.)* (23.) et (24.) in 
aequatjone differentiali (22.) substiiuendo et integrando prodit Integrale qwntum, 


25. 


1 JV». ' * 

Const. = - Th «rc lang 


' • > ■ ( 3T -^)*. ■ . 

, • J(i,-p,p,)] (2T- g)p. />.) /(b - 2 r +(e - 
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4 


t . # 

Tempus '/, quod unice determinandum restat, per p> exprimitur ope formulae 

26. ( -f Const. = — /'Jjf 

; 47 5* • • . • ■. • • . . 

- " ^( 2 r “^ + (i — £)'?**•) 2T +(.Ti~]s) PiPi ) 

Ita problema rotationis propositum iam sine plan» ineariabilis vsu perfecte \ 
integratum est. , \ 

Quod planum si adhibere placet atque pro Coordinatarum x et y plano 

sumere, fit ' . • \ - 

• X = 0, M== 0. 

Unde e (10.) , (9.) et XI 1 .) fit u = — N sin , porro ; “ \ ■ ' 

/?, = 0, p 2 =-N=-^yh, • p 3 =: Ntoßfr, 

• ^^Isin^sin^ + ^sin 9 ?co9^-f-^co8^ ,.7-, 

ln dextra parte formulae (25.) terminus sccundus evanescit, tertius immutatus 
manet, primus autem indelerminali specicra induit. At observo e (9.) haberi, . . 

A>, __ -A tan g(? i — a) ■ > 

TiryVT^KJS'-p t p t ) Y(l\' + L'+M*)' • • '■ .. 

' , V _ ' / . . • 

siquidem ponilur ^ = tan ga. Hinc si ponimus X = 0, M=Q atque Con- 

stantem — Conslanti Arbitrariae adiicimus, formula (25.) evadit 

. • VA • 


* . d f'{ 2T —~ t c~) <ip * 

,8t - = W+J (k-PiP t )Y(X*\Y' 


Const 

ubi K et K v valores (17.) immutatos servant. Nec non temporis t expressio 
immulata manet ' * . ' . • j 

.. .. . f-j-Const. =y7j^. 

Formularum antecedentium ope variabiles omnes maxima concinnitate exhiberi 
possunt per functiones ellipticas quarum argumentum tcropori t proportionale est. 
Quod egregle exposiium invenis in Commentatione inaugurali CI. A. S. Rueb 
Roterodamensis „de motu gyratorio corporis rigidi”, Traiecli ad Rhenum a.*‘ 

1834 publicata. • ■ . • ’ " 

# «o 
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In his quaestionibus de rotalione solidi ntqne de motu puncli versus 

duo centra fixa altracti dala opera aualysi usus suin inclegantiori , ut deraon- 
stretur, ea problemata ope priucipii ulliini mulliplicatoris etiam absque arlificiis. 
quae uon ila in promtu sunt, ad fineni perduci posse. 

^ , j 1 

, I , L % _ a I i « , 4 . \ 

De problemale Irium corporum in cadeni red« molorum. Substilutio Eulcrianu . 

Tbeorcmala de viribus hoiiiogencis. 

* #r" r ' § 28 ' ' - '' * y 

• ir i 

Paucis adbuc agam de tribus corporibus se mutuo altrabenlibus in ea- 
demquo recla molis , quippe quod problemn vnria de Mulliplicalore proposila 
exemplo illuslrandi occasioncm cominodam praebebit. Ope principii conserva- 
tionis virium vivarunt quaeslio in aequnlionis diflerentialis secundi ordinis in- 
tegralionem redit. At Kulerus oliiu absque Integrali ab illo principio suppe- 
ditalo reductioncm problcmalis ad aequationein diiTerentialem secundi ordihis 
per subslitulionem ineinorabilem eflecil. Cf. Ator. Comw. Ac. Petrup. Vol. XI. 
pp. 144 A ’ooa Ada Vol III. pp. 141 si/q. 0 uaul rem bic ila repetam 

ut simul per idoneam varinbilium eiectionem forniularum symmetriae consulam. . 

Silit in, m f ; in* tria ciusdcm reclae pnncta massis in, in', in" praedita 
silque m‘ inter in ct in". Designante 0 rectae punctum fixum, ponntur 
Om — x, 0 in 1 — x ly 0 in" = Xj . 

Si direclionein motus, qua pupclum a in ad in', a tri* ad in" fertur, positivam, 
direclionem oppositam, qua punctum a in" ad in', a ui ad in movetur, nega- 
livam dicimus, staluo x, x 2 quantitates positivos aut negativas esse, proiit 
a puncto fixo 0 ad puncta in, m', in" direclio posiliva aut negativa csT 
IJbi mnssae in, ui, in" se mutuo secundum legem ISeuloniunam altrahunt, fit 

d x x int , tu" 

<l*' ~ * . ' (x t -x)" 

t ) d'x, — m . - x ■> , ; m!*- , -t ,Y ,*> 

(.r, — x)* t T (x, 

d*x t — in m‘ 

~df r “ 


-x,)* ’ 






{x t .r,)* 


Trium massarum se mutuo attrabonlium ceulrum gravilalis slatuamus in quiete 
mauere, quod salva generalitale licet, ipsumque ponamus centrum gravilatis esse 
punctum fixum Ö. Hinc tros quautilates x, x , x * duabus aliis u et v exprinii 
possuni per subslitutioues lineares, 

r ’ '*:> V *• - 

. 2 - x = au-\ßv, x t = a u-\-li'v, x? = ti" ti -j- r t>l 


4 
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In quibus a, ft, elc. designant Constantes quascnnque sfttisfacicnles duabus aequa- 
tionibns, . •«, ‘ v • . ■...** . * J 

, 8. ft-m" a' J — Q) inft~\ : m'ft , -\-tn“ft“'==0'‘. 

Quibus ex arbilrio addamus terliam, 

. i ■ 4. 1 maft-\-m , (t / ß'-\-tn“a“ft'[ = 0, 

porro ponamus ■ N , 

- ■ . maa-\-m‘ a' u‘ a“ =; u , 

• mftft^-m' ft' ft' m“ft“ ft“ — v. 

Snbslitutis (2.) in aeqaatiouibus dilferentialibus (1.) et additis tribus aequaliu- 
nibos respectrve per ma, m'a', m“a“ -vel per mft, m' ft', tn“ ft“ multipli— 


? x * 

,v . ,» 


catis, obtinetor 

■ ■' • 

* \ 

V 


- f s 

, *** 

\u 

5. \ 

d * M 

m'm' 


i -tu" in (u — o 7 ') * 

a') ■ *•’ *" # ’V 

rft 1 • 

■ 






m'm“(ß'—ß“) , 

,m“m(ß-ß“\. 

mm'(ß—ß')' i . 

» r V 

dt * 


-.r,)* 1 




Sit . •_ , . -• . \ ■ s , 

* ja" — a' — a, a " — « = a', a' — a =i a", \ 

' • ' 6 * . j ft“- ft' = b, ft“— ft = b', ft'— ft = b“, ’ • ' 


unde • . 

•*- ' * ■ r i «4- «"=«', • b-\-b“— b', 

( m'm“.ab-\-in“miafb , -\-tHin , .n“b ,, = U*); v- 

«• 

pbtmentur ipter u et v aeqnationes differentiales, 

/ d 1 u ~ m'm"a tn“ tn u! mm' a“ 

g («'«-f-A'w) 1 («"ti-f A"«)*’ , 

•, ’ 1 j ’ d* v j__ m'm"b * m“mb‘ mm'b" 

» ' \ dt*‘ (an-fAi/)* (a'a-f-A'v) 1 («">< + Ä"w)* ' ' • 

\ , » 

Aequationibus (8.) respeclive per et ^ multiplicatis et additis factaque in- 

tegratione obtinetur aequatio, conservationem virium vivaruni expriinens, 

-l“ ‘ /tfn\* t ' • ; m‘t n“ j m"m mm * • w * -* 

* f \i/l / ' .A<#f/ i «u u 4 « -j- A * v 1 ,cg'u'-j*A / 'v * * 

designante ä Constantem Arbitrariam. 


■ — 

“ M 


*) Haec aequatio. sequilur c forinula identica, 

(»«-f ml -f tn ") (muß -}- ml a'ß' -f »/»" a" ,5") — (m o -f tn' a'-f m“u“) m' ß ‘ -f m“ ß") 

=* m" m «' A' 
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1 Quanlitates p et v ipsis a, b, etc. determinantar per formnlas, 
j = m! m" c? \in" ma n mm'a' n , • . 

= rn'm"b 2 -\-m J, inb n -\-mm‘ b" & 7 ?). 

Ponaraus • 

11 . ,u = v = 1 , 

, • > • ' . T 

inter quatuor quantitates a, b, a", b" locura habebimt Ires nequationes, 

| m-j-m'-fm" = m" (in-\-m')(? -\-2 m"m aa"-\-m(tn' -\-m")a" 2 , 

12. | in -}- »*' -f- in" = in" (in -f- m‘) b 2 2 in" in b b" -j- in ( in ' in") b " 2 , 

( () = in"(in-\-m')ub-\- m" m(ab" -\-a' 'b)-\-m(in "b ". 

• | * . * ** *1 ‘ * * * 

yuae denionstrant, quanlitates a et b et b" haberi posse pro Coordinalis 

punctorum in terminis positoruui quarumcunque binarum semidiametrorum coniu- 
gntarum sectionis conicae, cuius aequatio esl 

in -f in' -j- in" = m" (in-\-m')x 2 -^lin" in ary-jr/j (m‘ -\-m")y 2 . 

S’ pro diametris coniugatis axes principales sumere placet, quantitates a, b, etc. 
delerminandae erunt per aequationes, • 

13. a = Acose, a" = Asiat, b — B sin«, b" — — Bcost, 

•J * * >s t 

ubi, posito br. c. . 

in" (in-\- m')-\-m(tn" m') = n, 

et nova quanlitate M introducta, angulus t et quanlitates A et B danlur per 
formuias, 

/jWcos2« = mf(m" — wi), il/sin2« = '2 mm", 

& i * B =-]/-n =&-■ 

V , % f * . ■ • ^ i • 

*"* i' i * ■ 

Determinatis a, b, etc. invenilur 


> *“ 


15. 


«=«'— a", a" = a‘ -\-a, ß = ß'—b", ß" = ß'^b, 


a' 


ma” — m"a 


ß' = 


mb"—m"b 


k 


in-\-m'-\-m" ’ 1 m-fm'-fm" ' . 

De substitutione hic a me adbibila pluribus egi in Cominentatione „nur re'/imi- 
nation des noeuds dann le probleme des trois corps .” 



*), Hac aequationes sequuntur e formulis idcnlicis, 

(m -f in' + tn") (m «")* — (ma+ m‘ a‘-\- m"a") 1 
= m‘ m", a* -f m"m. a'" 1 -f mm', a" 1 , 

■ (ro-f m'-f m")(m(}'-{-m'ß'*+m"ß'')* — (m/J-f m'/S'+m"/?")* 

= w'm". 6* b't-j-mm'. b"*. 


I 
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His de co&fficientibns substitutionis linearis (2.) obiter adnotatis, iara 
novas variabiles r, tp, s, rj introduco ope substitutionis, . 

* v .• .* # 

v == r oos (p , v — rsintp, 

dr udu-{-vdv *" 

9 y^" • Ja 4 f •' ) > 

' *+v*).dt 

i% dtp udv — vd h ■ 

n = = * — — • 

** y{u*+v*).dt 

Ex aequationibns differentialibus (8.), posilo p — v — 1, sequitur 


16. 


17. 






siquidem ponitur atqne 


18. <f> = 




m'm 


+ 


m" m 


a cos cp -f b sin cp r ö'cosip-l-A'sin <]p ^ a"cos<p-f Ä"sin«p’ 

£ formulis (16.) et (17.) patet, delerminaiionem motus proposili pendere 
ab hUegratione duarvm aequationvm differentialium primi ordinis inltr 
tres variabiles (p, s, i\, . , . . . . . s * 

.19. d(p : ds : drj — i}.: \8 l — <#>: — ^stj~ 

• # /. * •' * • .» . _ • * * > **,.** # ^ */ * * 

()uas aequationes differentiales, quia a Constante generali h vacuae sunt, sim- 

pliciures censere licet iis quae, non adbibitis substitutionibus (16.) aut earum 
similibus, adiumento acqnationis (9.) per unius variabilis eliminationein obtinentur. 
Integralis (19.) suppeditabit foriimla (9.) valorem ipsius r. Nimirnm cnm sit 

-fit e (9.), ; • ••• v * 

.. ■ • 20. r;.sss -j. {*— *(«* +n% s ■ : 

J t , * * * ' 4*~. 1 % ' * . 

Denique terapus / invenitur formula 


mm' 


- > 


•21. dt — — dr — 

s n r 


. i » • • . „• « »y« 

Iam aequationum differentialium (19.) investigabo Multiplicalorem 2V. 

Si adhibemus formulam differentialem, qua generaliter Multipiicatorem 
definivi, fit . • / • * * • *, • * ’ ' 

„ ydlogJV _ Bn | — < P) i d(— jty + <t>') . •«? ; 

dtp dtp ' dt ' dr] * * 
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ideoque e (16.), 


: ' 


22. </iogjy = = = 


Unde substiluendo (20.) et factorem constantem y'h reiiciendo, fit aequationum 
differentialium (19.) Multiplicator " t ; • » . 

’ 2V = -ra - 1 - '• 

. . . • * * . ' K ** 

Qui Mulliplicatoris valor valet, quaecunque anguli <p sit funclio <P, qua aequa- 

tiones differentiales (19.) afficiuntur.- • \ * *. '* 

■ - Mhlliplicalorem etiam per praecepta generalia Cap. II. tradita hoc modo 
indagare licet. Scilicet aequationum differentialium (8.) Multiplicator est unitas.* 
Unde aequationum differentialium 


dr 

dt 


8 

Tr’ 


dfp 

dt 


v 


23. , 




. I « 


Multiplicator aequalur unilati divisae per quantitatum r, (p, 's, r, Detcrminans, 

* ' , + "* d h dt} . *• ■, 1 * , 

variabilium u > v >'fä’> ^ respeclu formatum. Quod Dcterminans, cum quantitatum . 

• ■* ... , ’ % * ’• ♦ : 

r et <p valores ab ipsis et ^ vacui eint, aequalur producto Determinanlis 

. * J - * * < * • ' ‘ x • *" •* .*’ ♦* 

quantitatum r et tp ipsorum w et v respeclu et Determinanlis quantitatum s et yj 

t. . ‘ jffo ■. 1 f ( v • jr ’ ' > ' ' ' ; . *’ . > ’ i • 

ipsorum dj res P ec,u Quorum Detorminantium allerum fit ~ , alte- 

rum r, undo aequationum (23.) Multiplicator et ipse = 1 invenitur, Deinde si 
lutegralis (20.) ope eliininntur variabilis r simulque de oequationibus differentiali- 
bus(23.) prima reiicitur, iMnltiplicator aequationum differentialium, ea eliminalione ad 
minorem numerum paucioresque variabiles reductarura , secundum §. 10. aequatur 

dr > 

differentiali partiali ^ , dcsignante h Constantem Arbitrariam qua Integrale (20.). 

i »l ■ 

afficitur. Quod differentiale partiale e (20.) fit Denique aequationum 

differentialium (19.) Multiplicator invenitur dividendo per fr 1 , quippe per quod 
multiplicandura erat ut quantitates ad dextram aequationum (19.) prodirent; unde 

jL * *, » * . . * # A • * 

factore conslanle — reiecto prodit aequationum (19.) Multiplicator — uti supra. 

^ •>-r r 


J 


-r 201 


_ .V 


% 

Cognito ipsius iV valore, si aequationum difTerentialium (19.) inlegralione 
prima exprimitur vnrinbilis rj per r, s et Constantem Arbitrariam «, principiu 
' ultiini multiplicaloris obtiuetur alterum Integrale ' * , . 

/'dg rjds-\- \ <l> — j** — dtp _ 

J f)»' ' '■ . 

ubi süb inlegrationis signo post valorem ipsius t] substitutum difTerentiaie com- 
pletum habetur atque ß Constantem Arbitrariam designat. Kulerus integru- 
tionem primain, etsi succederet, in hac quuestione parvi adiumenli fore putavit, 
cum de ulteriore inlegralione desperandum esset. Al novo principio generali 
Ultimi multiplicatoris ipsam ulteriorem inlegratiouem absolvere licuit, dum de 
prima integratione nihil constal. • ‘ a e 

‘ Evanescente h habetur aequalio integralis particularis, . *> . 

, 24. </>=£(.*#- v ■’jjj 

unde una tantuni Inlegranda manet aequatio differentialis primi ordinis inter duas 
variabiles s et tp, 

-. 25 . ^* 1 /( 2 *-,,) = 0 . . . • 

Cuius aequationis differentialis Multiplicator M definilur formula 

d\ogti , a.V(2 0 — ss) , » _ * _ , rfJogr 

V • •*' dtp ~ * da — 2 y?(‘2<I> — aa) . 2 17 * d 




unde Invento aequationis differentialis (25 f ) Inlegrali eiusque ope 

sppessa 1 p per s et a, lit ideoque , 


expressa 

> 


26 . r 


(d±Y ; ' . ■ ■ in. V- 

'öa/ . . * 

desiguantibus a et /i Constantes Arbitrarias. 

Formulae prorsus analogae hnbentur, si mutuao attractiones non distan- 
liarum quadralis inversis sed aliis quibuscunque potestalibus proportionales sunt. 
Observo tarnen, casu quo trium corporum quae in eadem recta raovenliir inutuue 

attractiones cubis distantiarum inverse proportionales sint, motuui totum tantum 

y 

ab uni cn Quadratur» pendere. , , 

• Si vires sollicitantos in motu systemulis liberi functiones Goordinala- 
rum bomogeneae quaecunque sunt, generaliler per substitutiones anlecedentibus 
similes systemalis aequationum differentialium ordinem unitate diminuere licet, 
quantitate cui Coordinatae proportionales s.laluunlur eliminatu. Quam, docet tbeoria 

26 






r 
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nostra, aequationum differentialium iis substiltilionibus reductarum MultiplicAlore 
delerminari, ideoque, si illae complete integralae sinl, Determinante functionnli, 
quo earum Multiplicalor detur, variabilis quoque eliminatae valorern absque Qua-' 
dratura suppeditari. Si principium conservntionis virium vivarum valet, eo ipso 
variabilis eliminata determinari potest, unde vice versa aequationum differentialium 
reductarum Multiplicatorem cruere earumque ultimam integrationem reducere 
licet ad Quadraturas. Excipicndus est casus particularis, quo Constans Arbi- 
Iraria. quae vnlori scmisummae virium vivarum accedit, nihilo aequiparatur. 
Ko casu aequationum differentialium reductarum habetur Iutegrale particulare, 
unde ordinem systematis earum denuo unitale diminuere licet; ^piautitas elimi- - 
nata autem rursus detcrminabilur Multiplicatore systematis aequationum differen- 
tialium bis reductarum.* Hinc sequens nanciscimur theorema; •• . v . 

„Sint vires, quibus systema liberum n puncturum materiaiium sollicitatur, 
„functiones Coordinatarum homogeneae, valeatque principium conservationis 
„virium vivarum; casu parliculari, quo Constans Arbitrariq valori virium 
„vivarum adiicienda nihilo aequatur, systematis aequationum differentialium 
. „ordo duiiöus unitatibus diminui sive problema revooari potest ad integra- 
„tionem (in -^3 aequationum differentialium primi ordinis inler (>» — 'Jf.va^ • 
' riabflcs ; quibus complete integratis obtinelur valor (tin — l)"' variabilis per 
„ differentiutiones secundum Conslantes Arbiträr ins institutas, qüi valor in 
„novam Constanlem Arbitrariam ducitur; (in u variabilis principio conser- 
, „vationis virium vivarum determinatur, postrcmo tempus ut Semper obti- 
' „netur Quadratura.” * 

Quae hac Anatysi demonstrantur. 

Sit x una 3n Coordinatarum, sit in massa puncti ad quod ea perliner, - 

ponatur habeanturque 3 n aequationes differentiales =X, de- 

signnnte X functioncm 3 n Coordinatarum bomogeneara i li ordinis. Ad qunntitates 

analogas denotnndns indices subscriptos adhibebo. Summationibus semper ad 

omnes 3« Coordinatas extensis, pono 

Smxx = rr, x=rq, a: / = />}V +, , r / = p)/r 1+l , X=r i Q, 

* . » * • , • , •* 

unde qunntitates Q erunt solnrum quantitatum q funct'ones et ipsae homogeneae 

t H ordinis. His stalulis oblinetur 

1 a ‘ — ( lü — £ / x . r> — v'r’~‘ (p 

V — 4t ■ r r » — r r r VV/» 

. dp '• X i'-f- 1 x f r* > / f_i (Q ‘ i/ 2 j* |v \ * 

P - fi »yr» + ; ‘ t *fV ,+s | r ; • v#s .*; * 

Zmqp = p. . 
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Hinc inter variabüem r et 6 » variabiles q et p obtinentur 6n aequaliones dif- 
ferentiales prlmi ordinis, , > 

28. dr : dq: dq x . . . dp : dp x 


= rq:p — qi>:pi—qiQ 


.o üj 


m 


PQ 


Qi 

m, 


7 ^* Pt P 


fl I» 1 -' 


'f 


in quihus suppono. ipsius p substilutum esse valorera Zmqp. Si de parte 
dextra rp, de laeva dr reiicitur, abeunt formulae (28.) in 6rt*—l aequa- 
tianes differentiales inter Gm variabiles q et p. • ' 

-Sequitur e (28.) t 

dr : $dS£mqq = r:i — 2mqq, 
unde, designante c Constantem Arbitrariam, fit v 

• . *' 29. r’(l — Smqq) = c. 

Valente .principio virium yivarum, designet K functionem ipsarum q homoge- 
neam (»-fl)ti ordinis *=:-r^ZqQ =fzQdq, atque h alteram Constanteru 

Arbitrariam , oblinetur * . • 

. • . ' 30/ * r i+l (K — ±Zmpp) =* *. * 

Yoceraus M Multiplicatorem aequationum dilferentialium (28.), erit .... , tiJL 
*•;: • » . •• dlogjtf^— ^ 0, • ’ V-« t-V * < V» i ' 

^ v ?*• •* **; • ,r * **•'■• *' q ,-4-1*; 

siquidem V designat sumtnam quantitatum r p, p — q p etC > m iT** *** 

respective secundum variabiles r, q etc., p etc. differentialarum. Quae summa, 

cum sit ^ = mp,- = m( l’ eva< *' 1 

. , U=* p, ubi **= 1 — i(* + 3)(3n-f 1), 

Unde sequitur ' ' ' 

• " 31. " dlogM=i-r.d\ogr; Af : ; '* *■ 

ln quaesliono proposita non adhibendum est Integrale completum (29.), sed par- 
ticulare pro quo fit e= 0; substitutiones enim adhibilae suppeditant aequalionem 

j . 32. 2niqq = 1,.. - * v** *. • 

cuius ope Jin variabiles q ad alias 3n — 1 variabiles to reducere liceL Vo-r 
cemus H Determinans functionale 3»— 1 quantitatum w et quantitatis l^Smqq, 
3 m variabiiium q respectu formalum, sintque aequationes differentiales reduclae. 

r 

32...» dr:dw:du>i.t».idp?dp t • . * 

=s=; ro : W i Pt .** • V-v«i t 

^ < ‘ i 

26 * 
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secundum regulns generales fit aequationum (32.) Multiplicator 

. • • ' v - JL - { - -•' « ‘ 

, — Uv * ~ Wi ^' 1 : 

Qm satiefacere debet aequationi 

aq kl', l , d H r , ölT, . dP . dP , u *• * 

. e '* <3«> d*°i - 3/J 1 • ' 

Si vocaimis L Multiplicalorem (in — !2 aequatiomim differentialium primi ordinis. 
* • inler 3« — J variabiles w «t 3n variabiles p locum habentium, 

• 34. dw : dw t .....dp: d Pl .... = W: W x . . : P : P] ' . . 

determinatur L formula , 

b - 1 H r ( etc ' dw, 1 d/i 1 dp, " 

und«, cum e (32.) sil ^ e (33.) sequilur, • 

dlogL — dlog Nr, ' * 

f ' •* *.» / • J '* •! t 

■ ldeoqile aequationum (34.) fit Multiplicator 

W * * 1 t * *’ * ' f 1 * 

35. L *?= r iV == H J • 

i * * 

Aequatienibus (34.) complete integrnlis, quantitns L per tlieoremala initio hnims 
Qommerilalionis proposita obtinetur formatione Determinantis functionalis, ideoque 
variabilis r ope aequalionis (35.) absque Quadralura per variabiles w et p 
determinabitur. Si conservatio virinm vivarum valet, dabitur r aeqnatfone (30.)* 
unde eo casu dato variabilis r valore vice versa aequationum differentialium (34.) 

• suppedflatnr Multiplicator * • . 

• ‘ • i • ‘ ‘ * „ » • * •' ' .* • « " 

•i ' 36. Za = . *- .' * ;t 7--. 

rf , r v rrjl*’-0+Ki-«+*^ . . 

V n.(K — iZmpp)' ri , ~ 

Seorsim exatrtinemus casura particularem h = 0, quo fieri non potest ut ipsius r 
per quantitales w et p determinatio ex aequatione (30.) petalur. Eo casu ope 
aequationum ' 

£tnqq = 1* \2mpp = K , 

r % , • 

potenml <>«, quanütates q et p ad'On — ‘2 alias quantitales r reduci. . Sint. 
aequationes differentiales, reductaej .. ■> 

37. <■ dt : de, : de , . . . . : === rp : V#: •l r 1 . j«. : 1 » ’ 

sitque G Determinans functionale (in- — ‘2 quantitatuin r dnarumque £mqq et 
K-\ — m q q , (in variabiliura q et p respectu foraiatum : secundum regulas 
generales Cap. II. traditas eri^ aequationum differentialium reduclarum (37.) 


W 
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Multiplicator 


fi =* 


M 


6 . r* +s 7i. V* +,+J ’ • * ■' •• '* ■ 

. • «. ”» • *.. n • # ' •* . * f 

denoininatofe r ,+1 indo proyeniente. quod in aequationibus (29.) et (30.) fiiuclio- 
nes Constantibns Arbitrarüs ? et h aeqnatae per r ? et r* +I multiplieanlur. Endem 
ratione, qua süpra Maltiplicatorem Le N deduxi, sequitur, (in — 3 aequatio- 
num diffierentialiani prirai ordinis inter (in — variabilos v locum habentium, 
38. rfp, : rfe, : A r, m — . V, % V , . *. . : 

Multiplicalorem ßeri ' - * I 


39. 


v, = ur — 


l 

G . r * + '. +3 


4- 

7T r 


4 


• *• * # 


Aequationibus (38.) compleie integralis, Multiplicator v Determinante fuoctipnali 
datur, ideoque ope formulae (39.) variabilis r valor per quantitates v ßine Qua- 
dratura determinatur. Qui Insuper in Constanlem ArbiUrariam ducendus est, quippe 
proportionale est poteslali Multiplicntoris, quem factore conslante arbitrarlo afli- 
cere h'eet. ... ' 

* • . , • > ; '• t* 1 ' • # i 

Frincipinm Ultimi Multiplicatoris applicatur ad systema liberum punctorum materialium 
ip medio resistente motum. De cometa in aethere repistente circa solem moto. 

• ■ §-29. ' 4 

Determinatio multiplicatoris etiam in quibusdatn problematis mechanicis 
succedit, in quibus viribus sollicitanlibus aliae accedunt e medil resistentia nalae, 
veluti in motu pdncti in medio resistente circa centrum ftxnm, versus quod 
secundum legem Aeufoniana/n attrahitur. '• ' 

Sint rursus puncti massa r«, praediti Coordinatae orthogonales y n s <, 

sit x- = i ^ i z l =. ^ 7 «dque puncti velocitas ' 

»•'. .. ■ - •* *>i = -}•***«)• * -- 

i ’ • • ’ # 

St puncta moventur in medio, quod cuiusque raolui in directioue tangentis or- 
hitae eius resistit, viribus massam «*, secundum Coordinatarum directiones sol- 
licitantibas Al ; , F*, Z ; , quae solarum Coordinatarum et, si placet, temporis t 
functiones esse supponuntur, accedunt vires resistentia medii provenieiites, . . 


x] 


Z: 


— m ifi V ‘ ■ m 'fi V i • — 

ubi Yi est sejius functio resislentiae legem exprimens atque f ] , si forma cor- 
poris m, non respicilur, est solarum X ; $ y, , z, functio aequalis densitaii medii 


* 


♦ 


9 
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4 

4 


in puncto m,. divisae per massaro tn ; et multiplicatae per Constantem superficiei 
corporis m, proportionalem. Est igilur motus systematis über! punctorum ma- 
terialium determinandus per systema aequationum differentialium secundi ordinis 
• huiusmodi , 

• X 




i. 


d* Xi 

0 " • 

1 

dt * — 

Wf 

d'Yi ... 

1 

dt * 

m, 

d' Zi 

1 


< . 


dt 1 


2i 

t*f 


Zi-fV 

mi ‘ 7 ' i>i 


* « 


Quarum aequationum differentialium Mulliplicator jW, cum functiones Jf, , F,, Z, . /"' 

*. , , , , 

ab ipsis r', y-, «• vacuae supponantur, definilur per formalem differentialem. 

" - Erflog« ' •, ^ 

• #v ‘ - • </# ^ i wr ' ■ »'•* 


sive 


2 ja **•+§£). 

Si motus in plano fit, aequationis (2.) loco habetur 

dlog’M ^^«-« + 121 
dt ~ r i9i ' dn 

s * 1 %* * 

Si motus in eadem recta fit. habetur . .. •- 

7 • *, 7 #•/ “ * ' 

♦ .. - , .dt ■ «• -i 

unde fit itf=1, si F, est constans. .. , .. 

* , ' » • ’ • #« /i v 

Sit fj = ©j sitque medium uniforme ideoque quantitates f, constantcs; 
sequilur e (2.) : * 

. * 1 3. M. = 

Haec docet formula, si motus fiat in tnedio uniformi, cvius resistentia 
retocitati directe proyortionalis sii, atque vires sollicitantes X it Y ( , Z, 
d solis Coordinatis pendeant , post omnia inter quantitates x, , y if %, , 
Vf, fi, inventa Integralia ultimo loco l per Coordina/am alt quam sine 
noca Quadratura exprimi posse. Sint enira pro numero » punctorum ma- 
teriafium (>n — 1 Integralia inventa, 

. . ^ l ®I 1 ^ 1 1 1 .... ^(*,—1 r — “ C 0n— I , 


*) Pro motu in plano fit eo casu M = e^^', pro motu in eadem recte, M ■= v 


zr.t 

4 * ♦ 


\ 
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nbi etc. sunt Gonstantes Arbitrariae; sit x una quaecunque Coordinalarum 

atqoe 4 Delerminnus functionum b \ , b\ etc. , quantitatum respectu omnium 
y { , Zi, x \ , y\, z\ praeter x formaluinc scquitur e (.3.) secundum Multi- 
piicatoris definitionem initio huius. Commentationis traditain, .. 

4. / sizfi+T = log^, ' * ; 

designanle r novain Constantem Arbitrariam. Si virium sollicilantium expressiones 
Xi, F,, Z, praeter mobilium Coordinatns ipsam quoque variabilem t continent, 
haue non amplius separare licet; at docct forraula (3.), cormtante MuUiplica- 
tbre M ullimam integrationein absolvi Quadraturis. 4 ' 

Poiuiqius, systeifta punctoruin materiolium sive liberum sive ceriis con- 
ditionibus subiectum si in medio non resistente moveretur conservatione area - 
rum gaudere. valebunt pro motu in medio resistente tres aequationes, 

I d . 2 Wi-lXi z\ — *, >•;> = — 2 mifi ^ (jy*5 — *,• y’O dt, ^ f .: 

d-2 wi, (s, x\ — Xi z \ ) = — 2Mt.fi ~ (z. x' — x,- zfdt, • 

l . . V> 

d . 2 m, (x ; y*' — yj x\) = — 2m ; f^-(x i y , i — yiX' i )dt. 

, • * * * • • »•**» # % ** t # 

Hinc si rursus V i =v i et quanlitates f oinnes eidem Constanti /‘aequantur, sequitur 

( 2m i {y i z i — ziy\) = a e~f\ 

’ 6. ’ •'< 2 m (Zf a?i -*■ x s if) • =^=> be~ }t ,‘‘ ' ' •* 

f ^ «*,(«, y’i—yiX'i) = ’’ *"'•/ 

• * . > 

designautibus a t b, c Constantes Arbitrarias. Patet e fornmlis (6.), si ete- 

tnenfa omnia sphaerica eiusdemtjue densitatis et magnitudinis supponautur, 
atque systema eorum in motu in vacuo conservatione arearum gnuderet, 
«andern locum habere , si mvtus fiat in medio uniformi cuius resistentia 
vetocitati proportionales est, eandemque fore plani invariabili s positionein; 
summain arearum au fern inde a tempore t = 0 descriptarum et per massus 
multiplicatarum non sicuti in vacuo proportionalem fore tempori t, sed 
quantifati , ... 4 • , . . - 


1 — 


l 

~e^ r> 


designanle f Constantem positiv am, ideoque tempore in infinit um crescente 
ad timilem crescere finit um. Ubi systema liberum est ideoque e (6.) et (3.) 
constat ipsius M valor per quautitates a?,, y t , z ir z\ oxpressus, docel 
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principium Ultimi Multiplicatoris. praeter tria cognita Integralia prima (6.) adhuc 
ultimum Integrale, int er quantitates x , , y i5 ar,, x\, yf, z ; iocvrn haben», 
"Quadraturi» absolvi posse. • •• - t \ , 

Iam unitis puncti liberi consideremus motum planum in medio resistente. 

t • 

Qtii motus defmitur duabus aequalionibus differentialibus secundi ordinis, 

i d'x y ' r x'V 
dt* ~~ A 

. 

_r„ J . — v r 


*1l — F— /* 


V * 

„r<r . 


ubi AT, F, f Coordinatarum orlhogonalium x et y, atque V vejocitatis 
v functioües supponunlur. Aequationum (7.) Mulüplicator M 

. definitur formala differentiali , ^ ... ...... 

«?. ... . 

Ponamus vira sollicitantem constanter dirigi versus centrum fixum , quod sit 
iuitium Coordinatarum, sive esse X: F=x:y, sequilur p (7.): 

a dloglxy'—yx 1 ) f V • 

' dt — f - • 

* . * \ # % 

Unde si V = v n , e (6.) et (9.) eruitur, quaecunque sit Functio f, « 

10 ‘ W = (xy‘—yx J r+ l ‘ . * : . . . 

Si vis attractiva est functio radii vectoris r sive diatantiae ,a cenlro 
attractionis, quam functionem designemus per • . ’ • • 

= ilp. ■ 

' x dr ir . • 1 .• 

Multiplicatorem pro lege resistantiae adhuc generaliori assignare licet. Scilicet 
eo casu e (7.) sequitur formula, • ' ’ ' / • « *:*■*•/ 

^ jti*» ffiw}. - " ; 

yua iuncta aequalioni (9.) palet, si a et b Coustanles sint, assignari posse 
integrale expressionis • ‘ . ! 

,fV(uv-\- b v )dt == — + F{r)}~ Ärflog(xy:’— yx‘). * 

■ 

Expressione ad laevam aequiparata buic, 


eruitur 

* r • 


12. F =;= »‘-‘e* 4 “"'.'' 


« « # w 


■ 

Qua resistenline lege supposita fil - . 

■« c ° It"' + P( r )l ' * 

~~ {*y-r*‘) b ' 

Pro niotibus ineitalissimis, sicuti sunt cometoruni , resislenliue lex formula (12.) 
cxpressa non a rerum natura abhorrere videtur, praeserlim si Constanti u vqjor 
perparvus trihuitur. • 

» « • / * % v:- ‘ *** + '. : * / 

Introdueendo Coordinates polares sit ... ; „v. ... 

‘ •' ars=roosy, •• y^=rsm<pj V*'“ 

'S V . n j, e..*y 

unde 

\V/< & »»»V** - 5 » ^ •'* 


dt 

*¥ I • '*7 5 


* <1 , * 
O ') »>»i- Ir 


' r ' • ■ //I // • * f 

t?e = rr + rrff, 

"v • ' * •’ *•»**. • . ' » . • i, » •*. . * V *'Tf ' r '»•*'. ■» 

xy'—yar = rrq/ = ry(t?» — r'r'). 

n .(*. '■ J* 4 A «i -j •> *, * .■ •>.» • • • !r.»- 

Ponamus » * * 


Ponamus 

•V <; 

‘ ’ . - * ... *r—x*’ = rr f 

# / i< i‘* .• • •• 5» ** — # *s “ » l • • * 


TV v X .• Lj* 


vV i-’x+rM = K» , *'+r'y')+n>-) = »• 

■* Xv* — YX* = TVU ) 1 £= $ y. j> t • • - 


fit "• 


unde 


* /* 


t 1 » 


9 * V *. 




•V ' • *. 


V f* \ * r.\ . * # 


..-IrV + ig+^r), 


• Vt.>) 


* «* ^ 


rr 

* 


•s. 


Hinc ctuu sit r'dt — dr , sequitur e (9.) et (11.):. 
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* Si motus proposilus est molus cometae circa solem, atqae densitas aetheris solem 
oircumdantis functioni distantiae a sole aequatur, fit /* solius r functio, Porro 
cum sit V solius e functio, ope aequationis 

i •< ,.•.•• -•< a. ■ ■ j 

• quautitates r V et r -1 F per « et r exprimere licet. Unde idonea variabiliuai 

electione effectum est, ul molus cometae circa solem in uelkere resistente 
lantuw pendeat ab integrutione duarutn aequationum differendatiuin priuü 
ordinis inler tres variuliles a, ß, ry qua traue acta si determuumtur in 
et per r, obtmenlur q> et t per Quadratur as ,» .. •* ■+ *. 
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dr 
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Antecodentia valent, quaecunque sit resisteutiae lex sivc quaecunque eil V ipsius v 
funclio. Ubi autem aetberi s, in quo comela euren sofern mocelur, resistentin 
polest alt veiocifäti cuicunqtte proportionale# esl sive eliam legem gnterufio- 
rem sequi für exprexsam für mul a V = o b ~ l e iavv , in qua a et 6 Cokst ante« 
quascunque devignanl , sive aether uniformis sice cum dielantia a sule 
secundum quumcunque legem variabilis eil, quaecunque sit vis altracticu 
solis, nnico cogni/o Integrals reliquae Ires integrationes per- Quadratur as 
absulvuntur. Nimirmn determinala V per formulam (12.), conslat per for-» ’ 
mulani (13.) aequationum dilTerenUaliam proposilarum (7.) Muliplicator M; -co 
autero cognite eliam dabftur .Multiplicalor 3J t aequationum differentialium , quae 
e (7.) oblinenlur loco ipsarnm x, y, x', y‘ quantilates r, q>, a, () introducendo. 


i \ 


dr 

Ti = 


/l‘ > * ; * i.'* 


Vv 


2a- 


fij 


rr 


■2F(r)) ? 


t 


dg P da -. .. p tr dß j , . y 
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Ejenim aequatur ^ Determinanli quantitalum x, y, x! t y', varinbiüum r, q,- u Jt i 
respecUi formato, uude si reputamus, ipsarum x et y expreesiones quanlilalee 
•u bl ß non continore, fit ' . 
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Si uli »(15.) variabilem r loco ipsius t pro independente adhibemus, Mulli- 
plicator antecedens in r* ducendus cSt, unde in ipsum M redimus , qui poneudo 
V =-=:<>*-* secundum (13.) invcnitur * < • « *x» • 

•rvsJtfms w ^ *~n M h»> » m ujtkieäu 

w,* i fr» \wdkfUs\jfßqtuuS 

Oui vulor cuin uon afficialur variabilibus u. et t iisque uon magis afTicianlur 
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differcntialiuni et valores (15.), erit M fi~* C~ na eliam Multiplicator 

w i* «r * . , ■ • * • w ” • ~ 
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(tuaruni aequationum differentialium primi ordinis (15>~), inter treg variabiles r, «, ß 
iooom habentium. 
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v* ' ... dp v 


. ^ "V : •■ •* ,/V.* 


Ubi insuper b re vi tätig causa vocamus R solius r functionem 
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Quihus substitutis si elementum independens dr MuKiplicatori M. proportionale 
staluimus, aequationes differentiales (9.) evadunt: . . » 

* * r : * u ** — ä. : ^ /ft — y y) • äi ' ’ * 

Quam palet ita coraparalam esse formulam nt, dexlris parlibus vpcatis ^ o, t ? nat 


• . »• £+S^3y-.S?+f?-°- ;*•••>• 

sicuti fieri debet. . .... . . > • 

Sint u et u> duae quaecunque variabilium r, a T ß funcUones atque 
obtineetur -e (15.) sive e (21.), 

dr : du ; dw = ß~ h <T aa : D- : E , 

* y % ■ * . • ^ # ' ♦ i * . # 

Sit porro inventura aequationum differenlialium (15.) 9ive (21.) Integrale, Con- 
gtante Arbitraria e affectum, cnius ope exprimantur r, a, ß per e,/W, w, 
ponaturque • ‘ N 

8r jö« dß * da dß\ydr\da ö/5f ö« §ß\ , dr (8* dß^da 

dcldu'dw 8w‘5m> T ’5ü 18 h>'5c de ' dw) T dw Idc ' du du' de 1 ) ’ 

*1 • 4 j. 

‘sequitur e principio Ultimi Multiplicato'ris altera aeqnatio integraÜs, 

/ fj{Edu—Ddu>) = Const. , 

• ubi, et ipsis D et E per ti, w* e expressis, sub inlegrationis signo differen- 
tiale cowpleluni subest. •" .• *»■*- * 
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- / ,* I)e muitipflcatore aequationum differcntialium isopcrimotricarum. t. 

- §. 30. * - ^ 

Sit U dala functio variabilis independentis t, dependentium x, y, * etc. 
.et quotientinm eanim differentialium x‘, x " etc. , y', y " etc. , z', z" etc. etc. 

* * * * . c * 

Si proponilnr problemo, functiones x, y, z etc. ita delerminandi , nt integrale 

füdt . • •••;•* 

maxivium minimutnve evndot scu generalius, ul eins iutegralis variatio eva- 
nescat, constat problematis solulionem pcudcre ab iutegratione syslematis aequa- 
tioniuu different ialium , ' a . ’ y . i 
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Ouas ln sequentibus vocabo aeqvathmes differentialen hoperimetrica*\ cum 
problema . quod ab earum iutegratione pendet, nomine licet improprio isoperi- 
metrici appeliari solent. Quaeram aequationum difTerentiaiiuin jsoperimetricarnm 
Multiplicatorem. .**•.„ ^ 1 * ... r ' . * *>' J •; 

Inchoabo a casu quo ipsa ü praeter variabilem independentem t unicain 
contmel functionem incognitam x nna cum eius differentialibus x'\ x n , . . . . X (m} . 
Eo caSu unica integranda est aequatio differentialis 2#»** ordinis,^ ' 
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Ex aequatione (4.) si eruitur quuntitatis x (3,,) valor, 

hnius aequationis Multiplicatorilf sectmdum (5.) §.14. definitur forraula diffcrenIraR. 

* • B V ~ ■ • • **• 

c/lofcjtf t .. . , BA dxi™-') 
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K i»-f 1 «Xpressionis V terminis bini Ultimi söii continent quanlilaleui 
Bolus ultimus quaniiiatem unde fit .. v 
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tjnanlitatum ad dextram valores suppeditat formuln generalis, quam in variis 
•occasionibus utilein hie apponam. _ *' ** . « <- 

Sit W functio quaccunque variabilis independenlis f, dependentis x 
atqne ipsius - x quolienliuiu dilFercnlialium x\ x" etc.; fil 

Jm »a»r t /, e>r, , dir, t jew m 

d-.lW H^ ä ' + ^ 3 *+7^ ä ^+^ 3j elt ^'' 
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Kactis difTerenlialionibus et ubiquc substiluln formuln 
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continuanda esl. Posteriore casu formula (3.) eliam hoc uiodo exltiberi polest. 
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Formulac anlcccdentes (3.) et (4.) inimulnlne manent, si functio W praeter 
variablem dependentein x eiusque quotientes dilTerentiales alias depcudeutes 
y, z, etc. oarumqne quotientes dilTerentiales conlinet. Si functionem W plyres 
variabiles independentes dependentesquc earumquc differentialia partialia affi- 
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ciunt r eamque secunduni diversns variabiles independentes diversis viribus 
iteratis complete differentiamus, huius quoque difTerentialis corapleti differentialia 
partialia simili ratione inveniuntur. 

» » * i • 

Ponamus ipsius x differentiale n' um altissimum esse quod in expresslone 
W obveniat, sequilur e (4.), si x = m-\-n, 
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Multiplicatoris Jf valore invenlo, principio Ultimi Multipiicatoris ultima integratio 
Quadratoris absolvi potest.. Sit ex. gr. : 
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si per primarn integrationem x‘ per i, x et Constanlem Arbitrariam « ex- 
pressa datur, altera inlegralio dabilur fornmla 
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Obi sub iutegralioriis signo differentiale completmn siibest. 
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lam slatuamus, funclioueni V praeter variabilein independentenj - 1 plu- 
ribus afllci dependentibus earumque quolientibus differentialibus, omnium auleui 
variabilium differentialia allissima ad eundem n" m ordinem ascendere. Sint 
variabiles depcndenles tres x, y, Zf tres inlegrandae sunt aeqtiationes diffe- 
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Ex aeqnalionibus (1.) altissimorum quibus afficiuntur differenliaÜura oft 1 '}, y**\ 
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yuantilates u, o n tt', determinandae sunt ternis aequationum linoarium syste- 
matis, quae solis torminis ad dextram positis inter se di flerunt . 
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\ABG— AD* - BE 2 'tDEE}\ ; 

Quo Valore invento, si per omnia praeter unum Integralia inventa problema in 
aequationum differentialem primi ordinis inter duas variabiles redit, huius quoque 
Multiplicalor constabit. * v . 

Adiumenlo theoreniatum generatium in fine , § i IG. propositorum ante- 
cedeulia extendere licet ad Casum quo functio (J prpe er variabilem indepen- 
dentem numerura quemlibet dependentium continet, si igularum differentialibus 
altissimis Omnibus dd eubdetn ordinem ascendentibus. At si diversarum varia- 
bilium dependentium differentialia altissima in functione V non omnia ad eundem 
ordinem ascendunt, Multiplicatoris ncquationuin difTereuliulium isoperimetricarum 
determinalio difficiiior cst. Scilicet nascitur difficultas eo quod casu quem innoi 
aequationes diiTerentiales isoperimetricne forimun normalem exuant, qua altissima 
diversarum variabilium differentialia per differentialia inferior» ipsasque varia- 
biles determinanlnr. Redoclio ad formam normalem cun» molestissima ac saepe 
inextricabilibus difficultatibus obnoxia siL deinonstrabo sequentibus , quomodo ge- 
neraliter eruere liceat formulam differentialem' <pia Mulliplicator definiatur, etiamsi 
ipsa reductio effeclf, non' supponatur. m .Qnae formula ^iij problemate isoperime- 
trico generali proposito Ipsum Multiplicatoris valorem soppeditabit. 

- m . l‘vi * .\ J 

De reductione aequationum atfferenlialium ad formam normalcdi et formula symbolica qua 
reduetarum Multiplicalor dciiniatur. Aequationum diffcrcntialium isoperimetricarum 
ad formam normalein reduetarum Multtpücator. ...p., 

■vv,\ < IV _ \vt!. . t\ 

Datae sint inter variabilem independentem t atque n dependentes x , , 

-r,, x n lolidem aequationes differentiales » »mr.?>*lir n 

1. F,= 0, F 2 = 0, .... F„== O, • 
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non ea forma normali praeditae qune pcrmittal, ul differenlialium singularum 
variabilium allissimorum valores per difTerenlialia inferiora ipsasque varinbiles 
exprimnntur. Cuiusmodi habefltur aequaliones, si in earuin una pluribua,ve allis- 
aima differentialia sive omnino desunl sive ex iis reliquarum adiumcnto aequa- 
tionum eliminari possuul. Eo casa ileralis aequalionum (l.) dilTerenliationibus 
formanduin eal systema uetfuutionum auxiliarium, quarum ope lolidcm difTe- 
rentialia eliminando fprma normalis erualur. Varios modos, quibus ea operalio 
instilui polesl , in alia Commenlalione tradnm , quippe quae quaeslio inultis 
egregiis Iheorematis nililur, quae uberiorem expositionem poscunl. Hic observare 
sufficiat, si ad aequaliones auxiliäres formendes aequatid JF<==0 sit 1; vicibus 
ileralis diiferentianda, ponaturque 
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\ S d >F; 




{.€) wibrfitn*l mtffenim« mH 

%% 

t»ü * 


•A 


numeros Ä, ita comparalos esse debere, ul ex aequalionibus ybmrn fat *l>« I 

2. y, = 0, y, o= :ü, .... y„ = 0 . . . v . ,Jl 


allissimorum difTerenlialium in iis obvenientium 

• VT ■' Wf * 


'-i i 




•v n . (P*) 




peli possint vnlores per diirerenlihlia inferiora ipsasque vnriahiles expressA' 
Unde aequaliones (2.) per se cons.id^ralae consliluere debent aequalionum dif- 
ferentialium syfclema forma normali gaudens, mullo tarnen altioris ordinis quam 
qui sySlemati aequalionum dilferentialium propositanmi proprins est. Aequaliones 
enini propositas alquo auxiliäres praeter ipsas (2.) oranes habere licel pro aeqna- 
lionum (2.) Integralibus oarum reduclioni inservientibus. {)aae Integralia, licet 
particularia, lalia sunt, ut aequalionum diiTerenlialium eorum Ope reduclarum 
Mulliplicator e Multiplicalore aequalionum (2.) erui possit. Etenim si tantum 
aequaliones (2.) proponerenlur, loco aequalionum 

dt" 


dl 


T=r 


ad reduclionem ndhibcri possent 

jr* Fl ^ / 


^=0, fMo 

ft * 

aequalionum (2.) Integralia complel 


==^'<+ A e'c- 

dt * dir . J. 


o 


iplela 

0 


•U 


designanlibus <£>< etc. Coustentes Arbitrarias. Mulliplicator autem aequa- 
tionum reduclarum secunduin §. 12. oblinelur dividendo aequalionum (2.) Mul— 
tiplicatorem. per Delerminans A, -j-ij . . . . A functionum 

28 * 
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? .... Fn 


fortnatum respecta differentialium eliminandorum , idque sive Constanfibus Arbi- 
trariis e 40 , e 40 etc. valores generales servantur, sive iis valores tribuuntur par- 
ticulares, uti in quaestione proposita, in qua oranes statuuntur evanescere. *' J 
Aequationum (2.) Multiplicator definitur formula symbolica §. 15. tradita, 
3. d\ogM = <n 0 g2±A[A!.:.. AP, 

posito • . 

4. A? = JA? «= ~^~dt 

vi'i*’ #7 ^ • »* * v # .i. Qx ***' 7 11 * * * 

Has quantilates secundum formulas (5.) et (6.) §. 30. sic exfaibere licet, 

»• *.° = • ,A -‘ = -r£^ dl + l ‘ iA -'- ■ 

PJ« .. C/X* 

(Jnde ad condendam formulam (3.) sufficiunt datae aequationes (I.) numero- 
rumque 1, , A, , . . *i l„ cognitio. Observo si ponatur *- 


•• V 

.• i ■ tw*l 

>' ’• r 

t' . '' . •» 


AA '- = 3 3'4V" 

OX K , • ' . 

designante a numerum quemcunque, formulam (3.) abire in hanc, 

f»l» jw a- <: -M 


>•• I v i *.m •» ... 


Jlog2£A[A“.... A?\ 

. >i‘ ** . * * •* i i* , 


m~r ':*** Ü5ax...y4W 

unde oblineri potest varialionis formandae simplificatio. ... . .. 

-f" In problemate isoperimetrico, quod aequatione Jfll dt = 0 oonlinetur, ex- 
pressio 17 praeter variabilem independentem t contineat n dependentes a? 2 , .... x n 
atque differentialia ipsius x x usque ad m^um, ipsius x 7 usque ad w,tum etc.: erunt 
aequationes differentiales integrandae, 

0 «= F, 


t* 


eu 


A # 


dü 


rf" 1 1 < , 


* ‘ 


d-; • lf 

i«' *. * < 


f ’ v l »ll I 


6 . 


0 = F 7 


dt m ‘ 

„ at r ^ . 

- ' dx\ m,) 

.T. , </<"*' 


* w 


jr ,-l 

du 

ISÜl‘ r 

rft" 1 '“ 1 «* , V* 


.« • I **» {] 




sfcra* 


6U;'' i . ;* 1*.» “ . 


'! o ==z F. = 


' K.* 






i#.‘ *«.•* ... * ■ ,j rft" 7 


m.-l « * * * 


,d ■ 


;>* **■ 

•-* -X 4 <4 Ti 
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I -jV T*. * ■** 

Si m, omnium numerorum r/i,, tn 2 , .... m„ maxitnus est, aequalionum auxi- 

liariura systemn faciie constal obtineri diflerentiando nequationes 1^= Q, JT, =Oelc. 
respeclive »i, — w 2 , w, — i/ij etc. vicibus, unde fit 

i| 0 ^ — Wl | *” Wlj ■ ■ ftt j ““ Wj ^ .... tu Wj Wl/i ^ 

J», = 2»l n />,= »»,+»»,, ^, = 1»!^- «J, .... />„ = »», -j- »»„• , 
Hinc eruilur 

^ SV rf „-. ' et; • • ; 

| 'ax 1 ," 1 ’ d.r\ m '~ iy ' *••• 

! .mV . WlqfcWE 
j* d(/ J«,-! SU . 

7. /O = </>,= 2±* . . . ., 

-ft« «lila nivlA y* ••• - v .. V »"öuf. ••••!.;'/'< -.T'fftl, - :d . lirhMMWrHHUb 

>ni^ J ' Aflolijoßh *jp ‘mi *.trt »*».+**a iu*ii«r> 

j«i, 3U ,m,-l SU 

O = V* = 7^ '“«»■ «V 


rfr" 


Unde per formulas §' 30. sequilur 

/ ^(0 _ dqp; 




0 * t/ : v ; 4 nMtp, 


x fhMlaliJnwrl ÖJ « ax i ax * »«dl« i>op . 

O. ' 




agp, 

3x (m ' +"«-') 


dt 
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siquidem ponilnr 


** ♦«! 


Cum sit 


„ ö* u s * u 

“ ax‘"* ) ax<"«- ,} axj"'- 0 ax^ ' A Ä 1 

'> Jk ■ -.«»»• * - * . v 


Xi‘> = Xi-> ideoque 

Bi” = -«!■>, Bj» =0, 

in formanda variatione (3.) binorwn terminorum aggregata ,, r „ /., mt i 

l a^+ / . . . . Ji n) „ , s£± a\ a".... a 1 :> „ * -t**« « 

1 “«4P- ■*•+ - a> , N* 

evanescunt, unde ipsius rflogiW valor (3.) eruitur , / 

d log 2 ± A\ A ; . . . . = M| d log ^ . , jj», • .ot 

ideoque . « 

„ 9., ilf = <X± iJ' ( 4V. . . A fö*» . r 4 
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m I *hv 
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Qaa in formale ipsis A^ valores (8.) substituendo patet, « m, maximus 
ornnhtrn «j m tu? etc., aet/uari M polest ati m{ at Determxnanths fkinciiomum >1 

du dü “• • ’ör " • '■»* v- 

(^rrr » r^rr * * • v c»>.) ’ 

. *• i öx; 1 öx\ ’ »•. . . i’fx, ßJ 

ipsarvm etc. respectu form ati. \ 

' ■ ■ ■ *• 33 . , 

Reduciio ad fortnam normalem reductarumque aequationurn differentialium 

Multiplicator sic obtinetur. ■ v u» / 

Quoniam aequatiouibus (20 valores quantitatum 

T (p>) _(p ,) 1 ‘ -V (p„) \ 

■*11 *i. \ ...... *« , V> S » 

f • % • . v. • / , 

determinantur, bis quantitalibus expressiones <p n y 3 , .... aliae aliis affi- 
cianlur necesse est, ita ut eliminatio successiva locum habere possil Sint 

) • • • • v 

ipsi numeri 1, 2, .... n inter se permutati, positoque 

. 1« >'• 

‘i!‘Ü tjf>^ (je*'. v-ftHini»! •*m| *»fiy ♦ 

slatuaraus, quantitates a£, > ipsam y n ipsam yj, . . . \ ar*’" 1 ipsam y„ 

* #* • ?<j_\ i / » 

afficere, quo nihil impediiur, quin functio y* praeter x K ‘ quanülatnib x]f , 
etc. alias vel etiam < 




[iam omnes contmeat. Supponamus j . ( 

1 ^ ^2 ^ ij . . . . ^ X „_ j ^ i, } 


atque fieri 




» i 




Xi — ® i, ^«+i : ^ : — /?» etc. ^ 

^+ 1 ' ’ ^ 9^-2 .... “■ i'r ‘ ^r+I ' i'r+J .... - ■■■■ O. 

Porro, designante p numerum ipso ^ non maiorera, staluamus . 

’ «‘.(4 t. 


J»r US > J 


1 . 


^ -■.#»> F ‘ = . 




di 


Iam ex aequationibus propoSilis et auxi Karibus seligamus haee a-j- f systemata 
n aequationurn, . *t ... '■ ,*t * 1 - ,, ‘ 1 .. . 0 ). L'. t 

y, =i(), y 2 =0, «.?. (p H — 0, > 

y{- , )=0, y^- i >=0, ■ l*. v<d •ui-'qi -'»)>■ :u 

10. { ‘ ’ -Hol ^ 

, , . * *.'>>'» i< 

F t =0, F t =fO, .... F a ±=0r 0, .... y<^=0. 
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Systemate primo, secundo elc., ultimo respective determinantur quantitates 




■> • 




x {qm) 


X *x 9 X *. 1 * 

...» . 




i önjf*» iMun. ■ » ’ • ' • x ** ‘ . t : 


■sniHMi'llW.'l 


llD* 


Unde aequalionibus (10.) diflferenlialia omnia exprimuntur per alia his postremis 
inferiora. Eadem ratione aequalionibus •( .ioiim.vjTUJi ayu*i 

t-o-i )_ 0 „(-«-!)_ 0, .... «;(-—*>=(), ; ’knj *b 9 "ibtuh 

0+1 ’ “ 41 ' • " L S 1 lÄlpHyi/irful mrilaitfifarWtaril 

*>&-”= “9 . 

.±-i i\ w 

/'o+t ==•<), /'’o+i =0, .... = 0, = •••• y>| 1 /,) = l) 

difTerentialia omnia revocantur ad alia ipsia 


(9.-«> <«/.-•> 

x *i » » 


^(9n+l-A) 


9 ar ««+, » 




inferiora et ita porro. Postremo advocatis aequalionibus 

Cr"' = u ’ <e'^r" = "x 

,«a>Uinn‘W<:. Ä (), — .... — Q, r -rr- 

ahmt lt/1 ui w«l • • \ r . . • • * , «Wntifia^b ^\\ ^«ql 


.11U1 U) iiqm» 


F +l — 0. h r+1 —0, ... . 

W inoT.-- 11.1I11 ji.'Hwiir null (ii.iioni 


h\ = 0 


nlnoKov.ßV 


fit ul differentialia omnia ad alia revocentur inferiora ipsis . , 

11. .... •**’! -HW* 

Formulae, quibus isla dilTereulialia (11.) per inferiora exprimuntur, ipsum con- 
sliluunt aequationum diflerentialium systema forma normali gaudens, ad quod pro- 
posilae (1.) revocari posaunt. Cuius Mnltiplicator secundum tbeoremala Cap. II. 

proposila eruitur designaute D omnium funclionum 

»yi Vi 5> » • > • i *.. vi x ‘ N 

w*\ w* t : . . : vt l \ 


VI 


•l I • 




Tn 1 9 . • • • 

Determinans sumtum respectu quantilalum j o i .U 


oli*oV 


l 

l 

4 






Digltlzed by Google 


* i 


K 


— 224 — 

^x, 1 ^x, ?.•••*! 3 
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,( 9 .-«) 


(7»-l) 
*«. 1 


„(7.-5) 




*t 7 

-Wx-l«) 



Functiones enim illas nihilo aequiparando oblincmus aequationes reducendis (2.) 
adhibitas ; quantitates illae autem sunt ipsae liarum aequalionum opo eliminandae. 
Quae eliininaliones vidimus successive inslitui posse, ita nt aequationes quas in 
eadem linea horizontali posui per se consliluaut syslema totideni quantitalibus * 
climinandis sufficiens. Unde tit ut Deterniinans D produclum evadat a sive 
Determinantium funclionalium simpliciorum , 
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dx (q '~ h) 
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<■ • . TJp 115 " 

r *r+i *r-ft *« 

siquidem in hac forinula, designante A indicem in funclione aliqua f obvenientcm, 

y 

ipso n f\h) designatur productuni /’(,“) 2) ••••/’(*')• Iam in forraula 

/• i * \ ■■ . y V ,t\ , ' \ 

antecedente singula Determinantia functionalia, quae idem signum 77 amplectalnr, 

observo inter se aequalia evadere eademque fore ac si ubique index — A omit- 
teretur. Unde si ponimus 

... Qt pt~ öqp- Ö.F, ’ 

"’-i f w V** Hf — riv HrtKl ¥ ' 

V H| bu>p ftaüftwy««’i*a r tnrid«MlwjHii* MmmfcMpei 

tMifj^tiktniu 109 # WMihiiUüi i«tlia|ll|K ; «liu'J J nm o oq hnupO \ . I » 

x{^± 4«“ Ä” • • • • A '-T" 

f .V • ; V ♦ • r a . 

• ••••••••'••• •• 

y (y x j( r+I ) p 

X (^1 -<*r+ 4 -^x+2 .... Xi„ J 

'y • • • • f , y • i* i . 

13. ■z±4« , 4?, >) :.r.4’’ « RiT - 
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valor antecedens ßl R“ Bi “Bf, fl qui etiam sic exhiberi potest. * 

' 14 . D = Ri* ~ X ' .... Bi lT V ‘ , * ' 1 A 

qua de formula, si bini numeri se proxime insequentcs l, et A. H ,'inler se aequales 

exislunt, polestatein unitali aequalera reiicere licet. 

* Reducliones, quibus aequaliones differentiales propositae ad formas nor- 

males anteccdeutibus assignalas revocantur, eae sunt qune oninium simplicissimo 
modo efficiuntur. Pro quibus supponere licet a — = 0 sive simul de omnibus nu- 
meris A,,, 3U , .... A.„ eorum minimum detrahere licet; nam aequationum auxi- 
liariuiu (10.) nonnisi ultima series ad reduclionem adliibebatur. Forniae normales 
illis reductionibus simplicissimis erutae tot existunt inler se diversae, quot modis 


aequationibus (pi =0, </h =0, .... ip„= O, 

aequationibus </>„+, = 0, q> a+1 = t), 1 . 5 i = 0V 
, . . . . . * . * 


determinentur, siquidem in aequationibus illis quanlilalcs illoe solae pro incognitis, 
reliquae pro dalis habentur. Reducliones ad has formas pauciores poscunt aequa 
tiones auxiliäres eiiminalionesque ac si proponerotur reduclio ad ullam aliani for- 
mam normalem, ex. gr. reduclio vulgaris ad unicam aequationem differentialem 
inler duas variabiles, quae vel ornnium maxime prolixa esl. Neque pro aliis 
forrnis normalibus Determinans, per quod M dividendum esl, concinnilate ex- 

pressionis (12.) gaudet. \ 

Antecedentia ad problemn isoperimetricum ppopositum applicemus. Aequa 
tionum differentialiuin (7.) unaquaeque simul omnibus altissimis differentialibus 


numeri 1. 

> r? • • • . 

n in latem 

JO 
*«. ? 

Jo 

• ? J'O 

• • 4 • y 

*o 




*a-rl ^ 

. *o+* 

*6 

\ • 4 * 

*r+i 7 


x qJ 

• • • • *** y 






afficintur; unde ipsi X* ... . *„ designare possunt numeros 1, 2, ...’. i» 
quocunque modo permutalos. Fit 

Ä; = «I, — m , , y,=/»x ( « 5 =« , i+'* n »j» 9i — l i = •».+*««,» 

. unde * quantitnles (11.) abeunt in quantitales purro fit 
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. " . 39 


♦ 


i‘ * 

». . 

• • 




• t • 


« ♦ 


$ • 


i« 


Digitized by Google 


• * 


I 


— 226 — 


♦ r 


* 




' • 


* 

0 

4 


*, 

WrJ. 

s ♦ 

r • p • . «» 


M* 




♦ «* A 

k V; • 

. ♦ 

* * 


Theoreme' pt^jfMfc 

„ Proponutur integrale Jüdf Maximum Minimumve red der e, 
expreesione 1/ praeter Varia Odem independentem t confinente n dependentes 
<r,, a 5 j, ( . . .. x n una c ut > 1 eurum diff'erentiulibu.s , respective usque ad mjum, 
m 2 tum, etc. mjurn ordinem ascendendbus; designanlibus **, *,.• . x n 
nu mer os L, *jf, . 7 ..’« quocunque ordine dispositos , integrandae erunt 
n ßequationes differentiales , 

(m t-m ) . (m.-f * ) r ) t 

" = 5 = X„ «'—Z*. <’ 




»« quibus L,, .... L n ipsis difjerenlialibus altissimis ad laevmn positik 

«o;i afficiuntur ; « m, ftt, > f«, 7 > m._, > «?„ , poniturque 
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illarum n aequationum differentialium habetur Muftipfivator , . 

*' '* „n, ‘ 

' . ’ V < . , • vfl? 1 .■ • . H . t • . 
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fit, — * Hl . 


R? ^ . R"^_\'~ Mm 


. , ( Integralibus omnibus praeter uimm inyentis eorumque ope totideni quantita- 
libus variabilibus eliminalis si aequationes x ™' 1 = L, etc. ad acqualioneui 

difTerentialem primi ordinis inter duas variabilcs reducunlur, liuius quoque Mul- 
tiplicator, cuiws ope ea solis Quadraturis integrabilis fiat, constabit multiplicando 

valorem praecedentem per quantitatum eliminalaruin Deterininans, Constanlium 

* % » * 

respectu Arbitrariarum, quibus Iutegralia afliciuntur, forniatum. 
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Über ein leichtes Verfahren die in der Theorie der 
Säcularstörungen verkommenden Gleichungen * 
.w*v numerisch aufzulösen #). '- 4 I 



mußt «4 




— 


ffAI vt-* v^- '•i* Mfr 


I. 


n der Theorie der Säcularstörungen und der kleinen Osciliationen wird man 
auf ein System lineare? Gleichungen geführt, in welchem dl£ Coöfficienlen der 
verschiedenen Unbekannten in Bezug auf die Diagonale symmetrisch .sind, die 
ganz conslantcn Glieder fehlen und zu allen in der Diagonale befindlichen (’oef- 
fleienten noch dieselbe Gröfse — x addirt ist. Durch Elimination der linke- 
kannten aufe solchen linearen Gleichungen erhall man eine Bedingttoigsgleiehung. 
welcher x genügen mufs. Für jeden Werth von x, welcher diese ßedingungs- 
gleichung erfüllt, hat man sodann aus den linearen Gleichungen die, Verhält- 
nisse der Unbekannten zu bestimmen. Ich werde liier zuerst die für ein solches 
System Gleichungen geltenden algebraischen Formeln ahleiien, welche im Fol- 
genden ihre Anwendung finden, und hieranf eine für dieBechnnng sehr bequeme 
Methode miltheileu, wodurch mau die numerischen YVerlbe der Gröfsen x und 
der ihnen entsprechenden Systeme der Unbekannten mit Leichtigkeit und mit 
jeder beliebigen Schärfe erhält. Diese Methode überhebt der beschwerliclien 
Bildung und Auflösung der Gleichung, deren Wurzeln dieYYerltie von x sind, 
indem inon das gegebne System Gleichungen so Iransformirt, dals man für die 
Gröfsen x starke Annäherungen erhält, worauf für jedes x ein schnell cou- 
vergirendes Näherungsverfahren zugleich dessen genauen VN erlli und die «nl* 
sprechenden YVerthe der Unbekannten und zwar dieso letztem viel leichter als 
durch die gewöhnlichen Eliminationen ergiebt. Zur Erläuterung dieser Methode 
habe ich die numerische Auflösung derjenigen Gleichungen gewühlt, von welchen 
.die Säcularstörungeu der Exceulricilüton und der LAugcn der l'erilielieu der.Ptoi-j 

' ^ • . 1 7. * * . • * Ä i» ' ^ t t .-.M 'an 


r 


^ ‘j l>ic sorgfältige Ausführung der iu diesem Aufsutee vorkoiinnendeii numerischen 
Kectiriuiigun verdanke ich der Gefälligkeit ejncs meiner Schüler, des Herrn Lmliciy Seidel 
in München. •• ** • * 
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nelen unsers Sonnensystems abhängen, wenn man die höhcrn Potenzen der 
Exceniricitäten und Neigungen vernachlässigt, da diese numerische Auflösung 
neuerdings mehrere Astronomen beschäftigt hat. Endlich habe- ich neue Formeln 
für die Correctionen hinzugofügt, welche die gefundnen Znhlenresultato durch 
Änderung der angenommenen Planetenmassen erfahren, und auch diese Formeln 
durch die vollständig durchgeführlen Rechnungen erläutert. Für die Zahlen-*- 
coefficienten habe ich dieselben numerischen Werlhe genommen, welche Herr 
Lererrier seinen schätzenswerten Arbeiten über diesen Gegenstand zum Grunde 
gelegt hat, um eine Vergleichung der Methoden zu erleichtern. 


* 


-*» ' Relationen zwischen den verschiedenen Systemen der Unbekannten. -ri* .•*§ 

v $*' •>'. t . 5-, wff V i ./ m*' HP 

' , #• , . 

Es sei zwischen den n Unbekannten a, ft, y, . . v . O ein System von 

n lineären Gleichungen von folgender Form gegeben , ** f K* * • 

} : a , b ) ft -\- (a, c) -f («, p)w =-= o, 

A \ (*» «) « + (Ä, c) 7 -L....-f (A, ÖJ = (), . - 

1. < p?, « ) «-J- (c, b)ft + {(c,c)-a:}y-}-. ,,.-f (c, />) ÜJ = 0, 








(P> «) «rf (p, c)y-\-..,.ft r \{p,p)-x 

in welchen je zwei zur Diagonale symmetrisch liegende Coefficienten , welche 
durch Vertauschung der Bnchstaben auseinander erhallen werden, gleich sind, 

2. {a,b) = (b,d), (a,c) = (c,a), (A,c) = (c,A), u. s. W. ‘ *5? 

•r*“ ■ •T'rw* v .yfi ■apttpw 

Die Gröfsen (o,a), (a, b) u. s. w. sind in Zahlen gegeben, die Gröfse x da- 
gegen noch zu bestimmen. Da nämlich die ganz constanten Glieder sämmt- 
lich =^0 sind, so kann man aus den n Gleichungen (1.) die n Unbekannten. 
n > P> y> . . . . < w eliminiren, und erhält dadurch für x eine Gleichung «ton Gra- 
des. Füg» jeden der n Werlhe von x , welche dieser genügen, wird jede 
der n Gleichungen (1.) eine Folge der übrigen n — 1, und bestimmen irgend 
» — 1 derselben die Verhältnisse der Gröfsen a, ft, y, .v.-v ö.vDa nur diese 
Verhältnisse und nicht die absoluten W’erthe der Gröfsen ft etc. durch 

die Aufgabe bestimmt werden, so werde ich annehmen, dafs für jedes der 
n Systeme dieser Gröfsen, welche den n Wurzeln x entsprechen, die Summe 

' • ' T» 


229 — 


• i 

v. . 




ihrer Quadrate 

3; ., aa-\-($ft -\~yy~\~ • • 4" ® ® === X • 

werde, wödoreh alle hier vorkommenden Gröfsen bestimmt sind. 

M • * * , '* * . » 

3. 

f AV * • Ä ■ .. I. * " U Ji 

Es seien nun a-" irgend zwei von einander verschiedene Wurzeln 
der Gleichung wten Grades, und ß 1 , /, • ••• ©> «”> (?’> y"> •••• ( ^ e 

ihnen entsprechenden Werlhe der Unbekannten a, ß, y, ©• Man hat 
dann aus (1.) 

(ff, ff) ß' -]- (ff, 6 ) /?. -j- "f («> /») ©’ r= «' 

*r .<*.«)«’+(*,*)/»’+ +.<*.*>•• = gy. 




’v. 

VA 


(/', «) «' (/>, • • • • + (*>/) ®' = ®' x '- 

Wenn man diese Gleichungen der Ordnung nach mit /3", y", .... ©" multi- 
plicirt und nach geschchner Multiplication addirt, so erhält auf der linken Seile ß' 

den Factor : 

(fl, a)a" -\-{b, a)(¥' -f (<?, u)y" • • ♦ • 4“ (/'» 

dieser ist aber, weil (b,a) = (a,b) u. s. w. und weil /T, y", 

nebst x" die Gleichungen (1.) erfüllen, 5= a"x"; ebenso wird ß"x" der Coöf- 

* . , • ‘ C • * * , * •* 

ficient .von ß' u. s. f. Man erhält daher • / • 

(«'<*"*+ y'y"- f .. . . -f ©'©")*•" = («' a"-f P/f'W + v • • 4- »' «")*'• 

Hieraus folgt wegen der Voraussetzung, dafs x ' und x" von einander ver- 
schiedene Wurzeln seien, 

4. «v'4-/97T-{- r y'+ .... 4 - 0 '©" = 0 . , 

I*» <‘T * » 

Aus dieser Gleichung, welche den Zusammenhang zwischen je zwei Auf- 
lösungen ausdrückt, crgicbl sich, wie Cauchy bemerkt hat, dafs alle W urzeln x 
der Gleichung «len Grades reell sind. Denn wären imaginäre vorhanden, und 
nähme man für x', x" ein Paar conjugirter imaginärer Wurzeln, so würden 

auch die Gröfsen und *t und , u. s. w., welche rationale Ausdrücke 
u a a u 

von x sind, die sich durch Auflösung der Gleichungen (1.) ergehen,- con- 

ff an ji ui 

jugirle imaginäre Werlhe erhalten: die Producte e,c - würden daher 

• r ' 4 "• * ’ v , y +• » , • 

jedes eine Summe von zwei Quadraten werden und die Summe aller dieser 
Producte könnte nicht = — 1 sein, wie es die Formel (4.) erfordert. 


»•» 
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^ „ Betrachten wir uun folgende lineare Ausdrücke 

Pi *»= «'Vi-j- -}-« ( "> y„. 

‘ 5 j Pi ~ l' ‘li Vß" 


■M| 


p n — (/,-{■ + 

'va«, (i' } .... ü)'; u" j /?', .... tö"; n. s. w. die verschiedenen Systeme der Werthe 
{ler Gröfsen «> sind und zwischen den Gröfsen je zweier Systeme eine 

Gleichung (4.} Statt findet. ... . . , . 

Addirt man die Quadrate dieser Ausdrücke, so verschwindcu rechts 
wegen der Gleichungen (4.) die Coefficienten der Producle y, y 2 , y r y, etc», 
und .da die Summen der Quadrate der demselben Systeme angehörigen Werthe 
der 4 T nheknnnten — 1 angenommen worden sind (3.), so erhält man 
0. />, /^I H />, Ih+f . • £ p. P„ '=^ y t <h -f y, y„ y „ . ‘ 

Ferner folgen aus dem System (5.) unmittelbar die umgekehrten Auf- 
drucke der Gröfsen y, durch die Gröfsen p t> wenn mau die Horizontal- und 
Vcriicnireiiien der CoelTtcicnten mit einander vertnuscbt. Üin neulich y, zu 
finden, braucht man ldofs die erste Gleichung mit cd'?, die zweite mit p™ u. s. vv. 
zu mulliplicireu und sie nach geschehener 31 uitiplicafion zti addiren, sopverdeu 
nach (4.) alle y eliminirt bis auf y, , das den Factor I erhält. Man findet so 
dip umgekehrten Gleichungen ' ■ 

"j * • • • • *>• 

• -X' I* (ft 


l . 


<h 


.«'>1 -f (Pp* -f • • • - T 


VV« 

|«i = j&'Pi -f • • ■ • 

Siibstimirl man wieder diese Wertho in die durch die Gleichungen (5J) gegeb- 



. ;_i«V . 

W egen der ganz allgemeinen Bedeutung der Gröfsen p; mufs also sein : 

-|f .r+- ük« <&>'-**- 1: **• 

Ct" /J" - f- } — O. 

"V +<y..+ lf ...-f-y-y:i =*■»»* 


'rHüw .fH. * 

** * 9. 

% 


.* = rf. " ' 




'■Hl 

* 


I 
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Analoge Gleichungen wie die hier in Bezug auf « erhaltucn kann mnn in Bezug 
auf jedes ß; y elc. nufstellen, wenn man in den Ausdrücken (5.) von //*, Pi etc, 
die W erthe von </,, y„ aus (7.) substiluirt. Diese Glcichungeu ergeben 
sich auch sämmllich auf einmal^ wenn man die Summe der Quadrate der 

Werthe (7.) von 721 ^ bildet, welche zufolge ( 6 .) gleich 

l>, V,..-. Yp.pn 

sein niuis. j.'jW ■. t ' -v*, X 

• \ Wenn man, anstatt die Quadrate der W erthe (7.) der Grüfscn y, un- 
mittelbar zu addircn, vorher y* mit x\ y* mit x?’, u. s. w. multiplicict, wo 

d, x", a? ( ’.die »Werthe von x bedeuten, so erhält man auf der linken 

Seite der Gleichung das Aggregat 

**to^**„. -fv • .+ ^ '/™\ . 




,u> 


zur Rechten eine homogene Function zweiten Grades der Grüften />, und in 
derselben als Coefiicient von p\ den Ausdruck j ^ . 

x* ■ a ' «; -f x" ■ <*" a" tf . . . . -f **> • «w «(-) , £ ~ ^ 

als Coefficient yon 2 pip t den Ausdruck 
• m *; * U ,, 

und ähnliche Ausdrücke für die übrigen Coefficienlen. Diese Ausdrücke lassen 
sich aber unmittelbar auf die Zahlencoefficienlen der Gleichungen (1.} zurück- 
führen. Die erste dieser Gleichungen ergiebl nämlich : . - - . . 

x' a! — («, u) a’ -f- («, b)ß’ -|- . . . . -f («,/>) 

• . x"u" = (a,b)a" -f. (a, b) ß" . .*f= (<*>p) ü> V,\_. 

u. s. w. 

Wenn man diese Gleichungen der Reibe nach mit cf. a", a'", .... mulliplrcirt 
und addirtj so erhält man nach (8.) und (9.) den Coefficient von p ) , 
x'a r: -j- x"a ,n -f . . . . -{- = («, a). 

Wenn man hingegen dieselben Gleichungen der Ordnung nach mit ‘ ß r etc. 

multiplicirt und addirt, so erhält man den Coöfficient von A 

1355 ^ x'v'ß'+x" 

und auf dieselbe Weise ergeben sich die Werthe aller übrigen Coefficienlen 
der homogenen Function 2len Grades. Mnn findet so die Gleichung 

10. • • • • Ä &4 

k • (a i a)p]-\-2(a,b)p l p t -\-2(a,c)p l p i -\-...^ * -Z**^*# 

( b,b)p\ -f-2(4, c)pi pi 
#» , V -f . .{Py c )P\ ,«"f ♦*• • f ' Ätjw» *fV 
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Hatto man statt der symbolischen Ausdrücke («, fl), (fl.A) u. s. w. wirklich die 

( * \ 

Quadrate ünd Producle aa, ab u. s. w., so würde die homogene Function 
zur Rechten sich in das Quadrat {fl/ij-J-A/vf-c/?, verwandeln. 

Auf eine noch übersichtlichere Art ergiebl sich die Gleichung (10.) 
aus den Gleichungen 


(fl , a) p v -\- (fl, &) p 2 -f («* c ) Pi “F- • • • = «' • (fi 


x" ä." 


_ I UM Uff 

(f 2 -p x a > * 


ft + 1 


(b, «) fil 4- (J>, b) P‘ -f (b, c)p } -f • •• v; =5r x ' fl 'ft ' * x " ß* * ft *f x '‘ r' ft 4 

(c, a) j>, 4 i>, b)p 2 -f (c, c) p^ x" y n • ^ -f- W" /" • ft • • * 

* '' ■ ■ ’ . n. s. w., 

die man dadurch erhall , dafs man für die Gröfson p , ihre Ausdrückfe durch die 
Gröfsen y, setzt, und die Coefficienten der einzelnen < 7 , vermittelst der Gleichun- 
gen (1) auf einen Term reducirt. Multiplicirl man die vorstehenden Gleichungen 
der Reihe nach mit /?, , p 2 u. s. w. und addirl sie alle, so erhält man links die 
• obige homogene Function 2ter Ordnung, und rechts vermittelst der Gleichun- 
gen (7.) den Ausdruck 

x' (/) rf- x" </l 4- ft • 

In der Abhandlung „De binis quibuslibet functionibus etc.” im 12ten‘ 
Bande von Crelle's Journal hin ich von den beiden Gleichungen ( 6 .) und (10.) 
ausgegangen, und auf dem umgekehrten Wege zu dem System (1.) und den 
Gleichungen (3.) und (4.) gelangt. ;*»• ■ ü 


f-ß 


r~»v 


Allgemeine Correclionsformeln der Wertfie der Unbekannten. 

4 * ^ 

Aus den bereits entwickelten Relationen zwischen den verschiedenen 

Systemen von Werthen der Unbekannten, welche den verschiedenen Werlhen 

von x entsprechen, lassen sich auch einfache Ausdrücke für die nach den Gröfsen 

(fl, «•), (fl, bji . .TV genommnen partiellen Dilferentialquotientcn von x, 

folgern. Diese partiellen Differentialquotienlen bestimmen die für kleine Änderungen 

der Zahlencoefficienten (fl, «), (//, b) etc. an den gefundnen Werthen anzubrin- 

*• 

genden Correctionen , wenn man die Quadrate und Producle dieser Änderun- 
gen vernachlässigt. Es ist hiebei nur nöthig, die Diiferenlialquolienten zweier 
Gröfsen, x' und a! } zu suchen, da die übrigen sich ganz analog bilden lassen. 
Bezeichnet man durch ( ' . 

(a, fl) Af/I (fl, «), x’-\-Jx\ u. s. w. ' 

die geänderten W’erthe von (fl,fl)> x', a' u. s. w., und vernachlftssigt man die 




* * 
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2len Potenzen der Incremente, so dnfs die Formeln für DifferenlialeL 'streng 
richtig sind, so hat man zuerst aus (1.) 

a! • Jx' — {<*' -J(a, a) -f fl • J (a, b) -j- y' - J (a, c) -j- .... } 

= {(«;«)— x')Ja'-\- (a,b)Jß' + (a,c) J /-f... 
ß'-Jx'—{n'-J(b, a)- b) ■ J {b, c)-\- . . . 

tl. I = + + 

y'Jx' — [a'’J(c, a)-\- fl - J (c, b) y'-J{c, c)-f 

= (c, a)Ja'-\- ( c , b)Jfl - J- { (c, c)—x'\J/- j- 

etc. 

.e ,i 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit ß ', y', . . . . und 
addirt sie nach geschehener Multiplication, so verschwinden wegen der Glei- 
chungen (1.) die Gröfsen zur Rechten des Gleichheitszeichens, und man erhält, 
da der Coefficient von Jx' = 1 wird : 

’d * * * f*l '*i * • “ •* 'A \ « . • 4 V . Jt Irk* »1 *,.• . ^ \ } ' , \ . V. . . * 

12. Jx' = a'a'J(a, a)-\-:ia'fl-J(a,b)-\- 'la' y' > J(a, c)-j- 

+. gjtJü 2 ". 

. • — • • ■ t ....... 


rllM 


*4, 


.bMii A-j 




Uju die Correclionen Ja', Jß' etc. zu erhalten, verfahre ich wie folgt. Ich ad- 
dire zu den Gleiohungen (11.) auf beiden Seiten der Reihe nach die Gröfsen 
(x'~x")Ja', {x' — x")Jfl, ( x ' — x")Jy' etc., multiplicire sie hierauf mit 
a", ß"> y" etc. und addire alle. Ebenso addire ich zu den Gleichungen (11.) auf 
beiden Seilen (x'—x"')Ja' y ( a 1 — x"')Jfl e tc., multiplicire mit a'", fl" etc. und 
addire, etc. etc. Durch dieses Verfahren verschwinden jedesmal die Ausdrücke 
rechts vom Gleichheitszeichen und der in Jx’ mulliplicirte Term, und man er- 
hält zwischen den n Variationen Ja', Jfl etc. n — 1 Gleichungen: 
(*'-*"){«" Ja' +ß" Jfl\y" jy 4-....} 

= a"a'J{ a> fl + tt' fl'\J(a,b)+ß" fl J(b,b) etc., 

(x'-x'") \a'"J a' \fl" Jfl -\y'"jy -f . . . . } 

== U "'a'J(a,a)+[ct'"fl + a'fl"}J(a,b)+ß'"flJ(b > b) eto., 
etc. etc., r ** v 

zu welchen als nte noch nach (3.) die Gleichung 

a'Ja'-\-flJfl-\-y'Jy'-\-.... = 0 

kommt. Multiplicirt man diese letzte Gleichung mit «' und die n— 1 vorhergehenden 
a" a m 

respective mit — u. s. f. und addirt alle, so werden zufolge (9.) 

die Gröfsen Jfl, Jy' etc. sämmtlich eliminirt und man erhält: 

30 
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1 «"«" . 

fl'"«'" . 

Ix'-x" 1 

x'— x"' 1 

rj a"a" . 

a"'a'" , 

\ j'-.v" 1 

U J —X"' * 

{ tt " ß " 1 

a"'/}'" . 

ix»— x" 1 

jc’—.S" 1 


Man hat daher aus (12.) und (13.) die strengen Differentialformeln : 


d.r* 


14. 


^5 («,«) ’ ö(a, b) 

da' 

(,«>«) 
da' 


^ = etc. 


'M ' • 

,f a n a" , d"a"' , ) da! „ j a” ß> , a"’ß" , 

“ »x x" i" a J - S" ‘ • ’ ' ’ V d{l>, b ) ~ 1 U»— x" J x'— x J " T — V.» 
du' , «' da' . ,da' _ y> da! , (t da' 

;t * 


etc. ' ' 


l5(«,6) «' d(a,a) (P d(b,b)‘ > d(b,c ) ß ö(b,b) / ö(r,c)’ 

. ” | ■ f * | 

Mil den Röthigen Vertauschungen geben diese elegaulen Formeln die ersten 
Differentialquotienten aller Unbekannten der n Systeme nach allen Coefficienlen 
des gegebenen Systems (1.). Man sieht aus denselben, dafs die ersten Diffe- 
rentialquolienten der Wurzeln der Gleichung nten Grades ohne weitere Rech- 
nung unmittelbar durch die Werthe der Unbekannten gegeben sind, und dafs 
die ersten Diflerenlialquotienten jeder der Unbekannten a (0 , etc. nach den 
Gröfsen («, A), (A, c) etc. sich aus ihren ersten DifTerentiaiquolienlen nach den 
Gröfsen («,«), (A, b) etc. leicht zusammensetzen lassen, so dafs man nur diese 
letztem zu berechnen hat, von welchen wieder je zwei auseinander durch die 

Gleichung erhalten werden. Die ersten Differenlialquotientea 

der Gröfsen a (,) , ß 1 * etc. geben ferner sogleich auch die zweiten der Wurzeln 
x’, x *" etc. Wenn die Incremente d{a, b) und J(b,a) verschieden sind, so hat 
man fftr J(a,b) in (12.) ihre halbe Summe £ (_4(a, A)-f 4{b , «)) zu setzen, 
und in (13.) den ersten Theil des mit J(a,b) multiplicirten Aggregats mit 
J{a,b), den zweiten mit J (A, a) zu multipliciren. 


Aufstellung der numerischen Gleichungen , von welchen die SAcuiarstörungcn der Excen- 
Iricitüten und Längen der Perihclien der Bahnen der Planeten abhüngen, in der in Bezug auf 
die Diagonale symmetrischen Form. Formeln zur Bestimmung der willkürlichen Conslanten. 

5 . 

Von einem System von der Form der Gleichungen (1.) hängen die Säcular- 

<• , • • 
Störungen der Excentricitäten und Längen der Perihelien der Rahnen der sieben 

Öauplplaneten unseres Sonnensystems ab. Die zur Aufstellung dieser Gleichungen- 

nöthigen numerischen Daten entnehme ich aas Herrn Ltverrier 1 # Aufsatz „Sur 
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• , 

les variations secnlaires des elemenls des orbiles etc.” in den „Additions ä la 
connaissance des temps pour l’an 1843.” * ' • 

Bezeichnet e die Excentrirität der Merkursbahn, u> die Lange ihres Pe- 
ribels, und setzt man '/ . » • • - 

h = «sinßJ, / = e cos ö), • .' ♦ "i.‘ 

werden ferner dieselben Gröfsen für Venus, Erde, 3Iars, Jupiter, Saturn und Ura- 
nus durch die nämlichen Buchstaben mit einem, zwei, drei, . .. . sechs Accenten 
bezeichnet, so hat man für die Gröfsen h und /, wenn man sich auf die Glieder be- 
schränkt, die von der ersten Ordnung der Excentricitäten sind, folgende lineare Dif- 
ferentialgleichungen, in welchen t die Zeit, in Julian. Jahren ausgedrückl, bedeutet: 

- IC», i) + (». » + ■ ■ • -I i - i»Ml <’ - t" - 

■Sr - -K<'. i) + c.2 ) +eii *■ i 


i. 


dh‘ 

dt 


= - f( N Wft 1 , V + • Ü -HTöt H -H^T| h" -f- . '. . . , 


etc. 


etc. 


( Laplace , Mec. cel. Buch II. §. 55.). Die Coefficienten (0, I) etc. und jo, I j etc. 
hängen nur von den Massen der Planeten und von den gröfsen Axen ihrer Bahnen 
ab. Bezeichnet man die ersten mit m und die halben Axen mit a, und versieht 
diese Gröfsen ebenso mit Accenten wie die andern Gröfsen, so sind je zwei 
Coefficienten wie (0, I) und (1,0), |0, | | und [ l,0| durch die Gleichungen 

tu \a (0, l),=.»j' yV QMa . . \. « . 


II. 


in ) ! u jo, 1 j = m' yo' j 1,0 1 
mit einander verbunden. Setzt man zur Integration der Gleichungen I. 
h = iV.sin l = ft cos (gt-\-.ß), 

k = $ sin(^rf f = :ft C0S( jrtfrr, 

etc. ctc. , 

wo g und die Gröfsen iV Constanlen bedeuten, so erhält man durch Substitution 
dieser Ausdrücke in die Gleichungen I. sieben Bedingungsgleichungen zwischen 
g und den Gröfsen N: 

lg -( 0 , n- (o, 2 ) r- 4 ... . = 0 , 


m. 


' |_U0 | A,, ( 1 , 0) — (1,’J) — . v . .) ft^- [ 1 , '2 1 . ... = 0, 

^OjA 0 -f{7, l_UVi + U-(2,ü) — (2,1) — + = ö, 


etc. 
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Eliminirt man aus diesen 7 Gleichungen die Verhältnisse von f> der Gröfeen iV 
zur 7ten, so erhält man für g eine Gleichung siebenten Grades, also sieben 
Wurzeln g, g', g", .... g n , und ein zu jeder gehöriges System von Wer- 
then der Verhältnisse der sieben Gröfsen N. Die allgemeinen Integrale • der 
Gleichungen I. sind dann:, • 

( h = iV üS in(^<-f-/9) + iV'sin(//-f/y)-f • '* . •' 
/ = N l} cos(gl+ß) + Kcos(g'l-{-(¥y + ...., 

h' = N t s\n(g 1+ ß) + Mi t-\* i., 
r = N l ws(gt+ß)'\-Nicos(g'l-\-ß') + ..... 

Da in jedem System nur g und die Verhältnisse der Gröfsen 2V, bestimmt 
sind , eine der Gröfsen und der Winkel ß willkürlich bleiben , so hat man im 
Ganzen noch 14 willkürliche Constanten, welche durch die als gegeben anzu- 
sehenden Anfangswerthe der 14 Gröfsen h und / bestimmt werden müssen. 
Nimmt man für die Gröfsen m und a folgende Zahlenwerlhe an: 



Masse 

Halbe gr. Axe 

Mer cur 

nnrfruv 

0,38709812 

Venus 

tuiVsv 

0,72333230 

Erde ‘ 

* r- | 

1,00000000 

Mars 

a a s h s s r 

1,52369352 

Jupiter 

tAj 

5,20116636 

Saturn 

Air 

9,53787090 

> Uranus 

1 TT&TF 

♦ 

19,18330500 


so werden (nach Leoerrier a. a. 0. S. 13) die Werlhe der Gröfsen ( i, k ) in 
Sexagesimalsecunden ausgedrückt : 


Js 



0 

1 

‘ 2 

• 3 

4 

5 

6 

0 

* 

0,447992 

0,103506 

0,019797 

0,00024016 

0,00002855 

0,00000247 

1 

2,910335 

. * 

5,174037 

0,468978 

0,00409110 

0,00047742 

0,00004104 

2 

0,891538 

6,860112 

4 “ 

1,817218 

0,00912341 

0,00103919 

0,00008866 

3 

0,027984 

0,102046 

0,298228 

tf * 

0,00310537 

0,00032980 

0,00002755 

4 

1,601114 

4,198404 

7,061544 

14,645853 

* 

18,196879 

0,934785 

5 

0,077059 

0,198360 

0,325649 

0,629736 

7,367279 

* 

1,390990 ^ 

6 

0,001852 

0,004740 

7 

0,007723 

0,014625 

0,105202 

0,386656 

v J * 


Durch Addition der unter einander stehenden Zahlen erhält man die Zahlen, 
welche in der Diagonale in III. von g abgezogen werden, Substiluirt man ferner 


Digitized by Google 


— 237 **- 


= 0 , 


= 0 , 


in III. die von Herrn Leverrier gegebnen, ebenfalls in Sexagesimalsecunden aus- 
gedrückten, Werthe der Coefficienten |i, k [ , so wird das aufzulösende System 
• Gleichungen : 

((g — 5,509882 ) A (J + 1 ,87( H)86 A, + 0,42 2908 A, + 0,( X)88 1 4 IV, 

+ 0» 1 4871 1 IV, -f 0,003906 iV, +0,000045 A„ 
0,287865 A, + (^ — 1 1 ,8 1 1 654) IV, + 5,7 1 1 900 X + 0,0587 1 7 IV, 

-f- 0,7 2S088 A 4 + 0,018788 A 7 s + 0,0<)0224 A r fl 
0,049099 N t , + 4,308033 X + (g—l 2,970687) X +0,229326 X 
+ 1 ,689087 X + 0,042580 A s + 0,000504 X 
| 0*006235 X + 0,26985 f A+f- 1 ^7369-$» + '0— 17,^6207 ) X 
+ 5,304038 X + 0,t 25346 X + 0,(H) 1 45 1 X 
0,0000223 1 A,+0,00070948A 1 +0,002 1 8227 A+0,00 1 1 2462 A’, 1 
+ (9— 7,48904 1 ) X + 4,8 1 5454IV, +0,0353 1 9 X I 
0,00000 1 45 A„+ 0,00004522^+^,000 1 3588A+ 0,<XXX)6565 A, j _ 

+ 1 1,893979 A 4 +(^— 1 8,5854 10)A s + 0, 23224 lAfii 


0, 


= 0 , 


= 0 , 


> = 0, 


0,00000006 Au+0, 00000 1 94A,+0, 00000579 A,+0, 00000273 A, J 

+0, 313829A 4 + 0,835482A s + (^-2, 325935) A„t “ ' 
Das hier vorliegende System hat noch keine in Bezug auf die Dia- 
gonale symmetrische Form, wie sie der Gegenstand der Betrachtung in den 
vorhergehenden Paragraphen gewesen ist. Diese Form kann ihm aber ver- 
möge der Gleichungen II., die zwischen je zweien zur Diagonale symmetrisch 
liegenden Coefficienten Statt linden, sehr leicht gegeben werden*). Setzt man 
niimlich in den Gleichungen V. 

KM„ KM X . KM t 

— * 


vi. X= 


V(m° Ya°) 


X- 


Y{nY Yd) ’ 


Y(m" Y<?') 


,T1, 1 


und multiplicirt nach Ausführung dieser Substitution die erste Gleichung mit 
^-j/(m'Yo")? die zweite mit ^y(w'ya'), u. s. f., so bleiben die Coefficien- 
ten in der Diagonale unverändert und es ist nach II. klar, dafs nun allge- 
mein der Coefficient in der ilen Horizontal- und Arten Verlicalreihe gleich 
dem Coefficienten in der Arten Horizontal- und ilen Verlicalreihe werden mufs. 


’• -*) Dadurch, dafs man früher diese vorläufige Präparation, durch weiche die zur 
Diagonale symmetrisch liegenden Coefficienten gleich werden, verabsäumt hat, ist, abge-r 
sehen von der angewandten Auflösungsmethodc, die Mühe der Rechnung fast verdoppelt 
worden. ‘ 
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Man erhalt so mit Anwendung der Wertbe *i r <r 

. v*. QfcWW*-; iO '. . . . = log^Y^), * ' . * '* 

I 7,1628084 - - log >/(»«' }/«'), ’ : 

. • 17,2240592 - = log >'(»'7«"). ‘ 

•• . VII. / 6,8316297 logjV'YO, ' 

> J 8,6684306 - - = logj^wi" j'a"), ■ ‘ 

* J 8,4720856 - -.... = log/(m T yV), * 

\ S, 1940861 - - ...•. = log ]/(»»" /««) , 

folgende Gleichungen, in denen statt der Coöfficienlen selbst überall, ausge- 
nommen in der Diagonale, ihre Logarithmen gesetzt sind: 

'0—5,509882 . 0)3/,+ 9,86552523/,+ 9,1 5865923/,+ 7,870005731, I _ 

+ 7,26042923/«+ 5,87667963/,+ 4,2 1 5681 93/j 
9,86552523/, +0—1 1,8 1 1 6540)3/, + 0,69552983/,+ 9,09994393#,) _ 

+ 8,356563 1 3/ 4 + 6,96460843/,+ 5,3 19 10613/J 
9, 1 5865923/+0,69552983/,+O— 1 2,970687 . 0)3/,+ 9,75288223/,) _ 

+ 8,78328033/,+ 7,38 1181 92»f s -f- 5^7325546itr,4 = °» 
7,87000573f,+9,09994393/ 1 +9,75288223/ 2 +O- 17,5%207. 0)3f,l _ 

U * . + 8,88780633/,+ 7,45767003/«+ 5,79892673$ ~ °» 

7,2604292^+8,356563 13/,+ 8,78328033/,+ 8,88780633/, j 

+ 0—7,489041 . 0)3f 4 + 0,87898223/,+ 9,02235083/J =<), ‘ 
5,87667963/,+ 6,96460843/,+ 7,38 1181 93/,+ 7,457670öJf, )__ 

+ 0,8789822^+0-18,5854 10.0)3/+ 9,64393803$ == °\ 
4,2 1 568193/+ 5,3 1 9 1 (Xi 1 3/,+ 5,73255463^+ 5,798926731, • + • • : 

, + 9,02235083/,+ 9,64393803/«+ 0-2,325935 • 0)3$ = a 

Damit die Gröfsen 3/ völlig bestimmt seien, füge ich zu den Gleichun- 
gen VIII. noch die Bedingung > • ' • •• 

IX. 3/;+3i;+3f* + ....+3fj_^ 1. ; 

Die algebraischen Ausdrücke der mit («, k) und j i, k | bezeichnten Gröfsen 
haben den Factor w (<) . Ändert man daher die für die Massen oben ange- 
nommneu Zahlenwerlhe, indem man der Masse w (i) einen wenig von 1 ver- 
schiednen Factor 1 +,« ( 0 giebt, so sind die für (i, k) und |XXj angegebnen 
Zdüen noch mit diesem Factor 1 + ji (l) zu mulüplicirea. Hiernach erhält in 
der (r+ l)ten Gleichung die von g abzuziehende ZaM, die in V. und VIIL 
dieselbe geblieben ist, die Änderung * . ’* 
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wo jedesmal der Term (/, auszulassen ist. Nach der Art, wie die Glei- 

chungen VIII. aus V. abgeleitet sind, wird in VIII. , wenn * und k von einander 

V ß • 

verschieden sind , der Coefficient von in der (i -f I }ten Gleichung 

m (0 y <*(0 


und erhilll daher den Factor 

y(( 1 "f ( i -f /* ( l) )) » 

wofür man, da die Quadrate un( i Producte der Gröfsen /t vernachlässigt wer- 
den, einfacher 1-f j setzen kann. Auf diese Weise werden die Va- 

riationen der Coefficienten der Gleichungen VIII. bestimmt, welche kleinen 
Änderungen der angenommenen Werlhe der Planetenmassen entsprechen. 

Sind 4,, A«, /,' etc. die derZeit t =0 entsprechenden Werlhe von 

k, l ; /t, 1' etc., und setzt man 

/(«.« y’a^) = fl« /</> ya«) = L«, 

bezeichnet man ferner die den verschiednen Wurzeln^, g', .... g" entsprechenden 
Werlhe von üf, mit itf,-, Jf/, .... Afj?, so hat map zur Bestimmung der 14 will- 
kürlichen Gonstanten K, ft; K', ft' etc. zufolge (IV.) und (VI.) die beiden 
Systeme Gleichungen: 

fl = • jty,- K sin ft M t ', • K' sin ft' -f ^n‘ ’ K" sin ft", 

fl' = A/, • IC sin/? -f Ml • K' sin ft ' ....-}- M ? . K" sin ft", 






H" = M r ,-K sin ft -j- K' sin ft 1 -j- Mi 1 * K" sin ft", 

L = M u -Kcosß -\- M' t) K' cos ft’ -f • K" cos ft", 

L' = M, • K cos ft -f M[ ■ K' cos (f -f- -K" cos ft ", 

L" = M« ■ A’cos ft + m ■ K'cosß ' . . . . -f • K" cos ft". 

Hieraus erhält man nach §. 3., da die Gröfsen 3^, M t etc. mit den dort ge- 
brauchten a, ß etc. Übereinkommen, 

A = K sin ft = H"M b , 

B ~ K cos ft == + 

• *.V| sJ A = Ä sin ft’ = fljfc-f fl'J/; .... + fl^/o , 
fl' = K'cosß 1 = fliH; -I- ZAW; ....-j-L T1 J/ 6 , 
etc. etc., v< *• 


»> 

•1» rhittU' 
t»id »ff- ».ff 

V *i 

»hfHtWISv t 


l 


« 


> 






I* ’• • 
>• • 


* 


• •» 
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woraus sich die Werlhe der Winkel ft, ft' etc. und der Gröfsen K, K et«. 

0 

ergeben, aus welchen letztem durch die Formel (VI.) . • . 

JM, _ '■ • 

die Werthe der Gröfsen 2V/ A) folgen. 

/i \ 

Zur Controlle der berechneten Werthe der Gröfsen JVj ' und der Win- 
kel können die Gleichungen 

= N t sin ft + Nl sinß 2VT sin ft", 
ff = N;COS ft + Ni cos Nr cos ft rl 

dienen, welche aus (IV.) für /=() folgen. 

Wiederholte Transformationen des Systems der Gleichungen VIII. 

6 . 

In den Gleichungen VIII. bemerkt man, dafs im Allgemeinen die Zahlen- 
coefficienten, die in der Diagonale stehen, beträchtlich gröfser sind als die 
übrigen, von welchen letztem die Logarithmen angesetzt sind. Wäre dies 
überall der Fall, so würde man unmittelbar durch ein leichtes und schnelles 
Näherungs verfahren, welches ich weiter unten auseinander setzen werde, die 
Werthe der Unbekannten mit beliebiger Strenge finden können. Sobald aber 
auch nur einzelne der Coöfficienten , die nicht in der Diagonale stehn, beträcht- 
liche Werthe haben, wie es in VIII. der Fall ist, kann dies Verfahren nicht 
angewendet werden. Dieser hinderliche Umstand läfst sich jedoch dadurch 
beseitigen, dafs man auf zweckmäfsige Weise die Gleichungen transformirt, 
indem man mittelst einfacher lineärer Substitutionen immer für zwei der Un- 
bekannten zwei andere Gröfsen einführt. 

* • ,» 

Es seien nämlich die Gleichungen 

• • • • -f- (jf — a)3ii~ cM k -}-•• . -fr hfjMi -{-•••• = 0, 

. . . . -J- C IM; -j- . . . . -j- h k) I IM; -j- ... . = 0 

zwei von den Gleichungen des Systems VIII., in welchen der aufserhalb der 
Diagonale befindliche Coefficient c einen erheblichen Werth hat: so kann man 
dadurch, dafs man M ; und JM k durch andere Unbekannte P ,• and P k ersetzt 
und die beiden Gleichungen gehörig zu zwei andern combinirt, das gegebne 
System in ein andres von ähnlicher Form verwandeln, in welchem, während 
g unverändert bleibt, der Coefficient, welcher an die Stelle von e tritt, ver- 
schwindet. Setzt man nämlich . j 
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1 i 


l M, = cos a P, — sin « P* , ?***< 

* U = — «4 




Ä;S«ä «# 


XI. lang 2 « 


giebt. Sind a' und b’ die heuen, den frühem a und b entsprechenden, Grö- 
fsen in der Diagonale, so hat man 


J*£_ 

A — « 


* mk tf A* 


und 


a' — a cos 2 a -j- b sin 2 « — 2 c sin « cos a, , Vfr 4 

b' =^= ö sin 2 «4-6 cos 2 « -f 3 c sin « cos a , 


d daher zur bequemen Berechnung von «' und A' die Formeln ;*dj.4##..- 

H» 4h » ( A'-ftf = bj-a, 

4^' *4* * XII 


6 — o _ 2c > 


>'Üh •»^( ■ w ytlnw 4 ^ dipi 

• 31 




so.yvird jetzt in jeder von den beiden Gleichungen die Grüfte ff in zwei Gliedern 
stehn. Man kann aber aus ihnen sogleich wieder zwei solche Gleichungen ableiten, 
die ff nur in Einem Glied enthalten, wenn man einmal die erste Gleichung mit cosa, 
die 2te mit sin« multiplicirt und sie nach geschehner Multipiication addirt, nnd 
dann die erste mit — sin«, die zweite mit cosa multiplicirt, und beide nach ge- 
schehner Multipiication ebenfalls addirt. Die neuen Gloichungen werden dadurch 

./..•-flif— «cosV— 6sin 2 a-f' c sin«cos«}/ , : .... {(fl-7/:sin«cos«-j ccos2«IPj : 

• -j- (kj y i cos «-|-Aa,/ sin cc)M( 

...;^|( ö ^) S inacosa^ccos'>«}P I h“ : -{.^-" sin5a - ftcos,c -' csinKC() H^+-" 

■f sind -f cos«) M,-\ . . . . = 0. 

Man sieht, dafs hierdurch die Coßfficienten , welche in beiden Gleichungen (fern 
c entsprechen, wieder wie früher einander gleich werden. Auch sonst be- 
hält das System seine Symmetrie, wenn statt M s , M k überall P,, P A eingeführt 
wird; denn in» transformiert System worden die Coöflicieulen von P, und P* 
in der (/-{- l)len Gleichung V? 

Ai iCOSa-f Äj.iSina und — h t> , sin « -j- /<<. * cos a , 
welche mit den Coefficienten vou Mi in der oben angegebnen Iransformirten 
/ I )ten und {k -f I )ten Gleichung übereiukominen, weil nach der Eigenschaft 
des ursprünglichen Systems VIII. man A/, bi^ — h^i hat. 

Man kann nun den uoch willkürlichen Winkel a so bestimmen, daft 
der an die Stelle von c getretene Coefficient ^ . 

T ^ (« — A)sina cosa 4* ccos la — - 0 

wird, wa$ für « die Gleichung *y . ^ "»fr* . 
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welche zugleich durch den für b' — a! angegebnen doppelten Ausdruck eine 

^ • * . 

Controlle der Rechnung enthalten. Die Werlhe der beiden Systeme Gröfsen 

//;., = cos« sin« A M , 

/*<,;— COS ah ki i— sin 

in welchen l von * und A verschieden ist, können ebenfalls leicht controliirl wer- 
den, da der Winkel a derselbe bleibt, und daher zwischen den Summen der den 
yerschiednen / entsprechenden Gröfsen die nämlichen Gleichungen Statt finden. 

Die Summen der Quadrate der ZahlencoefGcienten des gegebnen und 
transformirten Systems sind einander gleich, wenn man jeden Coefficienten so 
oft als er vorkommt nimmt, d. h. die aufserhalh der Diagonale befindlichen 
zw'eimal. Denn für jedes / ist A' 1 , , = A” / -f i ferner 

.(«' -j- b'f -f (#'— Vf cos* 2 a -f- («'— A'/ sin 1 !» « = (a-j- -j: ( rt — 9? ^^c 1 , 

und datier • ü _ . „ . , . 


Mi 


= „Mi/r-foc 5 . 

Theilt man daher die Summe der Quadrate der Zahlencoefficienlen in die Summe 
der Quadrate der in der Diagonale und in die Summe der Quadrate der nufscrhalb 
der Diagonale befindlichen Coefficienten, so wächst durch die Transformation die’ 
erste Summe um “2c 1 , während die zweite Summe sich um dieselbe Gröfse !»c ? , 
nämlich um die Summe der Quadrate der beiden vernichteten Goßfficienten, ver- 
kleinert hat. Wiederholt man die Transformation . indem man immer nur für zwei 
Unbekannte andre Gröfsen einführt, und zwei Gleichungen auf die angegebne Art 
zu zwei andern Gleichungen combinirt, so wird für jedes nach und nach durch 
die angegebne Transformation erhaltene System Gleichungen der Salz gelten, 
daß die Summe der Quadrate der außerhalb der Diagonale befind- 
liehen Coefficienten um die Summe der Quadrate aller in den einzel- 
nen Transformationen vernichteten Coefficienten kleiner geworden ist 
als in dem ursprünglich gegebnen Sgstem Gleichungen , und dafs die 
Summe der Quadrate der in der Diagonale befindlichen Coefficienten 
sich um dieselbe Größe vermehrt hat. 

31nu ersieht aus diesem Satze, dafs mau in allen Fällen die Summe der 
Quadrate der aufserhalh der Diagonale befindlichen Coefficienten nach und nach 
so kleiu als man nur will machen kann , so dafs sie kleiner w’erden kann als 
jede gegebne noch so kleine Gröfse. Ks lassen sich also auch alle einzelnen 
aufserhalh der Diagonale befindlichen Coefficienten durch wiederholte An* 
wendung der angegebnen Transformation unendlich verkleinern. Man kann 
so immer dem Grenzfall,' wo jene Coefficienten ganz verschwinden und die 
‘ * ‘ 




-r- *43 — 


Gleichungen sich unmittelbar auflöseu lassen, beliebig nahe kommen, ohne data es 
nolhwendig wiire, dafs, wie in unserm Fall, schon Anfangs die Mehrzahl der Glieder 
aufserhalb der Diagonale von denen iu derselben an Gröfse übertroffen würde. 

Ist nämlich n die Anzahl der Gleichungen und 8 nach der ersten 
Transformation die Summe der Quadrate der ain — I ). aufserhalb der Diagonale 
befindlichen Coefficienten, so wird, da immer wenigstens zwei dieser Coßf- 
ficienten in jedem transformirten System =0 sind, das Qundral des gröfsten 

o * t 

> ^ .• Wenn man daher durch jede neue Transformation immer den 
gröfsten der aufserhalb der Diagonale befindlichen Coefficienten zerstört, so wird 
die Summe im nächsten System < £' ( 1 — , im nächst folgenden 

< ^( | - (^4-.+l) ) 1 ’," nd " aci ‘ ' Traisronnntionei. < 

welche Gröfse mit wachsendem i kleiner als jede gegebne werden kann. Diese 
Summen werden aber in der Wirklichkeit viel schneller ubnehmen, da die Ver- 
ringerung nur dann genau in dem Verhältnisse I : i 


•2 


tjO, + D SlaU f8ndc - 
wenn die aufserhalb der Diagonale befindlichen Coefficienten aufser den zweien 
verschwindenden sömmüich einander gleich wären. Man sieht zagieich, dafs die 
Transformation mit dem meisten Erfolg angewandt wird, wenn unter den aufser- 
halb der Diagonale befindlichen Coöfiicienlen ein Paar gleiche zur Diagonale sym- 
metrisch liegende Coefficienten einen vorzugsweise bedeutenden Werth haben. 
Aus dein Umstande, dafs man durch den unendlich fortgesetzten Procefs die aufser- 
halb der Diagonale, befindlichen Coefficienten unendlich klein machen kann, folgt: 
dafs die Gleichung «len Grades lauter reelle Wurzeln hat. Denn nach jeder Trans- 
formation bleiben die Coefficienten reell , und wenn die aufserhalb der Diagonale 
befindlichen verschwinden, Werden die mit dem Minuszeichen behafteten Zahlen 
iu der Diagonale die verschiedneu Werthe von y. 

Aus den eben gemachten Bemerkungen folgt noch der Sulz, dafs die Summe 
der Coefficienten in der Diagonale gleich der Snmine der Gröfsen g und die Summe 
der Quadrate aller Coefficienten gleich der Summe ihrer Quadrate sein niufs, 
wenn man für die Coefficienten in der Diagonale immer die mit dem Minuszeichen 
behafteten Zahlen nimmt. Denn die beiden Summen behalten nach jeder Trans- 
formation denselben Werth wie in den ursprünglichen Gleichungen VIII. und müs- 
sen ihn daher noch in dem Grenzfalle behalten, in welchem die Coefficienten 
aufserhalb der Diagonale verschwinden und die in der Diagonale befindlichen 
den Gröfsen y gleich werden. • * 
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‘ .>4r* ln den Gleichungen VIII. ist unter allen Coöfficienten aufserhall) der 
Diagonale der gröfslc in der 5ten und ölen Gleichung, dessen Logarithmus 
=-() ^V7]89822. Dieser wurde bei der Rechnung zuerst zu Null gemacht, und 
so wurde auch bei allen folgenden Subslitulionen iin Allgemeinen die Regel 
befolgt, jedesmal den gröfsten von den aufserhalb der Diagonale vorhandnen 
Coefflcienien gleich Null zu machen. Im Ganzen wurden nach und nach zehn 
Paare von Unbekannten durch neue ersetzt. Da die Ausführung einer Sub- 
stitution sehr schnell gemacht ist, und jede derselben für die Auffindung aller 
Systeme der Werthe der Unbekannten, welche die sieben Auflösungen erge- 
ben, zugleich Gewinn bringt, so schien es am vorteilhaftesten. dieser für alle 
sieben Auflösungen gleichzeitig vorbereitenden Rechnung die angegebne Aus- 
dehnung zu gehen, obgleich mau schon früher zur Anwendung einer Ntlherungs- 
inethode hölte schreiten können. Wenn die jedesmalige erste Unbekannte mit (0), 
die zweite mit (1) u. s. f. bezeichnet wird, so sind die verschiednen Paare, 
die nach und nach durch neue ersetzt wurden, und die zu der Substitution 
dienenden Winkel (i folgende: 


^ ’ 4 » • - • 

■ ■ 


4 *-'. 


/(IV) und (V) ; 


***** 


(I) 

CO) 

(in 

(IV) 

(0) 

Ci) 

< \ i 
(0) 
(I) 


(II) 

(I) 

(III) 
(VI) 
(III) 

(II) 

(VI) 

(II) 

(III) 


- - - 


« = -I 2(»"52\38",12, 

- - i 41 40 5.92, 

- - | 17 9 20.35, 

- - -| 36 22 14,58, 

- 11 51 11 . 37 . 
-f 1 31 11,46, 
-f- 2 7 52,40, 

- 0 57 36,1s 5 ; 

- 0 59 46.42. 

!- 1 38 7,62. 


'«dt 

üc*i I 

j 'I I 


.Mau sicht, dal's nur dio Unbekauuten (0), (I), (II), (III) und wiederum 
die Unbekannten (IV), (V), (VI) mit einander verbunden worden sind, und 
so bat sich bei dicse.ii Transformationen die Gruppirung der .sieben Planeten 
.in vier und drei von selber dargebolen, ohne dafs liiebei von der Strenge 
etwas geopfert werden durfte. 

Die unten folgende Tabelle giebt die ‘Zehn Systeme, in welches das 
gegebne nach und nach Iransformirt worden ist, wobei ich in jedem System den 
Coefficienl, welchor in dem folgenden Systeme beseitigt ist, durch Sternchen 
bezeichnet bobp. . «Mk * *SEt£ 
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Schemata der Gleichungen (VIII.) und der zehn trartsformirlen 

Systeme. 




•1 • » J'A .»* ■ ■ . ’ • J ' ’i I • I « ». ► # 

(.Es ist aufscr den Gröfsen der Diagonale abwechselnd blofs die obere oder die untere 
Hälfte jedes Schemas nngesolzt, das letzte jedoch vollständig ausgcfülll worden. Nur. 
in der Diagonale stehn Numeri, vor welchen die Gröfsen «/ weggelasseu worden, . 
. sonst überall die Logarithmen, bei welchen durchweg — 10 zu ergänzen isL Wenn 
die Logarithmen zu negativen Numeris gehören, ist es durch n angezeigt.) 

•TT. _• . ... -A.. * , v.* • t . 


II. 


UL 


IV. - 


V. 


VI. 


—5.5098820 


—5.5098820 

9.8655252 

9.1586592 

7.8700057 

7.2197860 

6.8787034n 

4.2156819 


9.8655252 

-11.8116540 


—11.8116540 

* 10 . 6966 »»» 

9.0999^439 

8,3157530 

.7!9756587n 

5.319106t 


Gcgobcnes System. 


9.1586592 

10.6955298 

-12.9706870 


-12.9706870 
9.7528872 
8 7422682 
8.4031 47 ln 
5.7325546 


7.8700057 

9.0999439 

9.7528822 

-17.3962070 


-17.5962070 

8.8462593 

8.5099694n 

3.7989267 


—3.6533425 

.* 

9.4669363 

Erstes transformirtes System. 


7.2604292 

8.3565631 

8.7&2803 

8.8878063 

-7.4890410 


5.8766796 

69646084 

7.3811819 

7.4576700 

* 10 . 67696 »» 

-18.5854100 


—22.4211085 
9.5382132 


4.2156819 
5.3191061 
5.7325546 
5.7989267 
9.0223508 B4. 
9.6439380 5 

2.3259350 


r* 

* 


2.3259350 


fco 

\\ 


-5.5098820 


-5.3111122 

* 

9.5601792h 
9.1633436 
8,2298539 
7.89026 19n 
5.2212105 


* 9.6066069 
— 7.3968844 


—7.5956542 

9.0497211 

9.6505590 

8.6934635. 

8.3540409n 

5.6876443 


Zweites transformirtes System. 

7.2197860 
8.7175126 
8.4.395088 
8;B462593 
3.0533425 


9.5799453h 

* 

-17.3854565 


—17.3854565 
* 9.6 304363 
8.4395088 
8 1009230h 
5.4231 H8 


7.8700057 

9.6724433 

9.5304363 

-17.5962070 


17.5962070 

8.8462593 -3.6533425 
8.5099694h * 

5.7989267 9 4669363 

Drittes transformirtes System 


6.8787034h 
8.3780737n 
8. 1009230 h 
8.5099694h 

* . 

■ 22.4211085 


-22.42111*5 

9.5382132 


4.2156819 
5.7117103 
5.4231 1 18 
5.7989267 
9.4669363 
9.5382132 
-2.3259350 


-2.3259350 


Viertes transformirtes 


1 — 5.3111 122 


-5.3111122 
‘ ■" ' •* 

9.3138512n 

*». 6 »»» 0«6 

8.2203099 

7.8902619o 

7.4465920 


—7.5956542 


—75956542 

9.5508572 

9.4678118 

8.6839195 

8.3540409» 

8.0102012 


9.3t38512n 
9.550S572 
— 17.1356554 


-17,1356554 

* 

8.7951029 
8.4675546h 
8.1212408 
f ün ftes 


9 5222066 
9.4678118 

* 

- 17.8460080 


-17.8460080 
8.5946971 
8 2688686h 
7.9207282 

transformirles 


System. 

8.2298539 

8,6934635 

8.8046407 

8.6042$03 

-3.6533425 


3.7151584 

8.8529238n 

* 

S y s 1 e ni. 


7.89026 |9n 
8.3540409» 
S. 11,75546h 
8.2688686h 

* 

22.4211085 


-22.4211085 

9.5287595" 


5.2242105 

5.6876443 

5.7683052 

5.5436860 

* 9.4669363 

9.5382132 

-2.3259350 


4) 

1 

2 

** 

4 

5 

.6 


—2.2641190 


I. • 


u. 


III. 


- 8 - • 

N • . • 


W.! 


IV. v. VI. , 

rp' W 
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0. 


-5.3022811 


u. 


246 — 

ÖL 


UL 


7.8914390 

-7.5056542 


Sechstes t ransformirtes System. 


-5.3022811 

6.Q970453 

9.3140O47n 

* * 3 

8 2466910 
7.91 6823 5n 
7.5728881 


—7.5824233 

* 

9 4676593 
8.7040099 
8.3742385«! 
8.0302850 


*9.3133984 ii 
9.5508572 
— 17.1356554 


— 17.1488863 
7.7368910a 
8.7821072 
8.4546278n 
8.1082409 
siebentes 


9.4676590 

7.7374784 

-17.8548391 


—17.8548391 
8.5896508 
8,2638698«! 
7.9156789 


8.2466210 

4.6839195 

8.7951029 

8.5896508 

-*3.7151584 


—3.7151584 

8.8529238 —22.4211085 

* *9.:>i87ü!ta 

transformirtes System. 


7.9168235n 
8.3540409 h 
8.4675546n 
8.2638698 
8.8529238o 
-22 4211085 


VI. ■ 

7.572&881 ' 
8 . 0102012 ' 
8.1212408 
7.9156789 

♦ ** 

9.5287595 

-2.2641190 


—2.2641190 


0 

»’l 

S 

3 

4 

5 

6 


-5 3022811 


0 

1 

2 

Sl 

4-1 

5 

A 


— 5 2986987 
6.0969796 

* 

5.9771051 
82 198352 
7.8931 143n 
7.5296841 


6.0970453 

—7.5824233 


Achtes transformirtes System.' 


—7.5824233 
4.3372594 
*9.4373393 
,8.7040099 
8.3774615.1 
8^01 385 17 


*9.3140047 1| 

♦ 

— 17.1488863 


— 17.1524687 

7.7368253n 

8.7842368 

- 8.4599504t) 
8.0938446 


* . 

• 9.4676593 

7.7368910., 
-17.8548391 


—17.8548391 
8.5896508 
8. 26706 lOti 
7.8990825 


—37151584 
8.8528628h 
7.0770747n 

Neuntes Irunsformirl es System. 


8.2466210 

8.7040099 

8.7821072 

8.5896508 

-3.7151584 


7.9200467h 
H.3774615«. 
8.4578325«. 
8 2670610h 
8.8528628«. 
-22.4267712 


• 22.42677 12 

* 


7.5564556 
8.01385 17 
8.0917138’ 
7.8990825 
7.0770747«! 
* 

-32584562 


-2.2584562 


Zehntes transformirtes System. 


XIV. 


f— 3.g»86987 
«. Im.il 1 70 

- « ■ * . 
5.9602777 
8.2 108352 
7.8931 143» 
. 7.5296841 


0.1061176 
— 7.374043 I 
6.1861782h 
• # 

8.7132591 
8.386796 in 

8.0230921 


*. 

6.1861782h 
— 17.1334387 
7.7366533h 
8.7842368 
8.4599504h 
8.0938446 


5.9602777 

♦ 

7.7366533h 

—17.863» 19» 

8.5730312 
8.2505934h 
7.8824471 


8.2 t 98352 
8.7132591 
8.7842368 
8.5730312 
-3.7 161384 
8 8528628n 
7.0770747n 


7.89311 43 n 
8.386796.1 h 
8. 4599504h 
8 2505934« 
8.8528628h 
-g».4»3771» 
* 


7.5296841 
8.023092! 
8.0938446 
7.8824471 . 
7 . 0770717 -, 
* 

-».» 38433 » 


•i*- 


In dem System VlU. geben die in der Diagonale befindlichen Zah- 
len noch keine Vorstellung von der Grölse und der Aufeinanderfolge der 
sieben ty urzeln y; aber schon sogleich nach der zweiten Transformation er- 
halt man durch diese Zahlen eine stnrkc Annäherung an alle sieben Wurzeln 
auf einmal, welche bald so grofs wird, dnfs sie mir noch kleiner Correctio- 
&en bedarf. . :r 4m -r- > 

< Wenn man alle in‘ (XIU.) angegebenen Substilulionen von der Form (X) 
zusammenfafst , so dafs die Unbekannten M des Systems (VIII.) unmittelbar 
durch die Unbekanuteü des letzten transformirten Systems, welche ich mit 




Ai -> ß«i 


Ä«, 


bezeichnen will, .ausgedrflckl werden, so findet man, wenn man statt der Zahlen 
die Logarithmen, aber mit den Vorzeichen der Zahlen, setzt: 

• * : 


«f 


— 247 — 

jWm = 9,979929 I /? — 9,470363$ ii, + «,4405 1 37 Ä> — 8,2284096 Ä, . 
M, = 9,38 101 53 Ä„4- 9,8470757 Ä, — 9,740 I55DÄ, -j- 9, 5062t 56#,, 
M % = 9,24 1 0830 Ä„ -j- 9,80,896 1 2 R t -f 9,703.8502 Ä, — 9,0689433 Ä, , 
XV. / fl/J == 8,0433039 /?„ i 8,0533081 R t f 9,7729000 Ä. -f 9, 9052 i 324 

.)/,=' 9,9409002 Ä 4 — 9,658 1085 /l s -}- 9,2407542 #, ^ "/ 

M s == 9,0457024 J* 4 4- 9,9495307 R s -f 9,034395 1 Ä,„ ^ ^ 

Üf fi = -^9,3 147106 Ä 4 — 8,2 140974 jR 5 -{- 9,9904855 tfc ' 

So oft vermittelst dor Gleichungen X. zwei Unbekannte durch, zwei 
neue ersetzt werden, bleibt die Summe ihrer Quadrate unverändert. Da nie- 
mals eine der vier ersten Unbekannten mit einer der drei letzten verbunden 
worden ist, sondern beide Gruppen nur unter sich, so mnfs man folgende 
zwei Gleichungen besonders haben: 

_ «H äj+äj. 

Setzt man links stall der Gröfsen M ihre Ausdrücke XV., so erkält man für 
die Coefficienten der vier ersten Gleichungen XV. zehn und für die der drei letzten 
sechs Bedingungen , die zur Prüfung der Zahlen in (XV.) benutzt worden sind. 
Aus diesen Bedingungsgleiclningen folgt auch noch, dafs, um umgekehrt die 
Gröfsen R durch die Gröfsen M auszudrücken, man in jeder der beiden Grup- 
pen in XV. nur die Horizontalreihen und Verlicalreihen der Coefficienten mit 
einander zu vertauschen braucht. 

Xüherungsmcthode zur numerischen Auflösung des Systems der Gleichungen (1.), wenn 
die aufserhalb der Diagonale beGndlichen Coöfäcicnten als kleine Gröfsen erster 
Ordnung betrachtet werden können. 

.... ••• • •“. J V » •■* / . i».*- - . •' :• ,* ' * i > T 


• ( 


Wenn in dem System der n Gleichungen (1.) 
{(«,«)-*}<* -(- ( ä,b)ß -f ( u,c)y ...,+ 
(b, u)a -f{(£,£)— x)ß-\- . (b, c).y -f 


(a,p) ö> =0, 

{b,p)ia == o,’ 


( c,a)a -f {c,b)ß -f-{<c,c)— x\y . . . . -f- =0, 

(p,a)a -f (p,b)ß * ( p,c)y .... f {(/>,/>)— x)(ß = 0, 
die außerhalb der Diagonale befindlichen Coefficienten (a, b)\ (a, c) etc. als kleine 
Gröfeen erster Ordnung betrachtet werden können, so lassen sich dieWerthe 
der Unbekannten durch eine successive Annäherung linden , welche sehr rasch 
zum Ziele führt und jede Strenge Yerslattet. 
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* % * , 

Bezeichnet man nämlich im Allgemeinen den Werth einer Gröfse u durch 

u = J” m\ J'"tt etc.; .• “ “ ’ ' / t 

' • N ** ■ * . . , . . • » 

•WO' J"u den Näherungswerlh , J'u, J"u etc. seine suocessiven Correctionen 
von den verschiednen Ordnungen bedeuten, so dats'J'u eine kleine Gröfse 
der iten Ordnung ist, so findet inan in unserm Falle diese immer kleiner wer- 
denden Gröfsen auf folgende Weise. Zuerst bemerke ich, dafs man als Nä- 
hernngswerÜL von x jede der n Gröfsen 

(*>*)*> (M), {C,C), f . ( p,p ) 

* , * ’ , • - M . f * ■ * ' * 

annehmen kann. Für jede dieser Annahmen erhält man ein System von Wer- 
then der Unbekannten. Es reicht hin, das Verfahren für eine dieser Annahmen 
J"x — («, «) auseinander zu setzen. Man erhält für diese Annahme zunächst 


/f'x-\-A’x =s (<*, «), , = 0, 


U 


= 0, etc. 

a 






4' T- — _ 

\ * * ~ — t. 


(c,a) 


« («>«) — $7® )’ * ^ « (", a) — (c, c) ’ etC ‘ 

- * r . ' * • , *•' • . • . ■ » *<•..* 

Der Werth von x weicht nämlich von (a, a) nur um Gröfsen der zweiten Ordnung 
ab« weshalb die in (XIV.) in der Diagonale befindlichen Coefficienten die Werthe 
der Wurzeln x sogleich mit so grofser Annäherung geben, dafs es nur einer leich- 
ten Verbesserung bedarf, um die wahren Werthe zu erhalten. Die Quotienten 

A, — etc. sind Gröfsen der ersten Ordnung; der Werth von a selber, welcher s= 

, weicht daher von der Einheit ebenfalls nur um 


V( l +0£ ).‘+C2’) + elc ) . ‘ * 

Gröfsen der zweiten Ordnung ab. Die Correctionen der Größen — etc. von 
• a 

der zweiten Ordnung erhält man aus den Gleichungen: 

i , ♦* , • • 

■ • . ((*«)-(*,*)} = (MK-£ + (MK4 + . 

j • • . .. ’ - •; . 

{(«, «)-(«, 

etc. etc. 

» i v 

• • v . -• . . 

Die Correctionen von x von der zweiten und dritten Ordnung erhält man hier- 
auf durch die Gleichung , . . > , 

' -'Sx + Sx <±5 (M) elc . . •: . 


9 


‘ •_ . . a » * , 

Die Correclionen der tirül'scn — , — elc. von der dritten und vierten Ord- 

* . a a 

muijur ergeben sich nus den Gleichungen: ;* 

• 'i. •* /?* • « 1 • .*"*• ' F« 


'•V . v* M ~ 

■ ■ . +(M)>4± ,te 

* >(* • • {(«,«) — ' . * • 

* , ' ' •••* 

Wfat | + («. w 4 + #«• - (^*+ i + { ) . 


^ « * 


. VW*- 1^#** 

?■»<** *^*>3 t.i.te «l-iF 


eic. elc. 

r r* N • ^ r U ww- w»^ 


fcf «V* 


Jl :V, 

V» WIN« 

%<> •.' Ä A • '.y>%3 

{(«,«) — (JiJ > j ; t x j /t'x}.^— — (btcyj* %- -f (b,d)d l — [-etc., >£> 

a a ^ * * 

{(^o) — (c,c) -^ar == (c,Ä)^-£~f (e,<f)^ J 4-| elc., .? 


Vi -* 
rc 


elc. 


«i 

elc. • 




j* 


|.\ 

-i y k • * ■ '. -v<V ,*% ”7 ^ ^ T ' ' 

Man erhflll dann d'x-^J'x und^ s £, elc., J“ — , etc. durch die 

Gleichungen 


^ • 


'W y^r tN gWMN tip .> o 4 

'V - /4 * f f.? — . ,(«> l*^ 1 -j- ^ -f-}' '* H.fi & i + J * «) 

• T)d|hl Vn f h' u *^ L * dl ^ tii» '*rt MMIWJki^' Mb 'bbaJhktt 1 *^4' 




•t e *' 


*«■* 

*. - -r .FT,«, 

It 


{(«, «) - (Ä, b) \Sx+ Sx 4- -{- * *} ^ £ 

fr r*t * ^ ,-<j. *v *• <* t • *-■»►* i «v « 


• tW. M 


.- . - ... -vH*** *< ; *2 

'• [ia,a)-(b,ty+S-x+J‘x-\:J'x\ST\.f r a " 

w « , • " 

.. •. elc. etc. -• 

{(«,«) yj'x+A'atsl '±±&,e?j £ 7 


{(«,«) — (c,cH-^*ar 

* • 

frj/ 

9 9 « .# r. 

• t«r f.f •'«m.-tr.-i» 

= //» Ä^ _L/yr L ^ Al J 

.K.ViA 


elc. . elc. 

..-> .n' ' .» :• , ^ '|»c ;••» tj.. 

Endlich erhall man 

mw^{,i * ‘ . • _ 

* / J C \ * ** * 1 ' V 

/., /,• ->>;/-• /■f| + ( a , c) j^2.:.^/-j. i . ^ 

8t 


- 250 -r 


; 

< 

i 





t V ^ . . • ,. l .. • • t ' • -W‘- '-• 


’) 


4 


— — 


V t 


lv> 


♦ 

*> 


w ) Wenn in don vorgeleglen Gleichungen ( 1.) die Coeflicienten aufscrhnlb der Diagonale 
nur in einer Horizontal- und Vcrticalreihc klein sind, in den übrigen aber von beliebiger 
Grüfte, so kann man durch ein ähnliches Näherungsverfahren immer eine Wurzol der 
Gleichung nten Grades und die ihr entsprechenden Werlhe der Unbekannten finden. Sind 
z. B. die Grüften (ab), (ne), ■ * • • («//! klein, so erhalt man wieder aus der ersten 
Gleichung den Näherungswert!! x = [na) bis auf ßrürsen 2tcr Ordnung exclusive genau. 
Wenn man diesen Werlh in die «— *1 folgenden Gleichungen snbstitniri, so erhält man 
durch strenge Auflösung eines Systems von 7» — 1 linearen Gleichuugen die Werthe von 

fty & " “xV.^i ■ . * * 

4 , — , — bis auf Größen 3lcr Ordnung cxcJ. genaiu Substitulrt mau diese Werthe 

0 > 'flP 4. * . €tf ^ 1 * 

wieder in dio erste Gleichung, so erhält man den Werth von x bis auf Gröfse» 4ter Ord- 
nung excl. genau, und mit diesem Werthe von .r erhält man dann wieder durch Aof- 

8 •/ 

losung von n — 1 linearen Gleichungen die Werthe von , — etc. bis zu der 5ten Ord- 
nung oxel. genau,! u. s. f. Es wird hiebei von Vortheil sein, in den jedesmal aufzulösan- 
den «-*“ 1 lineüren Gleichungen den ersten Näherungswerlh von .r in den Coelficienlen 
beizubehalten und die von den Corrcctionon von x herrührenden , Grüften mit den ganz 
constanten Gliedern ztt vereinigen , wodurch die Coefficienten der linearen Gleichungen 
immer dieselben bleiben und sich nur ihre ganz constanten Glieder ändern, so dafs der 
gröfslo TUcit der numerischen Rechnung, welche znr Auflösung der iineären Gleichungen 
gemacht Werden inufs, für die Corrcctionon aller Ordnungen unverändert beibchaltcn wer- 
den kann. Setzt man 

" % -t* *,» s . v -V . • w * ■ 

• * * . - x = (ua)+9x-\-9'x-\-S m j- etc., 

» » ' ' . *» 1 • * ■ 

von der <2<)ien Ordnung ist, ferner. * r. , , 

* " $ = elc 

« a 1 a a ...... 

wo von 'der (2i — l)ten Ordnung ist; setzt man endlich : 

9x + d”.r -f . . . . + Wx = (*•);, 

7 . ‘ .. +^ 4 * 0 ;- • 

* * \ , ■ ■: ' v > g 

und gebraucht dieselben Bezeichnungen in Bezug auf , otc. , so worden die Cor- 

- » . - * ß * ■**•» •"* •• ; ! ; * ? 

rectionen der Gröfse x von der (2*)ten und der Gröfsen — , — . elc. von der (2 * -J- l>iest 

I, 1 • * , * Ob Ot 4 l V , # 

Ordnung aus den bereits gefundenen Correctionen niedriger Ordnung durch die folgen- 

*-• 


’ V 


■- a 

*r 


«. A > - 




s>ß-+3»£+*.. mmA d= (ß) 
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Nimmt man z. B. für das System der n Gleichungen (1.) die 7 Glei- 
chungen XJ V., nachdem man darin alle Zeichen umgekehrt hat, und nimmt als 
Näherungsworth von x oder g denjenigen, welchen die erete Gleichung giebl. 
so findet man nach und nach: 

J . • ' A - i t • A * -V 

J'x\J l 'x = 5",‘29Hfi9S7 f' . 

/ r ; J*X-\ J*x = -|~ 1747-b »«i't * j -* ' *V. 

. " J*x-\-J*x = — 2-3 . 


\ p*yi • 

.. -n 

• i,j ' ' ^ 

J° - ß - = 0 


(M) ■ 


? t 


r.£« 


,j'f* +t)i0000öij 11390 
z/ 1 ^ = -0,00023818658-9 

ct . 


a 

CT 

.'/»•£* -f. 

U 

j*±=- 

a 


102738-2 

31046 2 
220-7 
33-2 
• •* 0-3 


n 0 a i Wx ' ' ■* 


X == g = 

5",2988732 

/7° — = G • 

•il 

I * \ ^ * 

ft 

»• “S 

• » 

J l r ~ = 0 


« 


JO -tss — 0,0000538355 1 • 3 

CT 


4»Xfa.- 

. 1 21373-6 

CT 


* 

7022-3 

a 


</•*** + 

% %. <V|' ' 

48.1 

u 


Jor=- t 

7-5 



/T — = 

0-0 

« 



* 


^ = ^ = —'0,00005397862 

li n a 


JO 1=0 
« 

f y 

zl 1 - = -1-0,000007263263 

ft « 

4/ 1 - = -0,000031 224732- 1 

tt.kf 

J' - = - 110879 5 

<t 

3 i > 

//*- = + 40788-6 

a 

JO - = -Ü 262-2 

a 1 . j 

* .-e • 1 ..*>■ ■ 

jo - = - ' + 3-8 

a ‘ 

M - 

0 3 

a 




den Gleichungen erhallen: 

*» A '• = (aA)dW-£-f(ac)3W-£- ctc. 

'm*/'«.'» . ?!*>•'* /lud 


2 1 = i = -0,000024031342 
|<ritvv «aßag 

'•> -Jl- **77. *4*» .8 » , ^ 
* ^Jtil 


«,V 


_ , , »nndiAit 

(£) = {^Ä) — («a)}.^'+0^-f-(Äc).3t'+0^-}-etc‘ 

tf-Vi V* — m. vi. *'. v , 

U) *■' &ix)iiyX = 4+ Ucc)- (««)|.^'+o j-l:,0tc. 

\ CT / t -_-l CT ft w 


etc. 


etc. 



beschränkt , dafs man, uin den Werth von x zu finden , nicht die Gleichung nten Grades 
zu bilden und aufzulosen braucht. . * 

32* 


% _ • 


r 


1 
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t < tM. 

« 

A' - = — 0,010476254 
« . 


A' - = - 
a 


-'*?='+ 
"*i= + 


J»-= — 
« 

J*t= — 
o 

• , I, . »«. 

‘ ‘ 7» 6 

* J* — = 

tt 


.f, jj 

• • . 


23384-3 

13890-2 

70-2 

«r\ . 

• * • 

14-8 

0-4 
0-0 


'".-'.-- 0 , 


Ä 0 « 


010485893 




i-o 


z/‘ - = — 0,000450403 10 
« 


= + 

a 

« 

= - 


,.i = + 

a 


4349994 
55503-2 
5502-3 

A ,' - . , 

89-9 
5-S 
0-0 






: I = 1_ 


a 


0,00041246399 


//« 1 = 0 » 
a 

J' 1= — 0,0011137195 
a 

•j-j— u 


a 


j*^- = + 


a 1 

//* ^ = — 

a 

j>i = - 

(C 

# i = : - 


432^9-0 


11793 7 
100-9 
13-6 
0-2 
0-0 


-•# 


J» = 1 = —0,0011168593 


Ä 




• Ans a 2 jl (•£)* -| : (■£)’+ ••»•} — I folgt noch ' - . 

... ,* Ioga = log*, = 9,9990758, _ . , 

woraus ferner 

: ‘ ~ ‘ log/? = log Äx = 6,26 19229 »., log « = log ß 4 «= 8,024)3« 12.5«, 

.. l 0 gy = log * = 5,7321 976», log £ = log* = 6,6153618», 

log == log** = 5,3607537», log»? = log * = 7,0479743» 

gefunden wird. Die Genauigkeit ist hier viel weiter getrieben als der ilach- 
herige Gebrauch verlangt. Wenn man in der That die gefundnen Werthe äfer 
Unbekannten in die Gleichungen XIV. substitoirt, so findet man eine vollendete 
■Übereinstimmung, indem der Werth des Aggregats, welches verschwinden soll, 

in keiner Gleichung den zefanmillionensten Theil seines größten Terms erreicht. 

' i ' < • 

Durch die hier auseinandergesetzle Methode sind die folgenden Resul- 
tate für die sieben Systeme der Unbekannten gefunden worden. 


•r* 

i; • , 

r • 

* * v- 
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Tabelle der sieben Systeme der Werlhe der Unbekannten 
t’k’ des trn nsfor inirten Systems XIV. 

(Nor bei g sind die Zahlen angesclzt, sonst die Logarithmen, bei denen überall — 10 
in der Characterislik zu ergänzen ist.) * * *% 



« • • 

System I. 

ir. 

III. 

rv. 

V. 

VI. 

■vy. • 

9 

‘5.$988733 

75747191 

17.1525573 

17.8632966 

3.7136434 

22.4273091 

2.258416«' 


9.9999758 

5.59372 

4.49078 

4.77888n 

8.02061 1 

6.6556531 

7.04.53346 

n «> 

6.26166h 

9.9999595 

5.44276 

4.69090 - 

8.127403 

'7.2114826 

7.296067 


5, 73272m 

5.99605n 

9.9999760 

7.88943 

7.656551 

7.7345775 

6.919256 


5.38164n 

5.67660n 

7.891 3067n 

9.9999850 

7.422751 

7.5884936 

6.687464 


8.0205 807n 

8. 1275834h 

7.65657l9n 

7.430949Ön 

9.9999278 

7.5772574 

6, 63876n 

« 

6.61531Q9n 

7.1975215n 

7.7307677n 

7,5920478h 

7.58422m 

9.9999867 

4.25271 

L + 

■7.0479702h 

7.29604-Mn 

6.9189241U 

6.6948000n 

6.80754 

4.73984« 

9.9999986 


Wenn man die vorstehenden 7 Systeme der Werthe der Gröfsen R in die Glei- 
chungen XV. subslituirl, so findet man die 7 Systeme der Werlhe der Gröfsen M. 
Es ist, um diese Gröfsen mit der erforderlichen Genauigkeit zu erbalteu, über- 
flüssig, die Logarithmen aller Gröfsen R uuf dieselbe Zahl Stellen zu berechnen. 

■ * l * 0 » i 

Denn wenn man die Werthe der Gröfsen R subslituirl, wird in vielen zur Bestimm 
mung der Gröfsen M zu bildenden Aggregaten der Werth eines Terms die an- 
dern beträchtlich überlreffen, so dafs man nur von den Ziu/ilen die erforderliche 
Anzahl Stellen zu kennen braucht. Es sind deshalb in der obigen Tabelle einige 
Logarithmen mit 7, andere aber uur mit 5 Stellen angesetzt worden. 

Die Werlhe der 7 Systeme der Gröfsen M, wie sie aus den Gröfsen R 
durch die Formeln XV. abgeleitet worden sind, giebl die folgende Tabelle. Sie 
sind mit aller Genauigkeit berechnet, welche die Anwendung siebenstelliger 
Tafeln verstauet. . ^ ■ 


•V 


System I. 


5,29«8733 
M+0, 9546364.7 
W 4-0,2403236.7 
+0,1740664.!?! 
r0,010»Hi)7.S6 

In, -irjnjntb 8.933 


4-0^0010763.321 


II. 


7,5747191 
+ 0,2953047.4 
+0,7041486:2 
+0,6440231.1 
+0,0449154.3 


—0,0051261.723 —0,0075519.595 


; 0,00065 13:954 


III. 


17,1525573 

+%0276998,70 

—0,5602023.6 

+0,5841832.64 

+0,5865679.5 


-0,01 1 341 4.30 —0,001 6560.475 


—0,006865 1.157 
+0,0002124.55 


IV. 


1 ‘7,6632966 
—0,0167131.95 
+0,3639600.2 
— 0,4620795.6 
+0,8085248.5 


-0,0006617.204 +0.8744601.9 


—0,0047267.932 

+0,0001363.418 


V. 


3,7136434 
+0,0061320.4 
+0, 0104109.52 
+0,0118614 62 
+0,0055361.02 


+0,4389244.0 
<-b, 2056750.7 


VL 


22,4273091 
+0,0000356.840 
-0,0003423.276 
+0,0024689.22 
+0,0064128.63 
-*0,4517914.9 


+0,8919316.0 +0,1079379.0 


—0,0171791.24 


VII. 


2,2584168 

+<V<>004905.3I7 

■4-0,0013757.54 

+0,001721836 

+0,0009850.343 

+0,1759003.9 


+0,9784694.7 


Zur Probe über die richtige Bestimmung der sieben Wurzeln g bat nmn die beiden 
- Bedingungen, dafs ihre Summe = der Summe der Zahlencoefiicienlen der Dia>~ 
gonale in den Gleicbungen VIII. oder XIV., und dafs die Summe ihrer .Quadrate 


$ 


I 

• I 


) 
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— der Summe der Quadrate oller Coefficienten dieser Gleichungen sein raufe. Die 
letztere Summe ist im Laufe der Rechnung schon einmal, nämlich zur Prüfung 
des Irunsformirlcn Systems ÄIV. gebraucht wordeu. Die richtige llerlcilung der 
Gröfsen M mls den für die Gröfsen R gefundnen Werthen kann ebenfalls auf 
eine doppelte Art für alle gleichzeitig geprüft werden. Wenn mart nemlich .in dem 
Schema der Werlhe der Gröfsen M einmal die Quadrate der algebraischen Snmmen 
der einzelnen Verticalreihen oder das andere Mal die Quadrate der algebraischen 
Summen der einzelnen Horizontalreihen addirl,so mufs in beiden Fällen die Zahl 7 als 
Summe gefunden werden. Denn aus dem auf eine dieser Arten gebildeten Ausdruck 
verschwinden die Producte je zweier verschiedner M. nach den Gleichungen (.4.} 
und £9.) in §.2.; die Summe der’ quadratischen Glieder.^ -j-ilfV-}-... .-{-AfJ mnfs 
aber für jedes der 7 Systeme besonderst 1 sein, weil /l ’ -f- Ä J = I 
gemacht worden ist. Diese Prüfungen, welche besonders für die Zeichen der Grö- 
ßen 9t öine leichte und entscheidende Conlrolle geben, sind an den Zahlen der 
obigen Tafel vorgenommen worden, und mit der erwarteten Strenge eingetroflen. 

Nachdem die Gröfsen Df bestimmt sind, erhält man die Verhältnisse der 
Unbekannten IS des Systems V. mittelst der Gleichungen VI., deren Constanten 
ih VII. angegeben sind. Die hieraus sich ergebenden numerischen Werthe der 
Verhältnisse der Gröfsen N respeclive zn ÜV, und zu Ak in den vier ersten und in 
den drei letzten Systemen sind zugleich mit ihren von den Änderungen der Mas- 
sen abhängigen Variationen am Schlüsse dieses Aufsatzes zusammengestelll wor- 
den. um unmittelbar mit den Resultaten verglichen werden zu können, welche Herr 
Tjeverrier in der „Connniss. des temps” für 1843 Seite 31 IT. gefunden hat. Ich 
wende mich jetzt zu der Berechnung dieser Variationen oder der für eine Ände- 
rung der angewandten Werlhe der Planclenmassen anzubringenden Correctionen. 


• 

t +• 4 

M* • 


Berechnung der Variationen, weleno die sieben Systeme der Werthe der Unbekannten 
' durch die Änderung der zum Gründe gelegten Werthe der Pfenetenmassen erfahren. 

• 

’ ■ ’ ; 

Die von einer Änderung der Pluneteninassen herrührenden Variationen 
def Werlhe der Unbekannten könnten aus den §. 4. gegebnen allgemeinen Fof-* 
mein entnommen -werden , wenn man darin die Variationen der Coefficienten der 
gegebenen Gleichungen substituirt , welche mim durch Änderung der Planeten- 
massen erhält. Es ist aber bequemer, die auf diese besondre Form der Varia- 
tionen- bezüglichen Formeln unmittelbar abzuleiten. 


}■*' 
* *T 

IM 
, ■ 


4» * V 


I al» ¥ 


J 




9 


* 


% 


• * 2 S5 ^ 

i 4 ^ 

♦***•■ Ich will das System der Gleichungen VIII. folgenderniunfsen bezeichnen : 
"** 0 = !//-!'!. I'l'-W.. : |.M| !/,-[(), ...... |(Ui|.l/„, im 

etc., * . ‘ •' • ’ * ** 

Hki rt ' k 


wo 


a 




MM» *vk 


» *i = r3^“ ’ r *t- T'*“ r 


•• 


■«jifc • 


.•w* 


^•2* . 

1 I : * 

. * *! ; ■ j ^ A 

Werden die Massen dadurch corrigirt, dafs man «i ( 1 -J- statt />*, >/»'(! 
statt etc. setzt , so erhält der Coefficient [», Ar] ,. wenn i ond k verschieden 
sind, den Factor 

. -x » V*. • - * l + ■. 

wie oben §. 5. bemerkt wurde; die Cöäfficienten in der Diagonale aber, Iflr 
Welche beide Indices gleich sind, erhalten die Correcliouen 

'^“TjSfcn] + -: (0. 

XVII L/[i,i| = fl,»;, . + .K;V}..:|WIW^WW 

. ^4* -pefc;, ■ *:■*• * *H*. • *r 

wo die Zahlenwerlhe der Co&fficienten'(f), l),''(0,-2), ... .-. ; '(1, ()}, '(1,' '})*■ : . .. 

aus der unmittelbar vor dem System V. aufgeslellleu Tabelle zu eulnehmeu sind. 

Zwischen den Correctionen der Unbekannten, welche aus diesen Vo- 

, 4 . . ... ' 'l ' \T ' ' 

riationen der Coefficienten hervorgehen, oder zwischen den Gröfsen lg, J.l f, 

erhält man aus der ersten Gleichung in XVI. die folgende: 

O =a= 0 ,n|i.M, r i„j[ 0 .l| I/, j-1.0, Ji-W:i .... 4-fO, (»I 

+ ..... +p), «]/."#,} 

tSiTitW~ t>liiB31 ^ fco, n^asr.-f ["-'M 

oder, weil [0, 1] M, j- [0, .'| V -j ....-, [0. li)JW,= - [j, _[il, u|Jt,| isl. 

0 = {Jg — J\Q,ü\\l>t-(g~~ [0,0])^.^, < *.• 

•f (^-[0,Dj){^,+ } + [(), 

Bildet man die ähnlichen Gleichungen und setzt: f* . <• $ 

XVDI. *]} = = m, 

' ^ 4 * t 

so erhält man folgendes System Gleichungen: 

/;„ =, MJg fi [g -[0,<»J)Ä-K0, .... [ojiJ«,. 


XIX. 


etc. 


'«# * 

• * 


% 

* 


fi 


4 # 


J 


«r « 


# 4 
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Uni nus diesen Gleichungen dg zu erhallen, multiplicire man dieselben respective 
mit Al„. Af„ etc., so verschwinden nach geschehner Addition die mit den ver- 
schiednen Fnctoren AAf ; multiplicirten Aggregate wegen der Gleichungen XVL*, 
der Cöefficient von dg wird ZM}=. 1, und daher 

XX. dg i p (l -|- A/ i p x . . . . *j- xW (i p b . 

Um die Correctionen der Gröfsen Af zu erhalten, bringe man die Gleichun- 
gen XIX. in die Form: 

(y — [0,0]) cTili:,-}- [0, 1 ] (Ti»f . ; .T 4- CO, 6] «TÜC,, 

etc. etc. . * 

Mnltiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit den zu g' gehörigen 
Gröfsen des zweiten Systems, AI«, Af,, etc., so bleiben nach geschehner Ad'- 
dition rechts' vom Gleichheifszeichen nur die zweiten Terme, indem vermöge der 
Gleichungen XVII. die übrigen mit den verschieden Gröfsen dAf* multiplicirten 
Aggregale.verschwinden ; ebenso verschwindet das mit dg mulliplicirle Aggregat, 
weil es den Factor AI^Afi-j- Af, M \-\- ..... = 0 erhält, und man findet: 

Af,I$A4,-{- Af,dAfj -j- . . . . Afg^Af« = g ^ M l p l 4 • • •• 4 

Vertauscht man die Gröfsen g > , Af,'„ M\ etc. des zweiten Systems mit de^ 
Gröfsen des 3len, f-, jc, m etc. , dann mit denen des 4ten u. s. f. , so erhält 
man noch fünf ganz ähnliche Gleichungen. Setzt man . 

1 {^l 44 4 • ■ • * 44 ‘ -^*} — (?>•, . 

so erhält man endlich als siebente Gleichung 

V„ -f Af, m x + . /. . + Af« dAf* = Q, 

w.ie aus der Gleichung M n d M Q -\- M l d -j- — M b dM b =± 0 folgt. Multipli- 
cirl man diese siebente Gleichung mit Af„, die sechs vorhergefundnen der Reihe 
nach mit den Factoren Af„, Aß' etc. und addirt alle nach geschehner Multiplica- 
tion, so werden die Unbekannten z/Af,- bis anf JM<, sfimmtlich eliminirt; ebenso 
bleibt nur z/Af, übrig, wenn man die Factoren Ai,, Ali, Af,' etc. wählt u. s. f. 
Wenn man die abkürzenden Bezeichnungen einfährt: i 


(»»,„»»„) = —ir 




4 • • • • 4 


XXI. 


.(*»„, m,) = 

S. * 

( Wl , m,) e= 


9-</ 1 y-9" 

i mm -c 

g — g 1 * g — gf* ' ’ 

M\ K , , 

f-ft + 9-9" ^". 


etc. 

b 


K'Mq 
9-9” ’ 

, acät- ' 

j=&»f 
' . M?M”. ' . 


*> - 
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wo immer (w*, = m k )^ so findet man auf diese Weise für die Varia- 

tionen der Unbekannten JU des ersten Systems, 

/ d M {) = O,,, wi (> ) p» -f (w» u , Mij) /;, -f 4- (fli„ , m 0 )p {> -f M„ Q , 

XXII. j «TA/, == (m, , *»o)/>g 4-,(m I , tn t )p t 4? 

( etc. 

Man hot jetzt nur noch in XX. und XXII. die Werthe 

zu substiluiren und die ganz ähnlichen Ausdrücke zu bilden, welche sich für 
die übrigen Systeme ergehen. 

Setzt man die Correctionen des (A-pO ten Systems, 

xxiu. Jrf» = jB (A y -f-i?sv+ • • • • 4 HPV ‘ 

und 1 

xxiv. jmp 4 = dMp = c< A > V4 cy-V 4 . ... 4 - a M V\ 

• • . _ - • 

so erhält man auf die im Vorigen angegebne Art die allgemeinen Ausdrücke 

xxv. b <*> = . . . .;f 

und 

xxvi. = («,*, « 0 *^( 0 , o 4- ('"* . ( i , *’) 4- . . . - 

.... +<*»„ «O* A^>(6,«)4(m t , rnh i}} 

Hier ist, wenn man das Glied, das durch g ih) —(f^ dividirt sein würde, fortläfst, 


My Ml. • , M\Mv 


Ml' Ml' 


VVVIT / „ _ v . l’MU’Myi | . i J'X* 1’ß.y 

\\\ II. m k .) h — g -T yfa—jf i * • * * T gW__gv, • * 

Es ist ferner 

1 ■ (i, i) = (), [*, i] = (», ü)4(i, i)4 4(»,6)* 

und die Gröfsen (*, *') sind die oben vor dem System V. angegebnen Zahlen. 

Man sieht aus dom Obigen, dafs die 392 Gröfsen B } AJ und C\ h *6* 
welche die Aufgabe zu berechnen fordert, jede durch Addition von respective 
7 oder 8 Termen erhalten werden. Diese Terme selbst sind unmittelbar durch 
die bereits berechneten Werthe von g l>, \ und durch die 196 Ilillfsgröfsen 
("»*, gegeben. 

Ich lasse jetzt die Tabelle für die Werthe der Hülfsgröfsen (m*, in lr \ und 
dann die Tabelle für die Werthe der Gröfsen C* A,t) selber folgen. 




* 
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Tabelle für die Gröfsen (w/j , r/i*,)/, • 


(«»ci, »o>i 

(Wo, 


(»»<>, 



Wl), 

(w, . *»,),, 


V"1 » 


(r/i 2 , w 2 )„ 

(»», , 

*»l)l 

(;/i, , »»„)i 




(Die Tabelle ist nach dem ohenstehenden Schema angeordnet; abwechselnd sind von jedem 
System außer den Gröfsen der Diagonale selbst entweder nur die oberhalb und rechts 
oder die unterhalb und links von der Diagonale befindlichen Gröfsen angesetzt.) 



0. 

1 . 

2 / 

3. 

4. 

5. 

6 . . 




. .Erstes System A = 0 

1 / = 5,29 

• 




—0.038381 

+0.0932013 

+0 0816323 

+0.00555445 

+0.00194345 

+0.00074331 

—0.00052757 

0 



-0.254815 

—0.158150 

—0.0095599 

+0.00926369 

+0.00509745 

J — 0.001 16569 

l 

0 

+ 0 400512 


-0 22794t 

—0 0118426 

+0.00996476 

+0.00551945 

0.00122876 

2 

t 

+0.103056 

-0 0202365 


—0.0819272 

+0.00362850 

+0.00202784 

-0.00043093 

3 

2 

+0.0706072 

+0.0689293 

—0.0430341 


+0.481014 

+0.271865 

-0.057300 

4 

3 

in nn.m#v,fi 


i n nnmooi 

n nooi m r . 


+0.078887 


5 

4 

-0.0243357 

+0.00135226 

+0 0021891.? 

+0.00159071 

+0.190176 

+0.341554 

6 

;; 

n omi/mso 

4-0 00043518 

4-0 Oft 105073 

4-0 omo39A9 

4-n mm 3 in 

n nn 11709 



6 

4 0.00021 570 

—0.00018029 

—0.00023643 

—0.00012470 

-0.0147348 

—0.0024856 

+0.191003 




Zweites System A = 1 

, y = 7.57 

• • 





Drittes System A = 2 

y = 17.15 

, , 




+0.0856298 

+ 0.0062117 

-0.0166964 

+0 0185156 

+0.00000408 

-0.00009422 

+0.00000232 

0 



-0.129747 

+0.287524 

-0.410526 

—0.00001628 

+0.00216940 

—0.00005544 

1 

0 

+0.0821214 


-0.254544 

+0.528834 

—0.00032370 

—0.00367375 

+0.00010136 

2 

1 

—0.0237752 

+0.494346 



+0.00161224 

+0.00444043 

-0.00014924 

3 

2 

4-0.017MH9 

— 0 41.302.9 

4-0 .*»29000 


+0.0203050 

4-0 1069400 

0 0032007 

4 

3 

+0.0224095 

—0.459062 

+0.48401*8 

+0.484324 

-0.135726 

+ 0.00327814 

5 

4 

—0 000(1171 0 

+0.00097891 

— 0 001201 1 1 

0 00043A25 

4*0 01 1327« 


4-0 0673790 

6 

5 

—0.00025452 

+0.00521148 

-0.00630574 

-0.00679477 

+0.1166629 

-0.159867 


6 

+0.00000755 

-0.00015492 

+0.00018770 

+0.00018543 

—0.0033845 

+0.0037421 1 

+0.0642776 


- 


Viertes System /i = 3 

q = 17.8G 






Fü n fl.es System 4 = 4 

, g — 3.71 

, , 




-0.597800 

-0.089314 

—0.057336 

-0 00333806 

+ 0.00471325 

+0.00255334 

- 0.00025482 

0 



-0.197562 

-0.087600 

—0.0062022 

+0 00356312 

+0.00210732 

+0.00061137 

1 

0 

+ 0.0593079 



-0.0077934 

+0.00321573 

+0.00197753 

+0 00089480 

2 

1 

r 0.0048745 

+0.1252838 


-0 0724343 

+0.00057942 

+0.00046129 

+0.00063378 

3 

2 

4 0.0016626 

-0.0659112 

+0 1411840 


+0 0102680 

+0.0345275 

+0.117865 

4 

3 

-0.00015888 

+ (441044668 

— 0.0148301 

-i-rt 9(19619 


-0 0345415 

4.n /maoai 

5 

4 

-0.00000062 

—0 00004461 

-0.00013197 

-0.00007428 

+0.0424132 

+0.657883 

6 

5 

-000000801 

-0.00017589 

-0.00037614 

— 0 00149407 

+ 0.0214632 

+0:0108917 



6 

+0.00000021 

-3.00000388 

+0.00001077 

+0 00003799 

-0.00107892 

+0.00041120 

+0.0497284 

m 



Sechstes System 4 = 5 

, y = 22,42.. 




0. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 
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i. 


2 . 


3 . 


4. 


o. 


Siebentes System /< = (i, g = 2 y 2ö8 . . 


— 0.316359 


- 0.0349717 

- 0.1418967 


- 0.0205206 

— 0.0663951 

— 0.1246750 


r 


- 0.00120471 

— 0.0036527 

- 0.0051820 

— 0.0654369 


- 0.0014348 
- 0.00408443 
- 0 . 005 12882 
— 0.00295476 
-0 535683 


- 0.00065308 
— 0.00186829 
- 0.00234842 
- 0.00135496 
0.243815 
0.171855 


6 . 


+0 0005754 1 

+ 0.00127766 

- 0.00005000 

+0 00076140 

+ 0.123215 

+ 0.0627985 

— 0.0290838 


0 

1 

2 

3 

4 

• 5 «? 


Tabelle der Coef/icienten der verschiednen ^ in den Ausdrücken 
von mS h) ===JW h) -\-lW h) f', + etc. 


An ge wendete Con trolle: Die Summe der in Einer Zeile stehenden Coefficienlen 
niufs = der Hälfte des entsprechenden M sein. 



§ 

$ 

$ 

cf 

4 

t > 

|- * 


• 


Erstes System. 



J .»/ 0 

+ 0 , 4545 fi 

— 0 , 1514 «' 

- 0 , 0266 «'' 

+ 0 , 0048,«'" 

+ 0,1366«»' 

+ 0,0062«» 

+ 0,0001 u ' 1 

JJf , 

+ 0,0605 

+ 0,5222 

— 0,1262 

— 0,0107 

— 0,3108 

— 0,0146 

— 0,0004 


+ 0,0421 

+ 0,2740 

+ 0,1154 

- 0,0119 

— 0,3172 

-0,0148 

— 0,0001 

iT.H, 

+ 0,0027 

+ 0,0196 

+ 0,0033 

+ 0,0104 

— 0,0290 

— 0,0014 

+ 0,0000 

<TM. 

— 0,0037 

- 0,0004 

+ 0,0036 

+ 0,0004 

+ 0,0094 

— 0,0129 

— 0,0011 

. W } 

— 0,0018 . 

— 0,0008 

+ 0,00 14 

+ 0,0001 

+ 0,0114 

-0,0124 

— 0,0004 

.T M, 

+ 0,0004 

— 0,0008 

—0,0007 

— 0,0001 

— 0,0023 

+ 0,0028 

+ 0,0012 




Zw 

eites System. 



■m'o 

— 0,2199^ 

-0,4896,«' 

+ 0,0861«'' 

+ 0,0155,«"' 

+ 0,4394 ,«<» 

+ 0,0203,«» 

+ 0,0005 u u 


— 0,0339 

+ 0,3762 

— 0,2179 

+ 0,0085 

+ 0,2094 

+ 0,0093 

+ 0,0002 


+ 0.0039 

- 0,2501 

+ 0,5976 

— 0,0038 

— 0,0246 

— 0,0011 

•_ 0,0000 

j.m; 

+ 0,0016 

— 0,0105 

+ 0,0285 

+ 0,0455 

-0,0409 

-0,0017 

— 0,0000 


+ 0,0016 

+ 0,0026 

— 0,0027 

— 0,0005 

— 0,0019 

— 0,0043 

-0,0007 

,rn\ 

+ 0,0008 

+ 0,0015 

—0,0026 

— 0,0002 

+ 0,0076 

— 0,0107 

— 0,0001 


— 0,0002 

— 0,0002 

+ 0,0001 

+ 0,0000 

— 0,0013 

+ 0,0012 

+ 0,0009 




Drittes System. 



<r < 

+ 0,0253« 

-0,0528.«' 

-0,0.381 u" 

—0,0032,«'" 

+ 0,0794 n" 

+ 0,0032 ,«» 

+ 0,0001«»' 


+ 0,0470 

+ 1,0569 

+ 0,6681 

+ 0,0680 

—2,0356 

— 0,0825 

— 0,0019 

•Ml" 

- 0,0866 

— 1,3939 

— 1,0638 

— 0,0979 

+ 2,8167 

+ 0,1149 

+ 0,0026 

• IM '; 

+ 0,1305 

+ 2,6672 

+ 1,9900 

+ 0,4561 

— 4,7524 

-0,1934 

- 0,0044 


+ 0,1)00003 

— 0,000748 

+ 0,00712 

— 0,000760 

— 0,001084 

+ 0,001337 

— 0,000286 

•j.mI' 

— 0,00075 

— 0,1746 

-0,01376 

— 0,00310 

+ 0,03319 

— 0,00194 

+ 0,00037 

. im '.' 

+ 0,00002 

+ 0,00046 

+ 0,00034 

+ 0,00009 

— 0,00108 

+ 0,00006 

+ 0,00020 


33 * 


A 
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* 

$ 

* 


* 

$ 

$ 


• 


Viertes Sysl 

em. 



■MC 

-0,0213« 

-0,0908 /«’ 

-0,0691 /«" 

—0,0040/«"' 

+0,1697 /« ,r 

+0,0070 /«’ 

+0,0002/«»' 

am';' 

+0,0979 

+ 1,9275 

+ 1,5329 

+0,0952 

-3,3325 

-0,1358 

—0,0031 

am';' 

-0,0883 

-2,0075 

—1,5504 

-0,1336 

+3,4071 

+0,1385 

+0,0031 

.» i /'," 

-0,0948 

-1,9348 

-1,4454 

+0,2850 

*+3,4507 

+0,1404 

+0,0032 

am';' 

- 0,00022 

+0,00481 

+ 0,00445 

—0,00011 

—0,00986 

+0,00037 

-0,00022 

am'“ 

-i 0, IH >108 

+0,02369 

+0,01678 

—0,00194 

-0,03897 

-0,00325 

+0,00024 

am';' 

-0,00003 

—0,00071 

-0,00054 

+0,00012 

+0,00103 

+0,00009 

+0,00013 




Fünftes System. 



■MC 

+0,00610« 

— 0,00665 /«’ 

—0,00334/«" 

— 0,000 13 u" 

-0,00762/«»’ 

+0,01366 «’ 

+0,00105/«»« 

AM\' 

—0,00007 

+0,00847 

—0,00281 

-0,00012 

-0,01010 

+0,00914 

+0,00071 

am; 

0.00008 

—0,00221 

+0,01029 

-0,0001 1 

-0,01034 

+0,00777 

+0,00060 

AM 7 

-0,00001 

-0,00020 

-0,00033 

+0,00553 

— 0,( H )306 

+0,00077 

+0,00006 

.U/', v 

-0,00002 

+0,00009 

+0,00009 

+0,00002 

+0,55413 

-0,10874 

—0,00834 

am; 

-0,00007 

+ 0,00013 

+0,00024 

+0,00008 

—0,23584 

+0.46921 

-0,01436 

AM Y 

1-0,00003 

+0,00042 

+0,00090 

+.0,00028 

-0,00786 

+0,07222 

-0.16 S 82 




Sechstes System. 

• 


AMI 

+0,0000586.» 

+0,0000704«' 

+0,0000797/«" 

—0,0000054 a "' 

—0,0001570/««» 

—0 000024 In » 

-0,0000044/«’« 

AM T 

—0000038 

—0,001284 

-0,001781 

+0,000085 

+0,00221 1 

+0,000572 

+0,00006:1 

am) 

+0,0000453 

+0,0019986 

+0,0032785 

-0,0003530 

-0,0037987 

+0,000190! 

-0,0001257 

AM) 

+0,0000217 

+0,0004211 

+0,0020730 

+0,0064524 

—0,0037660 

—0,0014915 

-0,0005046 

AM) 

- 0,00000 

—0,00007 

—0,00015 

— 0,00007 

+0,01602 

—0,24730 

+0,00569 

.5,1/1 

— 0 

—0,00004 

-0,00010 

—0,00005 

+0,12280 

+0,32065 

+0,002 10 

A 1/1 

0 

+0,000002 

+0,000006 

+0,000003 

+ 0,011406 

-0,003022 

0,016984 




Sicbenles System. 


- v’.C 

■MC 

+0,0004798« 

—0,0001761// 

— 0,0000940 y " 

—0,0000021««'" 

-0,0001471.««'* 

+0,0000428 «« r 

+0,0001419/«’* 

am'; 

— 0,000/144 

+0.001218 

-0,000143 

-0,000001 

—0,000428 

—0,000333 

+0.000419 

am\‘ 

-0,000030 

-0,000280 

+0,001662 

+0,000002 

—0,000486 

—0,000535 

+0,000529 

am; 

—0,0000021 

-0,0000327 

—0,0000611 

+0,0009840 

—0,0002600 

—0,0004441 

+ 0,0003086 

AM V 

0 

—0,0004 

-0,0008 

—0,0002 

+0,1293 

—0,0958 

+0,0561 

AM't 

— O . OOQ 02 

-0,00015 

—0,00037 

-0. Q 0011 

-0,05413 

+0,07293 

1+0,03586 

am ; 

0 

+0,0001 

+0,0002 

+0,0001 

-0,0015 

+0,0151 

+0,4752 


9 . 

Zur Conlrolle der berechneten Werlhe der Ilüllsgröfsen (7/1* , r/i A .) A erhalt 
man aus XXVII. vermittelst der Gleichung = 0 die Formel 

xxviii. A = o, • - 

k 

durch welche je sieben von den Gröfsen welche zu demselben 

System gehören und in derselben Vertical- oder Horizonlalreihc befindlich 
sind, mit einander verbunden werden. Die Gröfsen B\’\ C/ A,i) selbst con- 
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trollirl man leicht durch die Formeln 

' m (**»-**». . 

Da, um JM[ h) aus dM[ h) zu erhalten, von dem Coefficienten mit wel- 
chem ,u (A) multiplicirt ist, die Gröfse abzuziehen ist, so zeigen diese For- 

meln , dafs in der Varialion von g {h) die Stimme der in die Variationen der 
Planelenmassen mulliplicirten Coefficienten der Gröfse g (h) selber gleich 
wird, und dafs die Summe der in die Variationen der Massen mulliplicir- 
ten Coefficienten in der Variation der Gröfse M[ h) verschwindet. Die For- 
moln XXIX. ergeben sich daraus, dafs 

= L*V], 2BW = 1. 

. e • i i . 

Man hat daher aus XXV. die Gleichung 

= g ih \ 

i i* 

und aus XXVI. und XXVIII., 

scsy' = x( Wt , 

* t * * i 

wie zu beweisen ist. Aus der letzten Gleichung sieht man, dafs durch die 
zweite der Gleichungen XXIX. zugleich die Controlle der für die Gröfsen 
(#/»*, gefundnen Werlhe gegeben wird. 

Zur Controlle der für die Gröfsen CJ A,1) berechneten Werthe kann man 
auch noch die Gleichungen * 

XXX. SMpCf'» = iW, 

k 

XXXI. ZM\ h 'a h ' i) = 0 

h 

an wenden, in deren lelztrer, wenn i — k, für 0 rechter Hand ^ gesetzt wer- 
den mufs. Subsliluirt man den für Cj h,i) gegebnen Ausdruck XXVI., so ergiebt 
sich die erste dieser Gleichungen aus XXVIII. Die zweite folgt durch Sub- 
stitution des für 0, h,i) gegebenen Ausdrucks vermittelst der Gleichungen 


XXXII. «1,0a = 0, 

h 

XXXIII. 2jtoMpM$\m u m u ) k = - \2M^'Mp\ 

h « » Ä 

Die erste dieser Formeln ergiebt sich daraus, dafs wenn man den Werth . 

(m k ,m k .) h 2 4 


t 
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substituirt, wo h' nur die sechs von h verschiedenen Werthe annehmen darf, 
sich in der Doppelsumme je zwei durch g^ — g^ 0 und g {h,) — g^ dividirte 
Terme gegenseitig aufheben. Um die Formel XXXIII. zu beweisen, bemerke 
ich, dafs die dortige Summe gleich wird der Doppelsumme 

^ g^Mp Mp • MP } 

h,h‘ ♦ 

welche sich auf die Doppclsumme 

^MpMp-^M[^ 

h, h> 

reducirt, wenn man in letztrer die Combinalion h = h' wieder ausschliefst und 
jede Combination verschiedner Werthe von h und h! nur einmal nimmt. Giebt 
man jedem der Accente h und h' alle Werthe von 0 bis 6, so dafs man h und W 
auch dieselben Werthe annehmen läfst, so niufs man für die vorstehende Doppel- 
summe den folgenden Ausdruck setzen : . . . 


= -J (ZMpMpf 

h h 

welcher sich, wenn k und k ’ verschieden sind, auf die in der Formel XXXIII. 
angegebene Gröfse 

— tZAW'Mp' 

reducirt. Die vorstehende Gleichung zeigt anfserdem, dafs man , wenn k=k, 
in XXXIII. zu dem Ausdrucke rechts die Gröfse j zu addiren hat. 

Man hat noch, wenn h und h", k und k" von einander verschieden 
sind, die Formeln: 


XXXIV. Jfp OP -f Cp‘> *>} = Mi h >M\ K "\ 

XXXV. ^ { Mp Op *> -f Mp OP *">} = 0. 

Um die erste dieser Formeln zu beweisen, rnnfs man die Gleichung 


XXXVI. ZMr>{m k ,m,U 

* » 


Mir» 

gj) 


za Hülfe nehmen , welche man durch Substitution von XXVII. leicht erhält. Zum 
Beweise der Formel XXXV. dienen die Gleichungen 


XXXVII. 


f m}MP(m k ,mp h ±MpMp(mL„,mp h } = 0, 


|f/ W Mp (»h , m) h -j- Mp Mp (m,„ , »04 = Mp Mp • Mp f , 

welche man ähnlich wie XXXII. und XXXIII. findet. 
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Die Gleichungen XXIX. ergeben sich auch aus der Betrachtung, daf's 
wenn sich in dem System der Gleichungen VIII. säiumüiche Zahlencoefficienlen 
in dem gleichen Verhältnisse ändern, die Wurzeln g sich in demselben Verhält- 
nisse ändern, die Werthe der Unbekannten iWi A) aber ungcändert bleiben werden. 
Hieraus kann man zufolge der §. 5. gemachten Bemerkung schliefsen , dafs, wenn 

in den Ausdrücken für Jg (h) und die Variationen /t = u' = ^ T1 == | 

gesetzt werden, sich Jg ll) in g {h) verwandeln und J Mp verschwinden mufs, 
woraus die angeführten Gleichungen von selber folgen. Ebenso ergeben sich 
die Gleichungen XXX., XXXI., XXXIV., XXXV. a priori daraus, dafs 
ZMp' = |, =|, 

h 


| ZMpMp> = (), = o, 

i ■ di4 ■ 1 h 

und daher die Variationen dieser Summen, 

M\*>, 2-M\ 

• . I n ^ 


f 


£{Mp-JMp + Mp- JMp } 

h 


verschwinden müssen. 


10 . 


Zur leichtern Vergleichung mit den von Herrn Leverrier gefundnen Re- 
sultaten sollen noch aus den gefundnen Zahlenwerlhen die Coefficicnten in den 
Variationen der Verhältnisse der Gröfsen N abgeleitet werden. Man gelangt 
zu denselben vermittelst der Formel 

Ni _ Mi 

Mi r »»co 


Ni 


. woraus 


N; 

\d M-, 

d Mi 

Ni 

t Mi 

Mi 

Ni 

| » 

3 Mi 

Ni 

rw 

Mi 


»»(')/«, ’ 

i(M° 
Q*>- 


i 


V 




Führt man aus XXII. die Werthe der Gröfsen öM ein, so hebt sich der mit Q 
multiplicirle Term fort. Man kann dnher, wenn mun, wie hier, blofs 

braucht, in den Werthen XXVI. der Gröfsen C den achten Term fortlassen. Auch 

N- 

bei den Variationen von ^ findet der Satz Statt, dafs die Summe der Coef- 
ficienten der Variationen der Planetenmassen verschwindet , welcher eine 


4 


.V 


— 264 — * * . * 

schliefsliche Controlle über alle -gemachten Rechnungen giebt. Um zu sehen, 
wie weit diese Controlle erfüllt wird, habe ich in der letzten Columne die 
Summe der in jeder Horizontalreihe enthallnen Coefficienten der ,tt, fj,' etc., 
welche in den absolut strengen Werthen verschwinden soll, in Einheiten der 
letzten Decimalslelie hinzugefügt. 

Zusammenstellung der sieben Systeme Auflösungen der Gleichungen V. 
nebst den Variationen der Werthe der Unbekannten für eine Änderung 
der Planetenmassen in dem Verhältnisse l : 


Bezeich- 
nung <ler 
Unbe- 
kannten. 


* Werül*nlr*«lie * I Coefficienten der verschiednen (a in dem Ausdrucke ihrer Variation. 


angenommenen 
Massen. 


.1 




T + 


Erstes System. 


5,2988733 


t 

a«, 

A, 
a, 
A, 
Ai 


+ 103,29933 
f 10,200668 
+ 6,416474 


A, 

Jh 

A, 

A . 

A , 


A , 

K 

w; 

a ; 

Al 

a ; 

Al 

Al 

J < 

Al 


56 

- 0 , 0106745.14 

+ 0 , 0042580.93 

7,5747191 
— 7,8168589 

• 7,3129033 

+ 5.8086635 i. J 

— 0 , 0036768.09 


- 0,1635 

+ 2,4341 

+ 0,9768 

+ 0,0389 

+ 1,9184 

+ 0,0920 

+ 0,0022 


— 78,8504 

— 200,8713 

— 28,2320 

+ 6,3283 

+ 287,4875 

+ 13,7627 

+ 0,3828 

+76 

+ 0,1261 

- 6,2507 

— 8,4272 

+ 0,1210 

+ 13,7368 

+ 0,6731 

+ 0,0209 

0 

+ 0,0039 

— 1,3578 

— 4,0906 

- 0,0786 

+ 5,2484 

+ 0,2664 

+ 0,0092 

+9 

— 0,0019 

+ 0,0212 

+ 0,0084 

- 0,0002 

— 0,0075 

— 0,0186 

— 0,0015 

-1 

- 0,0013 

+ 0,0169 

- t - 0,0066 

- 0,0003 

- 0,0046 

— 0,0165 

- 0 , 0009 , 

-1 

+ 0,0007 

- 0,0105 

— 0,0041 

- 0,0000 

+ 0,0018 

+ 0,0115 

+ 0,0004 

-2 


+ 0,4451 

+ 0,3000 

+ 1,2452 

' * t , 

i 1 . „ v , 

v. 

+ 2,2665 

— 14,7849 

+ 7,2402 

- 0,6047 

— 1,6959 

- 6,9033 

> 

- 0,1654 

— 0,8968 

— 4,1052 

+ 0,0006363 

— 0,0000285 

+ 0,0014652 

4 - 0,0003197 

— 0,0001260 

| 

- f 0,0011321 


Zweites System. 

+ 0,1565 
+ 0,5134 

- 0,0089 

- 0,1124 


- 0 , 0038477.59 

of • ji-M 


»- 0 , 0000 ^- 0 ,«»«» - 0 , 0000,3 


+ 5,1805 
+ 4,5186 

+ 8,8286 

+ 5,0638 i 


- 0,0000147 — 0,0002942 - 0,0015458 


w )- 

— 0,0000661 + 0,0003481 

- 0,0004926 

-■ 


i - 0,2416 

+ 0,2409 

+ 0,3747 

+ 0*2107 


— 0,0017259 

i ■ -i/Biin'/ 

+ 0,0011596 


+ 0,0058 

+ 0,0053 

T 0,0093 

+ 0,0055 


—2 


+2 


— 0,0002159 +24 


— 0,0000821 

nub^t 

SOI 


+2 


* 



i V- 


Ihr niinirritchvr 
nunpilnl Wffltll für <!io 
llnb«*- I angeiiommcnrn 
tannt'-n.l l):it«>n. 


Coßfficienten der vcrschiednc» fi in dom Ausdrucke ihrer Variation. 


f* 


,in 


22,4273091 
— 0,0563966.3 


-(-0,2141503.5 


— 1,3413225 



1 P” | /* v | /*'* 


Sechstes System. 


» i 




-•A.. - 

1-0,0230 


I ■ 'r.i.l 7 

— 8,6001745 


0 

0,0021 


—0,0246 


! 1 


0,0293 


-f-8.8225143 


.41 


9,0002 


1 - 0,0012 


—0,0709 
-(-0,5891 
- 0,2553 fi 


-1,7815 NI 


f .*■ ’ 


+0,0025 




I- 

1-0,0004 - 0.0025 (—0,0056 


+0,0028 

—0,0803 


+1*11« —0,0535 

IV • 


1 " M 

-0,5661 M -2,7830 


0,0058 


+0,001 1 

+0(0054 


+ 17,5264 
-rO,1181 ¥ 


-10.0259 +0.0037 


-1,2411 


-0,3954 


+0,1916 

-0,0543 — 0,6597 

+0,0026 —3,2775 


—0,0025 


-I 1,1733 m +0,1326 


-21,9435 0 +223477 


+4,5608 4-0.3351 


^3 


0,0370 

+0,053 1 R ^ , 


+3,5131 +0,5795 -* 


L 


5/ 


+ * 




*2 


,3939 -i t 


Siebentes System. 


. 

I ' 


68 

1-0,01 37320.0 


Ü 9 f*** 

—0.00030 


VI 


+0,0151 |02.3:i 


a. • -] vif 4 r "I 

T * TT. H 1(0,0164237.12 


Pt# > • . v ;, • 1 

J» .0.0603080.1 



at 1 

i 0,0581604 2 t — 0,ii00(»l 


+0,0001 > 

—0,00493 


- 0.00048 


—0,00173 


—0,00029 


-0,00005 

4 w i 


-0,00001 


+0,0004 1-0,0001 

I 1 

—0,00006 


— 0,00268 


-0,00263 
+0,00157 
0,00057 


—0,00077 
— 0,00013 




0,00« »9 

. /fbfc'X”.’ 


—0,00145 


- 0,0000 


—0,00029 


- 0,00021 


+0,00002 

— 0,00002 

f . t ^ 

—0.00009 


-0,00007 -0,0291 1 


+0,9452 

-0.00410 


1,3695 


-0,00468 


t 


-0,00162 


-0,00609 

—0,01590 


0,00389 


—0,00536 


-0,03378 

-0,01972 


T ;/ 


—0,0569 
— 0,(H»99 +0.01104 


+0.01237 

+0,01350 


+1 
V • 


0.01081 +0,01920 


+0,05021 


+0,04923 
■ % V3 


jM 


■**« 


• , , v M ^ f "vy y . j .j 

/RRRfe tferr Ldverrier isl mich bei Berechnung Her Variationen / — i‘ so wie fc * 

lWL 9 ( * #,.• X.'. • «i -v T . 


'AM 


^"iiei Berechnung der Gröfsen — selberpso verfahren, dafs er das vollständig •* 

- -■ B*- -rr . a . JT. .c : - _ ,7t ^ .Ir- v--- 


PpByslem von sieben Gleichungen in zwei Systeme von vier und drei GleichungeM-, 
"zerlegt. jedes mit eben so vielen Unbekannten, und bei Berechnung der Varia- 
W lionen der Unbekannten des ersten Systems die Variationen der drei Unbekannten • w 
lies zweiten und bei Berechnung der Variationen der Unbekannten des zweiten 
•‘.^Systems die Variationen der vier Unbekannten des ersten Systems vernachlässigt, „V; . *, 
PRimil keine weitern Correctionen filr diese Vernachlässigungen nnhringl. Er vnriirt| * 
nämlich die Coßfficienten der fflr die Wurzeln g von ihm gebildeten biquadrali- 


’.y 


\ ■ 


Tff 

• • 

V ” - * 


"TT 

v 


* • . 


jtMT 




. ; - ■*. * m 

.***:♦ " , • *♦ ' t «■* 

ft » • 4 • . .4 ft. . 


ft 


« 


~ .. J 


*«67 


Afc • 




sehen und cubischen Gleichung; und berechnet duraus die Variationen J// } und 
dann mit diesen durch die strenge Auflösung eines Systems von respeclive vier iL 

V 

und drei lineflren Gleichungen die Varinlionen #-^r-s Zur Gontrolle braucht auch ' 

Herr Leverrier den Solz, dafs in jeder Variation 7jjr die Summe der in die « 
sieben / 1 mulliplicirlen Gröfsen verschwinden muls. Aber diese Conlrolle ist bei 




ihm nicht, wie bei unsern strengen Formeln, entscheidend, da sie nach dem 
Von ihm befolgten Gange «1er Rechnung einlreflen muls, >vie hedenlend auch 
der durch den Eiullufs der von ihm vernachlässigten Glieder verursachte Fehler _ 

JKSfta" 

sein möge. In der Thal linden zwischen den Zalilencoöfficienten der vorste- 

t ■ . jy. 

hendeu und der von Herrn Lever rier gefundenen Ausdrücke der J ' nicht 

j|t i. >y. 

unbedeutende Unterschiede Statt, wahrend die Werthe der g und ~ selber eine 

, [• 7* • •. * * < ' , \ 1* A ** 

viel bessere Übereinstimmung zeigen. T3 

Zur Vergleichung der Genauigkeit der beiderlei Resultate sind die in «" 

iV" A" 

multiplicirten Variationen vou etc. in die Gleichungen subsliluirl wor- 

den, welche sich aus III. zur Bestimmung dieser Variationen ergeben*). Setzt 


■*> * 

Vi 


I 

4 > 


man nämlich wieder 


MMM 




0222 ® = «. %' 





ans den Gleichungen III. 




'c' 

m 


«! "'V ”■ 



„ ;ixcy = 0. • 

jbMmFi riaftr . t 

• y» ... _ > • . etc. i _ .. •» - *.’i .1 


und hieraus, wenn man die Planetcumassen variirl: J 

. ■ w x .. hWj 

-f I2Ü! \ " j JjMjj 

t - -i'/W' 'iTTTii ’ 


. w y* > * - * >. * ***:? 

— KJ,H| ) J -j ;u. 1 1 ^/ T - - ■ ■ 


iro - • 



+ -££-|.J/'-(0, 1)*- .... -*-(0,ti)u v, | — 0, 

Y - ft . * > ich habe das drille System gewühlt, weil in den Variationen desselben die Ab- 

. ■ J V* 

Weichlingen besonders erheblich sind; so werden in dem Ausdrucke von J die Coef- 

ficientcn der verschiedenen n bei Lcrvrrlcr und nach den hier geführten llcclinuugen: 
— 0,10^04: i-3,0üm. — 2,71193; —0,02005; 5,73826; 0,21778; 0,00090; ^ 
— 0,14956; -2,79710; -2,50683; +0,02231; 5,21399; 0,21236: 0,00480. 
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• V* 
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ino{^>+fMiy^4- ;.:.+(i,6| 


3"; 


a; 


'"**: *. — [*■» , ])^7v» + .+JE§*-jJj 


A'. 


^ X r\- ■'■ 

-i ^fK'/"-(l, «)/'-(!, •->),."■ 

- ' *, etc. 


fc 

i». 


r* 

► • 

» 

1 • 

■ 

f 1 

r 



• •— ci»6> v i = %V'i 


Diese Gleichungen müssen für die iu jedes einzelne ft- multiplicirlen Terme be- +' # 
sonders erfüllt werden. Bezeichnet man z. B. die Coefficienten von ju" in -i<JA < ./ 

• ' un( l ^ ~ry roit y und >'*, wo y, = 0, so müssen die 7 Gröfsen y und r k den 
r 7 Gleichungen ^ ' /j» < J - r , - 

i\'» <• __ 


f ? 


f 


liii] CV4) ^ •••• ^ 

*» pifi.y ™ 

- »' 

A" > 

w/y 


a: 


H 

4, 


etc. 


, 'N’" 

genügen, von denen die dritte für die beiden ersten Terme blofs den einen — ' 


r*V 

ft,- 

Kl 

Yr*:- 

L 

l ' 


p. . _ 

: 


*?•$ enthalten wird. Wenn man in diese Gleichungen für die Gröfsen y und v k die r \ ’ 

^ * • von Herrn Leverrier und die nach der hier geführten Rechnung gefundnen 

Zahlenwerthe substiluirt, so werden die Gröfsen linker Hand, welche in den 
verschiednen Gleichungen verschwinden sollen, 

bei Leverrier: . ’ * ' *’ J-* *- * 

-0,2H; — 0,185; —0,004; —0,237; +0,001; +0,001; 0; * 

hier: +0,0002; +0,0003; +0,0003; +0,0002; —0,0001; +0,0001; 0. 

2f * .'.*•» • ■* * h. * • rr * • .1 

• ^ *r, 

.'•■Jüan sieht hieraus, mit wie viel gröfsrer Schärfe die durch Anwendung der 4 ..' 

« * • strengen Formeln gefundnen Resultate den Gleichungon , durch welche die Cor- , j. 
I * reclionen bestimmt werden, Genüge leisten. 7 


Li 
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j | 


Aus den Variationen der Verhältnisse der zu demselben System gehörigen Bi / * * 
7 berechnet Herr Lever rier für jedes System die Variation einer dieser Gröfsen sei- •* * 
her, welches um die übrigen zu finden ausreicht, und aufserdem die Variationen der . 

7 Winkel/? (§. 5.). Man erhält aber einen mehr symmetrischen Gang der Rechnung^ «. 
wenn mau, ohne die Variationen der Verhältnisse der Gröfsen \ einzuführen, 

i * deren Berechnung hier nur der Vergleichung der beiderlei Resultate halber an- 

r ' w ' - T7 7 • . • 


/ «t* 
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» 


r 
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gestellt worden ist, die Variationen der Gröfsen iV and der \\ inkel ß unmittelbar 
aus den Variationen der Gröfsen M ableilet, was auf folgende Weise geschieht. 
Die Formeln VI. und die ani Ende des §. 5. gefundenen Formeln, 




ergeben 


i *• 


' s-i- 


, BJA-AJB JK _ A AA+BJB jj 

\.\\\ III. dß == jp , ,7g A 1 ’ - 


XXXIX. 


_ u. (, > 




'‘V /.'Ä 

r ^ , KSMi v u 

J fffo r ^ “ - ■ ■ r 

wo ich wieder ÖM, = eingefrthrt habe, weil die Werthe dieser • 

Gröfsen in der oben am Schlufs von §. 8. ausgestellten Tabelle gegeben wor- 
den sind. Aus den Formeln (§. 5.) • . ) . * 

•->> == mtw+tri > v y* •- *•>- 

Ä® = 4JM5P+ + • ■ ■ • -r^ ; ^^.si 

folgen, da AL^ = \L^^\ die Gleichungen _ 

z/.4 (0 = // ( y M,v> -f U! 9 Aff* -f . . . 

dB ® ' 

* #*a» / .• • * ^ 

Setzt man daher 

BH^—AU* _ D A/IW+BU‘> __ . 

k “‘ S " 




Ä* 


B'W h) — A'L^> n , A’W h >-\- B'L< h) “ ” 

gi = ÄT— if - 




K* 

„ v etc. etc., V 

so wird zufolge XXXVIII. 

\ *•* Aß = D„m t +D i m t + - v 

.... ^ 

* .•-?.•* *> . • *■ t V 1 

• . .. ' ■ */ / / etc- _ * ; 

v * *3- = r.iM,+nm+ .... +ä<>ä, 

^ A ' • * ' * 

* . M = F'cTiit.'-i-F^iWH- .... 

• # A r 

elc< 

Nennt man «f,' ) und die Anfaugswertbe von e (,) und ffl t0 und setzt 

‘ '. imf f 4’ v> (0 — »'S 

so hat man 





# * * 


•» , « 


r . v. 
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Uni nus diesen Gleichungen dg zu erhallen, multiplicire man dieselben respeclive 
mit Äi, elc., So verschwinden noch geschehner Addition die mit den ver- 
schiednen Facloren äM i multiplicirten Aggregate wegen der Gleichungen XVI.’, 
der Coefficient von Jy wird I, und daher 

XX. .dg — M u p ( , -J- jtf, />, . . . . -f- iW ( , p 0 . . i . ; 

Um die Correctionen der Gröfsen M zu erhallen, bringe man die Gleichun- 
gen XIX. in die Form: 

p n = MoJg -j~ {g — g’) (g 1 — [o, o]) [o, t ] dM x -}- .... ^}- [G, 6] diHs, 

*— AH.+ <✓- [l,IJ)#JH + . ^ 

etc. etc. . 

Mriltiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit den zu g' gehörigen 
Gröfsen des zweiten Systems, itf«, etc., so bleiben nach geschehner Ad- 
dition rechts' vom Gleichheitszeichen nur die zweiten Terme, indem vermöge der 

« * * • • ’ -* ■ • * 

Gleichungen XVII. die übrigen mit den verschiednen Gröfsen d'M, multiplicirten 

Aggregate. verschwinden; ebenso verschwindet das mit Jg mulliplicirte Aggregat, 
weil es den Factor Mf,M{,-\- M\-\- = 0 erhall, und inan findet: 

+ WM, + . > . . ~ WM- Hz* + v •• + WP*l 

* ( y y 

Vertauscht man die Gröfsen g ’ , Ml, M[ etc. des zweiten Systems mit den 
Gröfsen des 3len,y", iMT.', M'i etc., dann mit denen des 4ten u. s. f,, so erhilt 
man noch fünf ganz ähnliche Gleichungen. Setzt man 

= Q,, , ‘ • 7’ 

so erhält man endlich als siebente Gleichung 

+ = Q, 

w'ie aus der Gleichung M 0 JM u -{- M^JM X 4- -\-M y i 0 folgt. Multipli— 

cirt man diese siebente Gleichung mit ftl { „ die sechs vorhergefundnen der Reihe 
nach mit den Facloren M'„, M " etc. und addirt alle nach geschehner Multiplica- 
tion, so werden die“ Unbekannten JM { bis aof JM„ sämmüich eliminirt; ebenso 
bleibt nnr JM t übrig, wenn man die Facioren itf,, M'l etc. wählt u. s. f. 
Wenn man die abkürzenden Bezeichnungen einführt: » 


XXL 

• » 


(««,.»*„) = ; 

(«»„,«»,) *= 

. ■ s V 

(«• 1 , **l) = 


JKK 

9~4 


Mi 

g-*' 


Ml’ Ml 


M^Ml_ j_ J ™o J 
9—4 ‘ 9— 




9—4 


4' ' " ' 9—9" 

jrt+r-v t 0 -tp ' 

WM". • 


etc. 


mm 

tt ~r • • ♦ • \ .. ^ 

9—9%- • . 1 9-T^y 


i 

V 
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wo immer (»»*, »*,) = so findet man auf diese Weise für die Varia- 

tionen der Unbekannten M des ersten Systems, 

( d'M„ = ff»„ , -f (*n u , «i) />, -f -j- (//i„ , tn 0 )p r , -[- iW„ (> , 

XXII. ) 


d'iW, = (i/J|,7/i 0 )/?, j -J- .(«!,, //!,)/?, -f- +( w, n w O^. + -Wi0. 

( etc. 




■ ■ ■ I i 


• y 

> 41 




■M 


# 

.* 


Man hat jetzt nur noch in XX. und XXII. die Werlhe 

Pi ,== M).“ (0 -MM} 

zu substituiren und die ganz ähnlichen Ausdrücke zu bilden, welche sich für 
die übrigen Systeme ergeben. 

Setzt man die Correctionen des (A j-l)len Systems, 

XXIII. Jg^ = W h) p-\- D? y-f .... -f J%V 
und 

XXIV. = O a > x V+ Cpy+.... -f-Q A - V 1 , 

* * - .1 ' • | — 

so erhält man auf die im Vorigen angegebne Art die allgemeinen Ausdrücke 

XXV. B!*> = +« w (M+C/?HiM)** H 

und 

XXVI. 6’*'” = + + 

• ••.+(».<, •».). Mtn 6, .•>+ (m. , ./,,)» m ’ {#'*' - [i, iJH- i .Mi*' Mf*. 

Hier ist, wenn man das Glied, das durch g {h) — g (A) dividirt sein würde, fortläfst, 


, N Ml Ml. 1 '; Mi M{, , 

("'* » ■+ yib-y' T 


MVMV 
' g w —g r ' 


* . XXVII. 

Es ist ferner 

'(•V*) = O, |i.*] = (*,0)-f(i,l) + .!..+(«, 6), 

und die Gröfsen (», i') sind die oben vor dem System V. angegebnen Zahlen. 

.Man sieht aus dem Obigen, dafs die 392 Gröfsen B\ r,) und 
welche die Aufgabe zu berechnen fordert, jede durch Addition von respective 
7 oder 8 Termen erhalten werden. Diese Terme selbst sind unmittelbar durch 
die bereits berechneten Werthe von g {h \ und durch die 196 Ilülfsgröfsen 
(»«*< «lOfc gegeben. 

Ich lasse jetzt die Tabelle für die Werlhe der Ilülfsgröfsen (»/»*, m k ,) h und 
dann die Tabelle für die Werthe der Gröfsen CP' ,l) selber folgen. 


^ # 


33 


«t 

r m 


7 + 
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Tabelle für die Gröfsen (w x 


(»in, ?//ii)n 


(»Im, »t i)m 

(»*i , 


(//»,„ W 2 )„ 

(»»ij *W 2 ) 0 

(l»j , »» 2)0 



(Wo, 

(W M «»„), 


(Die Tabelle ist nach dem obenslehenden Schema angeordnet; abwechselnd sind von jedem 
System aufser den Gröfsen der Diagonale seihst entweder nur die oberhalb und rechts 
oder die unterhalb und links von der Diagonale befindlichen Gröfsen angesetzt.) 

0. t. 2: 3. 4. 5. G. 


— 0.038361 


+0.0932013 

-0.234815 


+ 0 400312 
4-0.103056 
0.0706072 
4-0.00423656 
—0.0243357 
—0.00143356 
+ 0.00021570 


— 0 0202365 

+0.0689293 

+0.0068831 

+0.00135226 

+0.00015518 

—0.00018029 


Erstes System /r = 0, y = 5,29 
+0.0816323 +0.00555445 +0.00194345 
—0.158150 —0.0095599 +0.00926369 

-0 227941 —0 0118426 +0.00996476 

0.0819272 +0.00362850 
4-0.481014 


-0.0430341 
+0.0013901 -0.0994045 
+0 00218915 +0.00159071 


+0.190176 

+ 0.00105073 +0.00103262 +0.1301316 
—0.00023643 —0.00012470 -0.0147348 

Zweites System A= t, y = 7.b7 


+0.00074331 

+0.00509745 

4-0.00551945 

+0.00202784 

+0.271865 

+ 0.078887 


—0.0014702 

-0.0024856 


—0.00052757 0 
-0.00116569 1 
0.00122876 
-0.00043093 
-0.057300 
-0.0213148 
+0.341554 


•-0.191003 


-0.0656293 


+0.0821214 
—0.0237752 +0.494346 
+0.0175162 
+ 0.0224095 
— 0.00004716 
-0.00025452 
+ 0.00000755 


-f-0.0062117 

-0.129747 


Drittes System A = 2 
-0.0166964 +0 0185156 
0.287524 -0.410526 

- 0.254544 +0.528834 

-0.919560 


—0.413029 
—0.459062 
+ 0.00097891 
+0.00521148 
0.0001 5492 


+0.522900 
+ 0.484098 
-0 00120111 
—0.00630574 
+0.00048770 


+0.484324 
—0.00043625 
-0.00679477 
: 0.000 18543 
Viertes System A = 3 


, y = 17. tö 

+0.00000408 

—0.00001626 

—0.00032370 

+0.00161224 

+0.0203050 


+0.0113278 
+0.1166629 
—0.0033845 
, y = 17.8G 


-0.00009422 

+0.00216940 

-0.00367375 

+0.00444043 

+0.1062406 

-0.135726 


-0.159867 

+0.00374211 


+0.000002321 0 

— 0 , 

T-0 

-0 
— 0. 

+ 0 . 

+ 0 . 


>.00005544 

1.00010136 

>.00014924 

».Q033007 

».00327814 

>.0673720 


0.0642776 


-0.597800 


f 0.0593079 

— 0.0Q48745 
( 0.0016626 

— 0.1MI015888 
-0.00000062 
-000000801 
+0.00000021 


Fünftes System A = 4-, ^ = 3.71 

-04)89314 —0.057336 - 0 00333806 +0.00471325 

-0.197562 - 0.087600 — 0.0062022 +0 00356312 

0.167018 -0.0077934 ( 0.00321573 

0 0724343 +0.00057942 
+0 0102680 


0. 


+0.1252838 
-0.0659112 
+ 00044668 
— 0'00004461 
+0.00017589 
-3.00000388 
Sec 

1. 


(-0.1411840 
-0.0148301 
-0.00013197 
-0 00037614 


+0.208610 
-0 00007428 
—0 00149407 
0.00001077 +0 00003799 


+0.0424132 
+0.0214632 
-0.00107892 

listcs System A = 5, y = 22,4 


+0.00255334 
(-0.00210732 
+0.00197753 
+0.00046129 
+0.0345275 
-0 0345415 


+(>.'0108917 

+04)0041120 


0.00025482 
-0.00061137 
+0 00089480 
+0.00063378 
+0.117865 
+0.0733991 
+0.657883 


2 . 


3. 


+0.0497284 


6. 


•* 
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1 . 


9. 


Siebentes System h — (i, g = 2,268.. 


-0.316359 


-0.0349717 

-0.1418967 


-0.0205206 

-0.0663951 

—0.1246750 


-0.00120471 

—0.0036527 

-0.0051820 

—0.0654369 


-0.00143487 
-0.00408443 
-0,00512882 
—0.00294476 
-0 535683 


— 0.00065308 
— 0.00186829 
-0.00234842 
-0.00135496 
-0.243815 
-0.171855 


4- 0 Q005751 1 

+0.00127766 

-0.00005060 

+0 00076140 

+0.123215 

+0.0627985 

—0.0290838 


0 

1 

2 

3 

4 

5 : 

6 


Tabelle der Coefjficienlen der verschiednen in den Ausdrücken 
von \ h) = J M[ h) + r’ > etc. 


An ge wendete Controller Die Summe der in Einer Zeile stehenden Coefficienten 
mufe = der Hälfte des entsprechenden M sein. 



5 1 

$ 

* 

cf 

% 

* 

• $ 




Erstes System. 



J.w„ 

+ 0,4545/i 

— 0,1514/i* 

+ 0,0266 u" 

+ 0,0048«'" 

+ 0,1366,«»' 

+ 0,0062 « v 

+ 0,000 tu' > 

<!>/, 

+ 0,0605 

+ 0,5222 

— 0,1262 

— 0,0107 

— 0,3108 

— 0,0146 

— 0,0004 

JJf, 

+ 0,0421 

+ 0,2740 

+ 0,1154 

- 0,0119 

—0,3172 

— 0,0148 

— 0,0004 

iT.H, 

+ 0,0027 

+ 0,0196 

+ 0,0033 

+ 0,0104 

— 0,0290 

-0,0014 

+ 0,0000 

<JJf, 

— 0,0037 

— 0,0004 

+ 0,0036 

— 0,0004 

+ 0,0094 

— 0,0129 

— 0,0011 


—0,0018 , 

— 0,0008 

+ 0,0014 

+ 0,0001 

+ 0,0114 

-0,0124 

— 0,0004 

<m. 

+ 0,0004 

— 0,0008 

—0,0007 

— 0,0001 

— 0,0023 

+ 0,0028 

+ 0,0012 




Zw 

eites System. 



Mt'o 

— 0,2199 /1 

— 0,48% ft 

+ 0,0861 u" 

+ 0,0155/1"' 

+ 0,4394,«'» 

+ 0,0203«» 

+ 0,0005«'* 

() M\ 

— 0,0339 

+ 0,3762 

— 0,2179 

+ 0,0085 

+ 0,2094 

+ 0,0093 

+ 0,0002 

.T.w', 

+ 0.0039 

- 0,2501 

+ 0,5976 

-0,0038 

— 0,0246 

— 0,0011 

•— o.odoo 


+ 0,0016 

— 0,0105 

+ 0,0285 

+ 0,0455 

- 0,0409 * 

- 0,0017 

—0,0000 

.F3i' 4 

+ 0,0016 

+ 0,0026 

— 0,0027 

— 0,0005 

- 0,0019 

-0,0043 

- 0,0007 


+ 0,0008 

+ 0,0015 

—0,0026 

-0,0002 

+ 0,0076 

— 0,0107 

— 0,0001 

, <J M', 

— 0,0002 

— 0,0002 

+ 0,0001 

+ 0,0000 

— 0,0013 

-0,0012 

+ 0,0009 



* 

Drittes System. 



*»" 

+ 0,0253« 

-0,0528«* 

— 0,036 tu" 

—0,0032«'" 

+ 0,0794 fi" 

+ 0,0032«' 

+ 0,0001/1'' 


+ 0,0470 

+ 1,0569 

+ 0,6681 

+ 0,0680 

— 2,0356 

— 0,0825 

— 0,0019 


- 0,0866 

— 1,3939 

— 1,0638 

— 0,0979 

+ 2,8167 

+ 0,1149 

+ 0,0026 


+ 0,1305 

+ 2,6872 

+ 1,9900 

+ 0,4561 

— 4,7524 

-0,1934 

-0,0044 


+ 0,(KX)003 

— 0,000748 

+ 0,00712 

— 0,000760 

— 0,001084 

+0,001337 

— 0,000286 

J.W'c 

— 0,00075 

— 0,1746 

— 0,01376 

— 0,00310 

+ 0,03319 

— 0,00194 

+ 0,00037 

«T.V',' 

+ 0,00002 

+ 0,00046 

+ 0,00034 

+ 0,00009 

-0,00108 

+ 0,00006 

+ 0,00020 


33 * 
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* * 

* 

L * 

L 

1 * 

$ 

1 2 


• 


Viertes System. 



•MC 

- 0 , 0213 »' 

- 0,0908 ft 

— 0,0691 / i " 

—0,0040.»'" 

+0,1697/ i *» 

+0,0070/1» 

+0,0002/ i »> 


+0,0979 

+ 1,9275 

+ 1,5329 

+0,0952 

-3,3325 

-0,1358 

-0,0031 

< mC 

-0,0883 

-2,0075 

—1,5504 

-0,1336 

+3,4071 

+0,1385 

+0,0031 

< M /‘," 

-0,0948 

-1,9348 

-1,4454 

+0,2850 

+3,4507 

+0,1404 

+0,0032 

.1 J»C 

+0,00022 

+0,00481 

+0,00445 

— 0,0001 1 

—0,00986 

+0,00037 

-0,00022 

, mC 

+0,00108 

+0,02369 

+0,01678 

—0,00194 

0,03897 

-0,00325 

+0,00024 


-0.00003 

— 0,00071 

-0,00054 

+0,00012 

+0,00103 

+0,00009 

+0,00013 




Fünftes System. 



•MC 

+0,00610» 

— 0,00665/.’ 

— 0,00334. »” 

— 0, 00013/1'" 

-0,00762/ i ** 

+0,01366/1» 

+0,00105«»» 

.» M \' 

—0,00007 

+0,00847 

—0,00281 

—0,00012 

-0,01010 

+0,00914 

+0,00071 

.1 M'i 

-0.00008 

—0,00221 

+0,01029 

-0,0001 1 

-0,01034 

+0,00777 

+0,00060 

,) M " 

— 0,( KH )01 

— 0,00020 

-0,00033 

+0,00553 

— 0,00306 

+0,00077 

+0,00006 


-0,00002 

+0,00009 

+0,00009 

+0,00002 

+0,55413 

-0,10874 

-0,00834 

.1 l/', v 

-0,00007 

+0,00013 

+0,00024 

+0,00008 

—0,23584 

+0,4692» 

-0,01436 

.nC 

+0,00003 

+0,00042 

+0,00090 

+0,00028 

-0,00786 

+0,07222 

-0,16882 




Sechstes System. 

* • 


• M/J 

+0,0000380» 

+0,0000704«' 

+0,0000797»" 

—0,0000054»'" 

—0,0001570/1*' 

— 0.0000241/1* 

-0,0000044,»** 

. m /; 

— 0.000038 

—0,001284 

-0,001781 

+0,000085 

+0,002211 

+0,000572 

+0.000063 

«f-i/J 

+ 0,0000453 

+0,0019986 

+0,0032785 

—0,0003530 

-0,0037987 

+0,0001901 

-0,0001257 

J.wj 

+0,0000217 

+0,0004211 

+0,0020730 

+0,0064524 

—0,0037660 

—0,0014915 

-0,0005046 

.1.1/', 

-0,00000 

—0,00007 

—0,00015 

—0,00007 

+0,01602 

—0,24730 

+0,00569 

« M/i 

— 0 

— 0,000 p 4 

-0,00010 

—0,00005 

+0,12280 

+0,32065 

+0,00219 

<n/; 

0 

+0,000002 

+0,000006 

+0,000003 

+0,011406 

-0,003022 

-0,01*984 


| <1 *1,1» — 


Siebentes System. 



•M/V 

+0,0004798» 

— 0,0001 761/ i ' 

— 0,0000940/' 

—0,0000021/ i "' 

-0,0001471«*» 

+0,0000428»» 

+0,0001419/1'* 

«T.l/V 

-0,000044 

+0.001218 

-0,000143 

-0,000001 

-0,000428 

—0,000333 

+0,000419 

ÖM't 

-0,000030 

-0,000280 

+0,001662 

+0,000002 

—0,000486 

—0,000535 

+0,000529 

.11/'/ 

—0,0000021 

—0,0000327 

—0,0000611 

+0,0009840 

—0,0002600 

-0,0004441 

+0,0003086 

.i i/V 

0 

—0,0004 

—0,0008 

—0,0002 

+0,1293 

-0,0958 

+0,0561 

,T 

— 0, 0< X 102 

-0,00015 

-0,00037 

-0,00011 

-0,05413 

+0,07293 

+0,03586 

j mV 

0 

+ 0,0001 

+0,0002 

+0,0001 

-0,0015 

+0,0151 

+0,4752 


9 . 

Zur Conlrollc der berechneten Werthe der Hülfsgröfsen erhillt 

man aus XXVII. vermittelst der Gleichung Mty = 0 die Formel 

XXVIII. = 0, - 

k 

durch welche je sieben von den Gröfsen («*, »»*.), welche zu demselben 
System gehören und in derselben Vertical- oder Horizontalreihe befindlich 
sind, mit einander verbunden werden. Die Gröfsen B\'\ C /*’ l) selbst con- 


* 
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trollirl man leicht durch die Formeln 


■?«*> =,<», 


XXIX. 


i 


2C>y\ = \Mf". 


Da, um JM[ h) aus tMfji A) zu erhalten, von dem Coefficienten CV 1 ’**, mit wel- 
chem « (A) mulliplicirt ist, dieGröfse i^ h) abzuziehen ist, so zeigen diese For- 


Plan eien müssen multiplicirten Coefficienten der Gröfse g (h) selber gleich 


ten Coefficienten in der Variation der Gröfse iW^ A) verschwindet. Die For- 
meln XXIX. ergeben sich daraus, dafs 


wie zu beweisen ist. Aus der letzten Gleichung sieht man, dafs durch die 
zweite der Gleichungen XXIX. zugleich die Controlle der für die Gröfsen 
(*»*, «**<)/! gefundnen Werthe gegeben wird. 

Zur Controlle der fitr die Gröfsen C* A,I) berechneten Werthe kann man 
auch noch die Gleichungen ’ 


anwenden, in deren Ielztrer, wenn i = k, für 0 rechter Hand ^ gesetzt wer- 
den mufs. Substituirt man den für C\ h,i) gegebnen Ausdruck XXVI., so ergiebt 
sich die erste dieser Gleichungen ans XXVIII. Die zweite folgt durch Sub- 
stitution des für CJ M) gegebenen Ausdrucks vermittelst der Gleichungen 


Die erste dieser Formeln ergiebt sich daraus, dafs wenn man den Werth . 


mein, dafs in der Variation von g (h) die Summe der in die Variationen der 


wird, und dafs die Summe der in die Variationen der Massen multiplicir • 



et i i 


Man hat daher aus XXV. die Gleichung 


SD?' = JSMp'.jto = g {h \ 


i i * 


und aus XXVI. und XXVIII., 

zQ h ' l > = 



XXX. SM \ h >c?’ l) = iM} A) \ 


XXXI. SM[ h 'Q h ' l) = 0 


t 


h 


t 


XXXII. SMfyfiWfa, tn t .) h = 0, 

XXXIII. S^MpM#\m k , m lt ) h = -±SM^'M\ h ?\ 

A * « h 


(m k , m k .) k = S 




t 9^-9^ 


$ 
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substituirt, wo /*' nur die sechs von h verschiedenen Werthe annehmen darf, 
sich in der Doppelsumme je zwei durch g (h) — ^ (A ° und g {hr > — ^ (A) dividirte 
Terme gegenseitig aufheben. Um die Formel XXXIII. zu beweisen, bemerke 
ich, dafs die dortige Summe gleich wird der Doppolsumme 

^ g^MpMp-M^MiP 

welche sich auf die Doppelsumme 

h, v 

reducirt, wenn man in letztrer die Combinalion h — h! wieder ausscbliefst und 
jede Combination verschiedner Werthe Yon h und h' nur einmal nimmt. Giebt 
man jedem der Accente h und h' alle Werthe von 0 bis 6, so dafs man h und !t 
auch dieselben Werthe annehmen läfst, so mufs man für die vorstehende Doppel- 
summe den folgenden Ausdruck setzen: - - 

\ * iHp Mp - 1 ZMtf) M$> . Mp Mf? 

h h 

welcher sich, wenn k und k' verschieden sind, auf die in der Formel XXXIII. 
angegebene Gröfse 

—tsnWMp' 

h 

reducirt. Die vorstehende Gleichung zeigt anfserdem, dafs man , wenn K — k , 
in XXXIII. zu dem Ausdrucke rechts die Gröfse -£• zu addiren hat. 

Man hat noch, wenn h und h", k und k" von einander verschieden 
sind, die Formeln: 


XXXIV. 2 {M£"' '« *>} = M pMp'\ 

XXXV. Z { Mp Cf ’ « -f- Mp Q h > *">} = o. 

^ h , * * 

Um die erste dieser Formeln zu beweisen, mufs man die Gleichung 

xxxvi. -riHPK, • 

za Hülfe nehmen, welche man durch Substitution von XXVII. leicht erhält. Zum 
Beweise der Formel XXXV. dienen die Gleichungen 

2 { Mp Mp (w* , "h‘)h + Mp Mp (in k .. , »*,)*} = 0 , 


XXXVII. 


I Zf {Mp Mp (»»* , m,) /t -(- Mp Mp (m*,. , «.,)* ) = ~f' Mp Mp • Mp \ 


welche man ähnlich wie XXXII. und XXXIII. findet. 


* 


Digilized by Google 


71 


* 




% 

* 


— 263 — 


Die Gleichungen XXIX. ergeben sich auch aus der Betrachtung, dafs 
wenn sicli in dem System der Gleichungen VIII. säm ältliche Znhlencoßfficienlen 
in dem gleichen Verhältnisse ändern, die Wurzeln g sich in demselben Verhält- 
nisse ändern, die Werthe der Unbekannten aber ungeünderl bleiben werden. 
Hieraus kann man zufolge der §. 5. gemachten Bemerkung schliefsen, dafs, wenn 

in den Ausdrücken für 4g (h) und die Variationen /a — u’ = g" — I 

gesetzt werden, sich Jg^ l) in g ih) verwandeln und verschwiuden mufs, 

woraus die angeführten Gleichungen von selber folgen. Ebenso ergeben sich 
die Gleichungen XXX., XXXI., XXXIV., XXXV. a priori daraus, dafs 

= I, =1, 


zWW' = o, = o, 

und daher die Variationen dieser Summen, 

k h 


i -«( 
I n Tr ii 


verschwinden müssen. 


10 . 


Zur leichtern Vergleichung mit den von Herrn Leverrier gefundnen Re- 
sultaten sollen noch aus den gefundnen Zahlenwerthen die Coßfficicnten in den 
Variationen der Verhältnisse der Gröfsen N abgeleitet werden. Man gelangt 
zu denselben vermittelst der Formel 

* ( r i .i 1 * # 

'»W 


N t _ 

N k M k f m« 




woraus 


Ni 

\dMi 

JM k 

N k 

t Mi 

M k 

Ni 

4 8 Mi 

8 Mk 

Nk 

VW 

M k 


Führt man aus XXII. die Werthe der Gröfsen öM ein, so hebt sich der mit Q 
multiplicirle Term fort. Man kann daher, wenn man, wie hier, blofs 
braucht, in den Werthen XXVI. der Gröfsen C den achten Term fortlassen. Auch 
bei den Variationen von ^ findet der Satz Statt, dafs die Summe der Coef- 
ficienten der Variationen der Planetenmassen verschwindet , welcher eine 




sr- 


Digitized by Google 




264 


■ 

schliclsliche Controlle über alle -gemachten Rechnungen giebt. Um zu sehen, 
wie weit diese Controlle erfüllt wird, habe ich in der letzten Columne die 
Summe der in jeder Horizontalreihe enthaltnen Coefficienten der <u, fi' etc., 
welche in den absolut strengen Werlhen verschwinden soll, in Einheiten der 
letzten Decimalstelle hinzugefügt. 

Zusammenstellung der sieben Systeme Auflösungen der Gleichungen V. 
nebst den Variationen der Werthe der Unbekannten für eine Änderung 
der Planetenmasscn in dem Verhältnisse t : l 


Bezeich- 
nung tler 
Unbe- 
kannten. 

Ihr numerischer 1 
Wertli für <lie 1 
angenommenen 1 
Massen. 

Coefficienten der verschicdnen fi in dem Ausdrucke ihrer Variation. 

fi \ \ H" \ fi'" | fi” j fi- j fi-i 





Erstes System. 





0 

5,2988733 

-0,1635 

+2,4341 

+0,9768 

+0,0389 

+ 1,9184 

+0,0920 

+0,0022 ‘ 


•V„ 

A, 

+ 103,29933 

-78,8504 

- 200,8713 

—28,2320 

+6,3283 

+287,4875 

+13,7627 

+ 0,3828 

+76 

A. 

A, 

+ 10,200668 

+0,1261 

—6,2507 

—8,4272 

4-0,1210 

| 

+ 13,7368 

+0,6731 

+0,0209 

0 

A* 

A, 

+6,416474 

+0,0039 

—1,3578 

—4,0906 

-0,0786 

+5,2484 

+0,2664 

+0,0092 

+9 

A* 

A, 

-0,0121377.56 

—0,0019 

+0,0212 

+0,0084 

-0,0002 

-0,0075 

—0,0186 

—0,0015 

— 1 

A, 

A, 

-0,0106745.14 

—0,0013 

+0,0169 

—0,0066 

-0,0003 

-0,0046 

-0,0165 

—0,0009 

-1 

A, 

A, 

+0,0042589.93 

+0,0007 

-0,0105 

—0,0041 

-0,0000 

+0,0018 

+0,0115 

+0,0004 

-2 




Zweites System. 






7,5747191 

-r 0,4451 

+0,3000 

+1,2452 

+0,1565 

+5,1805 

+0,2416 

t 0,0058 


A., 

a; 

-7,8168589 

+2,2665 

—14,7849 

+7,2402 

+0,5134 

+4,5186 

+0,2409 

+0,0053 

0 

Ai 

a; 

+7,3129033 

-0,6047 

—1,6959 

-6,9033 

-0,0089 > 

+8,8286 

+0,374? 

+0,0093 

-2 

Ai 

a; 

+5.8086635 

-0,1654 

-0,8968 

—4,1052 

-0,1124 

+5,0638 

+0,2107 

+0,0055 

+2 

Ai 

a; 

-0,0036768.09 

-0,0006363 

—0,0000285 

+0,0014652 

-0,0000147 

—0,0002942 

—0,0015458 

—0,0002159 

-24 

A*. 

a; 

-0,0038477.59 

+0,0005197 

-0,0001260 

+0,0011321 

—0,0000661 

-i-0, 0003481 

—0,0017259 

—0,0000821 

— 2 

Ai 

Ai 

+0,0008227.714 

- 0,000 1898 

-0,000026(1 

V 

—0,0004623 

-0,0000136 

-0,0004926 

• 

+0,0011596 

+0,0000250 

+2 


f 



Dir numerischer 
Werth für die 


Rozeich 


Coeflicicnten der verschiednen u in dem Ausdrucke ihrer Varialion 


Drittes System. 

+4,2063 -0,018» 

-0,26764 +0,00501 


+0,0091 | | [ 
+0,00057 -i 


+0,1917 


+3,6056 

-0,36213 


+0,02490 


+0,61579 


-0,01741 


0,21246 


0,00486 


5,22801 


-,0.13647 +3,31102 


f 0,0001571 


-0,0000280 


+0,0001684 


-0,0002686.22 


1,0000157.209 


0,00961 


0,01449 


+0,35440 


0,02174 


-0,1454a 


0,19241 


W - -2.618*. 

»H) ! ' 

K) +2,69524 


0,11484 -0,00264 


+ 1,40463 


• D.09 115 


+0,00249 0 

-0,( 1040 ( I 

KiTT? ( 

+0,0000074 0 


+0,10957 


-0,07137 


1,55987 


Fünftes System. 

ä+ 0,0067 +0,0021 

+0,44205 +0,01628 


+2,8276 
+1,04609 +2,10609 


+0,6602 


3,7136434 +0,0001 

-0316652« +0,00440 


+0,10098 (-0, 14480 


+O,0i‘ .7 


—0,54178 -0,12388 


+0,09917 


+0,06898 +0,00413 


0,49005 


-0,00056 


+0,02120 


+0,03416 


-0,00635 -0,00196 


0,32348 


-0,00304 

Wf . 


+0,64753 


—0,00170 


-0,47272 


,14956 —2,79710 —2,50683 


mingdcft 

Unbe- 


angenomuii'iien 

Datin. 


• »unten 


£ 


— > ... 


17,1525573 
+0,0561438 * 


• t So 

~77 


-0,4454850 


+0,1034470 


17,8632966 £•( 

-0,0245767 

V, *■. 

+0,2099933 


-0,2315229 


0,0000119.17 

. Jf-s . ’*y • 0 

— 0,0001337.88 

t ' * • 

n " Jiu. 1 • i 

O,IMHX)073 1946 




+0,(»223l 4 5,21399 +0,21236 

—0,0003189 +0,0000196 — 0, 0000(174 

XL 

-• 0,0003745 -(»,0001810 —0,0008814 +0,0001045 +0,0000125 « 


• • ♦ - # a 

* • ■ % 

'M 

M 

« • 


•v,- ' V V . v | 

* ‘ I r m y +* fr *r.<H 

Viertes Syslem. /•'}_. J; ^*,.7 y . - ■’.'&& '■ 

*'■ ^ ■ ’/.-v'lirl 

. -M 


+0,0000153 -i-0, 0003501 +0,0002358 -0,0001418 —0,0005319 +0,000065! 

r* 7'Tr*'^ f .’t v'3 p j m 


5439845 


-0,5382496 
A';.' 

-0,6201246 ( 0,00098 


-1,4263523 iij 
• 1,1251482 


— 0,00017 
— 0,00015 -0,00263 


• 7 - 




-0,241* jpr 1% . 

-0,16480 

” ’l 


+ '> V 
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Herr Leperrier ist niicfi bei Berechnung der Varialionen so wie * ' 



litinen der Unbekannten de> ersten Systems die Variationen dor drei Unbekannten 
» ,tes zweiten und bei Berechnung- der Variationen der Unbekannten des 7Avciten 
. ; Systems die \ nriationen der vier Unbekannten des ersten Systems vernachlässigt, t.' 

- und keine weitern Coircictibnen för dfese Vernaehlfissigmiffeii anbringt. Er variirl 
nämlich die Coeflicicnlen der för, die Wurzeln^ ihm gebildeten biquadrnti-V*"> ' 




| & 




* 

♦ 


,♦ ' « » • • 

• * - • # */ 

* - - v " 

Ti : • • -7 * • • 


• • • 


\ * 


. 





sehen und cubischen Gleichung; und berechnel daraus die Variationen Jg, und 
dann mH diesen durch die strenge Auflösung eines Systems von respec-live vier 

Und drei lineflren Gleichungen die Variationen Zur Conlrolle braucht auch 

' N-, 

Herr Lecerrier den Satz, dafs in jeder Variation die Summe der in die 

sieben u muitiplicirten Gröfsen verschwinden mufs. Aber diese Conlrolle ist bei 
ihm nicht, wie hei unsern strengen Formeln, entscheidend, da sie nach dem 
von ihm befolgten Gange der Rechnung einlreOen nmis, wie bedeutend auch 

der durch den Eiullufs der von ihm vernachlässigten Glieder verursachte Fehler 

- 

sein möge. In der Thal finden zwischen den Zahleneoöfficienlen der vorste- 

*** ■ ' ' ' J\'i 

henden und der von Herrn Lecerrier gefundenen Ausdrücke der nicht 

pf. ' * 

unljcdeutende Unterschiede Statt, wahrend die YVerlhe der g und W selber eine 

viel bessere Ü bereinstimmung zeigen. _ ^ 

Zur Vergleichung der Genauigkeit der beiderlei Resultate sind die in u" 

N" N* 

muitiplicirten Variationen von etc. in die Gleichungen substiluirt wor- 

den, welche sich aus UI. zur Bestimmung dieser Variationen ergeben *J. Setzt 
man nämlich wieder • 

-■cUStt 

so folgt aus den Gleichungen III. 


KM - V N 1 ’i -Jf'i T l u i *1 7\ 

i ^ M) ^ 


und hieraus, wenn man die Planelenmnssen variirt 


-f- |<Mj d • • • • ^ 

(—.... -*■ (t), G}',m v *} — O, 


Ich halte das drille System gewühlt, weil in den Variationen desselben diu Ab- 

£• die Coef- 


weichungen besonders erbeblich sind; so werden in dem Ausdrucke von J TS- 

ficicntcn der verschiedenen /t bei Lccen'icr und nach den hier geführten llcchnuugen 
- 0,10284; . — 2,7 1193; — 0,02085 ; 5,73826; U, 21778; 0,00090; 

—0,14956; — 2,79710;f^2,50(>S3; +0, 022.11; 5,21399; 0,21230; '0,00486. 
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HP + M ijf ^ +••■••+ M! “ 


ZV 




•JBr'tfl 


zv; 


- ÄCi 


ZV" 


| ■ '**,... +iMj^+(y , -[Mj)^^+ 

T ^-^./'-;i, o.«-(i, ■*).«■' — — -(i,6>") = <fe 

etc. 

Diese Gleichungen mössen für die in jedes einzelne fi mulliplicirlen Terme be- 
sonders erfüllt werden. Bezeichnet man z. B. die Coefficienten von ,u" in ¥ • 

“ ~ Ar 


+83N 


« 

* 



' und .d-^ mit y und wo >^ = 0, so müssen dio 7 Gröfsen y und r t den 


7 Gleichungen 






■ |W?1 l^ + O' - (°> -)3 TS* T I "."]; M !Mlr,+ .... +!M)r. - 0 , 


I 1 . -I ^ + (7 ~(*i '/O -jf* + *.+(/'— El. U)*’. + — -f — <■ 

-•••• ‘ ***** ‘ «ic. ’f^TV 

A ZV" 

genügen, von denen die dritte für die beiden ersten Terino blofs den einen ~ 

** « 

enthalten wird. Wenn man in diese Gleichungen für die Gröfsen y und v k die r • 
I; von Herrn Lecerrier und die nach der hier geführten Rechnung gefundnen 
Zahlenwerlhe subsliluirt, so werden die Gröfsen linker Hand, welche in den 
verschiednen Gleichungen verschwinden sollen, *• 

bei Lecerrier: 

—0,241; —0,195; —0,064; —0,737; -jrO,OOf; -fO,OUl; (); 
hier: 4*0,0002; -f 0,0003; -j-0,00<)3; ^-0,0002; —0,0001; -j- 0,0001; 0. 

• Man siebt hieraus, mit wie viel gröfsrer Schürfe die durch Anwendung der . 
strengen Formeln gefundnen Resultate den Gleichungen , durch welche die Cor- , 
rectiunen bestimmt werden , Genüge leisten. * * 


ZV" 


Lr 


r 




TtäJ 




11. 






f . 


t 


,• " Aus den Variationen der Verhältnisse der zu demselben System gehörigeniV / 
berechnet Herr Lecerrier für jedes System die Variation einer dieser Gröfsen sel- 
ber, welches um die übrigen zu finden ausreicht, und aufserdein die Variationen der . 

7 Winkel/? (§. 5.). Man erhält ober einen mehr symmetrischen Gang der Rechnung, , 
wenn man, ohne die Variationen der Verhältnisse der Gröfsen N einzuführen, 
deren Berechnung hier nur der Vergleichung der beiderlei Resultate halber an- ' 



gestellt worden ist, die Variationen der Gröfsen N und der \\ inkel ß. unmittelbar 
aus den Variationen der Größen M ableitet, was auf folgende Weise geschieht. 
Die Formeln VI. und die am Ende des §. 5. gefundenen Formeln, 


ergeben 




AM, 


/ « (0 ) 


— , Ks'mß = A, Kcosß = B, 




vvW .„ , , KJA-AJB AK AJA+BJB 

xxxviii. Jß = ^ , 


MO«. + • 




JF 

JK , <JM, 

.. 

»r JA. | Kai * li \7 

Ni ~K~T pp^n H ~~ ^ 
wo ich wieder dAfj =»^4* *4*^« eingeführt habe, weil die Werlhe dieser 
Gröfsen in der oben am Schlufs von §. 8. aufgeslellten Tabelle gegeben woi£ 
den sind. Aus den Formeln (§. 5.) , , - 7 J ■- 

. . >> ' ■ J» = Äüf^-f «' JKP 4- . • • • • 

folgen, da ^H< 0 = = die Gleichungen 

aa& = i/d' 3jr.v> w JAfp 4- .... 

j&-> = lö mp 4 -£'<* üi° + ■••• *-****•> 

. .* •. . * • • ‘ • f • • . — 


Setzt man daher 

BH^—ALM 

______ 

ß»£f(A) — A'L^ 




ä* 

etc 


= z>„ 

™ A'//< A >-fF£ (, ° «i "* 

= />„ — ^ ^ ^ 

B friftv etc.,^Np# • 

so wird zufolge XXXVIII. 

z//? = . . . . 4 -ZMJHn, 

- ; ; *• jß = /*,«; 4- d\ dji;4- .... 4- vjML , jSSSS \ 

et«- / - 

4f = «,+#', <W + • ■ • • +***, 

^ = FdM^i^'dJ/p . . ..+Fo«;, 


etc. 


Nennt man und aj° die Anfangswerthe von e 0) und <ö ( " und setzt 

ifiStr eip 1 /(«w 1V 0 ) = 





I' • 'Ä. 

I ■* 

l 

I 

r 

L * 

[; 
r * • 

|- . 

U * * • 

K *• * 

I*. ;• . 

I* • ’ 

F ' * 

fcy .• 

PH*. 

ft* _ . 


h- . 


• , # ft« T - • ' 

* - .. 

Y . • ■■ r 

. . v * - 

* * . ' • • • 

* < ' • V’. • 


i^facli Berechnung der GröJsen findet man durch die obige Forme! XXXIX 
die Variationen JN;, wenn man noch die Grölsen == • aus 

den für die Gröfsen d'M\ gefundnen Ausdrücken bestimmt. 

Da in dem Ausdrucke von die Coefficienlen der einzelnen n die 

• J Kyh) 

Summe haben, so erhält diese Summe in -s^~ den Werth £ und ver- 

•schwindet in deu Ausdrücken von J und JNi h) , was mon auch leicht 
u priori beweiset. 


Berlin, den 9ten August 1845. 

. * . • » 

•• .V» * 


* * - 
«- 
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Sulla condizione di uguaglianza di due radici delPequa- 
zioue cubica, dalla quäle dipendono gli assi principali 
di una superiicie del second’ordine. * 

, fr M .»3 '•*>»' 

’* • , - •_* ( Katratto <lal giornati- aicadirn Tom« XCVIX. } ^ 
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* "p*a ricerca (legli assi principali di una superiicie del sccond'ordine. rivieue al 

• ‘ • problcmn di passare da Ire coordinnle retlnngolnri x, y, « a Ire tiuove coor- 

• dinate retlnngolnri />, //, p", in guisa che l’espressione ^ * 

-iü irasformala in questn piü semplice - 

II sig. Kummer e giunto a rappresehtare il valore che ha il quadralo del 
prodotlo delle differente delle Ire quanülä G, G' , G" per In söinma di setic 
quadrali, i quali possono meltersi sollo la forma scguente 

I V EF> - FE'f \[BD- DB’ -f CD' - ÜC 2 A D' - ü J’)T 
l T iö(FI)' — Dl- [CE-EC\AE'-EÄ-2{BE KB ) f 
*.\ -M5 DeZ ED'?±{AF'-FA^BF-FB’-2{CF -FV)T-.- 

) ^^ ^ [BC -CB’ CA'-AC^ AB -BA r 

v -#* •. •• # 

-Vl uMj' - - BC — DD, ty = EF-AD, 

V " 2. ) ß' = CA- KE, E = FD- BE, . \ . 

. ' * C" = AB— FF, F' — DE— CF. 

• pep meglio conoscere In naluru di questo bei risnllatoj' esprimcrö la rndice di 
*• ciascuno de' seile quadrali in funzione delle quanlilä G, G', G" e de'coefficienti 
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delia sosliluzione 
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l<i quäle determina le nuove coordinate p , />', //' per le coordinnte x , y,%* 
Le formule algcbriche alle quali sono pervenuto in qnesta ricerco, forniscono 
una nuova dimostrnzione dello formuln del sig. Kummer , e possono anclie esser 



uiili in nitre occasioui. 
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• • J* * 

4 m •• * 
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Fra i nove coefficienli deH'equazioni (3.), si hanno le venfidue relazioni 
conosciute W’.- ' * \ .~l- . J * ' • *5» ;*.*• 




fr' C* . . ►* = i» •' 

[V * • '\*2*3L - 1, «'«' + <i'ß' + // =1, , J J3r. 

& # . ; * * 

l'i • » . e • . 


1 T 





ß r +w+py Ä .Q, =0, 

■ML r«+yy+/'^ = o, 

•' ■ ■ 

ß'r'‘-ßV = <- >") — ßy" = «\ ßy' -fty =«", ., 

: ‘ = /v- r V'=/r, ;w/-y« = /r, 




• iäffVjp(r • k a^y M 4* ofß"y-^<i"ß/ — er/S'y — ti! ßy n ßy == 1. 

* 31a, per I’uopo nostro, un’allra bisogna aggiungerne un po’piii nascosta, . 

• • * S * ' • • 
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k • • # ;• w ^ 

4C, V * •* la quäle si puö dedurre dalle formale precedenti nel modo che segue. \ : • * •_ 

• v _ 9A* * yop- ^ ^ .*r 

. • . y)(ftP+n') 

41 V ' .W.* ^u'a"i3'jr-iy + a , a' , y , y''-f'±a',Ty'a"liy + a'iy-a''ß' r . ' * ^ 

• * **** ’ a . * 1 * ^ ^ 'flr • ^ ’t ■* * <* *. > ^ * 

•J)u iniesta formula se ne ricavano duc altre, alternando Ira loro le ledere et ’ * 


&v . aP v/y MMR« ^ 

^ * Da (piesta formula se ne ricavano due altre, alternando Ira loro le lettere ♦ * # * ’. 

. . ' ’ w " e ß, e le lettere Key. Soramiamo le tre formule cosi otlenute ; poi facciamo . 

' • . uso della formula m ■ 

• '.f; «v»"W+.//’)= . 

• »Sr 1 .* • ".• . • ; •: * ’ : s > _ 

K .-; * — . ' • •„ * •• • ••• ;■■■ • * •.. •••-* -' • 

##% ■■*.":,■■■ :, •*-. • V- • ••>• .. 

* j. • , i • * * . • * 

t* . ’vrvSfjMfi* 1 i * * • - 



e dolle due simili: otterremo finnlmente 

•'X*\ 


5. 


** ' (. i < rtkrt- r^ff 

2[a 2 a ,2 a" T -]-ß i ß , 'ß" 2 -\-yy 2 y" 2 ] 

= u'ß'y-tt"ßy \-a''ßy -aß! y" + aß' y'-u'ß'y 

-f a'ßy , .a'’ßy]-a' , ß , y.ap'y + aft ,, y , -a'ßy". 


*) 




UV. 


Designern questa quantitä ne’calcoli seguenli colln leltera J\ La quantitä /’ 
non cangiando di valore, allorche si allernnno siinultancamente tra loro le quantitä 

0 Ä 0 » fl“ • £, „bh 

si deduce dalla formula (5.) quesl’altra notabile ’n 

ä L a' i a"*+ß i p i .p: 2 +yyY 1 = ■ •< 

, „ .1 * C „ , * * ;■ • 

iT'fnv li iftiuuüO >»in (.UI l 'jlimrrm Ml*tr <>.■» -» imM jimiuovm ulh*U 

ITT 

» U1 * , r . uu i!*»b 

■f # 

Soslituendo le formule (3.) nell’equazione 

U. Gpp-\-G'p'p’-\- G"p"p"—Axx-\-Byy-\- Czz-\~2Dyz^-2Ezx-^2Fxy f 
trovasi 

A = Gaa^GW +.G'W', 

B = Gßß+G'ß'ß'i-G"{1"ß", 

c = Gyy -\-&yy*\G*y'y\ 

B = Gßy+G (ty + &’(¥• y", 

E = 

F = GajJ^W/r^G^/K 

m <‘|» , • • i . jJ iv fj 

Ouesli valori, soslituili nelle formule (2.), forniscono le seguenli 

»4' = G'G''aa-{-G"Ga'«'-fGGV'«", 

B' == G'G''/*/?4-G"G/?'/3'4-GG'/9"/r, I 
<7 s=_ G'G"yy + G" Gy'y -f GG'y"y " , 

G = G'G"ßy-\-G"G(fy-\-GG'ß"y", 

E = G'G"ya+G' , Gya’\-GG'y"a", " 
i?* = G' G" «/? -f 6'" Ga' ff -\-GG’ a"ß". 

'pH K^ill pB W) . OwWf'iWJv .jvni i mi 

Combinando i due sistemi di formule (7.) e (8.), e ponendo, per maggior 
brevilä, 

| G (G' 2 - G" 2 ) = m, G'(G" 2 - G 2 ) = G" (G 2 -G ,2 )= tu " , 

9 : j (G' - G")(G" - G)(G - G' ) == ». 4- W-f m" = itf, 
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Irovansi le nuove formule seguenli » * . • 

I FE' — EF —Maa! a" \ 

AD' -DA' = m(ay r -a"ßß') -\-m'(a" r / -*(¥[¥') +m"{ay’y -u'ß'ß), 
BD' -DB' = rn . aßß' -f w' -riß" ß -f m" • a" ßfi, 

DC-CD' = m • ay>f -{- tri • a'f y -j- m" • <*'>/, 

BC-CB' = ina{ßy\-ß’’y')\-iria'{ß'y-\-ßy')-\-m''a'\ßy' -\-ß’y). 

Per ottenere la seconda di queste cinque formule, bisogna operare qualche 
riduzione merce della formula 

a' 7 ß"y”-a"*ß'y' = a'y" (a'ß'- a"ß') - a"ß' (a"y~ «'/') = a 'fy-a"ßß\ 
e delle sue simili. 

Dalla seconda, terza e quarla delle formule (10.) puö dedursi il valore 
della quanlitä 

BD' — DB'\CDf—DV-2(AD'-DA). 

In quesio valore, i termini raoltiplicati per tu, sono 

aß ß"-\- 2 a" ßß — ay y" - ! 2 a'y" y , 
i quali, aggiungendo la quanlitä evanescente 

a'ß"ß — a" ß ß' a' y y — a" yy = ßy — yß , 
diventano i seguenli 

« ßß' -f -a'ß'ß-y a" ßß -(«//' -{- aYr + «>/)• 

Quesio coefficienle di iw, restando inallerato se gli accenti 0, 1, 2, si mutauo 
rispettivanienle negli accenti 1, 2, 0, *) si vede che le quanlitä rri ed tri' 
avranno il medesimo coefficienle. Da qui la formula rimarchevole 

* 11. BD’-DB \CV -DC -2(AD' -DA) 

= M [a ßßT -f a'ß ' /?-f a" ßß -«//'- y - a"yy']. 

Se coirultima delle formule (10.) sommiamo le due altre ehe da essa si derivano 
per analogia, si troverä che ciascuna delle Ire quanlilä m, rn’, m", e molliplicata 
pel medesimo coefficienle, e che perö si ha quest’altra formula rimarchevole 

BC - CB' + CA - AC - f AB’ - BA 
= M [aßy-\-a'ß'y-\- a" ßy' + aß'y'-\- a' ßy + a"ßy). 


*) Le lellere senza accento ovvero cogli accenti 4 > " si dicono avere gli accenti 0, i, 2. 


Formate )e formule anaioghe alla prima delle formule (10.) e le tre altre anaioghe 
alla formula (11.), ecco i valori delle radici de’setle quadrati, riportati di sopra: 







Ä = FE ' — EF' =. AI- a a' a". 


HHtfllO« 


•fff) onmi'iTowi bt 


AU = DF -FD = M-ßft'ß", i„ 

AI, = ED— DE' = Al- YY ' Y \ 

AU = BD'-DB , -\-CD'-DC t -2(AD , -DA) 

= Jf(« /?'/?"+«' ß"ß+ «"/?/?' - «//' - «y> - '(jf Y y)\ 

M s = C£?' — EC — EA’ — 2 {BE' — EB') 

= At(ßyy' + ß' Y " Y +ß" Y y-ßa'a"-ß'a"a-ß"aa'), 
AU = AF-FÄ+BF — FB' -2 (CF — FC') 

= M(ya , a , ^ya ,t a^y' aa > - Y ß , ^-yßrß--y'ßß>^ 

Al, = BC'-CB' yCA'-AC + AB'-BA' 


Si vede che il valore di ciascuna delle sette quantitä ä uguale al prodotto deila 
quantitä 

Al = (G'-G")(G"-G){G-G’) 


e di una funzione de’nove coefficienti deila sostituzione, ossia di una funzione 
degli angoli onde i Ire assi primitivi declinano da’ tre assi principaii. 


IV. 

Formiamo il quadrato deila quantitä Alt. Essen do 

aß'ß"-\-a , ß"ß+a"ßß , -\- a y Y " a ' Y " Y -\-a" YY ' = - 3 ««'«", 

si avrä 

Al\ = 9 AP « 2 et* - 4 ;W J [aß' ßP -f et' ßT ß\ a"ß (¥] [a Y ' Y " -j- Jfy+tPyfl. 
Sviluppando il prodotto, troviamo, prima le tre quantitä 

<tß , ß"yy-\-a n ß"ß Y " Y +a"*ßß' Y y, 

e poi 1a somma di sei altre designata, nel n°. II. per /’. Dunque 

M\ = AP (9 a 1 a n a m — 47) — 4 AP (« ? ß' (¥' / Y " - j- a n ß" ßy Y -\- a m ßß' YY '). 
Similmente trovasi 

Al l = AP($ß l ß ,l (r i -\r)-AM\ß i y Y "a!a"-\-ß n Y " Y a"a-\-ß! n Y ytta 
Al\ = Al\9y Y n y n - 4 1*) - 4 AP ( Y 2 a' a" ß'ß" -j- Y n a"a ß'ß -j- Y ' n a a'ßß). 
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Sommando i tre quadrati M\ , M\ , ilfj, rammentiamo la formula (5.) - 

r ^ 2(a i ct n a m +(?(¥*' ß n -\-fy n y n ), ‘ 

ed osservteuno che la somma dc’nove termini moltiplicati per — 4iW% e uguale 
al prodotto 

- 4 M \a (¥ f + a' ß" y -f «" ß/) [apy\a!ß y" a" ß'y), 
e perö alla qilantitä * . .. , 

■ ' ’ M 

olteremo ; ■ 

«:+«r+«: = -«(«: +■»:+»;>+ 

e quindi iinalmenle la formula ' , 

'* ^ = i5W+^+^)+ä:+ä:+^:+ä;» • 

la quäle e la medesima che la (1.) proposta di sopra. 'S • t >• • < 
Roma, 7 marzo 1844. 
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Neues Theorem der analytischen Mechanik. 

(Ans ilcn Monatsberichten der Konipt. Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom Jahre 1^38.) 


In einer Abhandlung von Enke im Berliner Jahrbuch für 1837 „Aber die spe- 
ciellen Störungen” findet man die partiellen Differcnlialquotientcn derWerthe, 
welche in der Theorie der elliptischen Bewegung eines Himmelskörpers für 
seine Coordinaten x, y, z und die Componenten seiner Geschwindigkeit x', 
y', z' erhalten werden. Die Elemente, in Bezug auf welche an dem ange- 
führten Orte die partiellen Differentialquotienten genommen werden, sind a die 
halbe grofse Achse, e der Werth der mittleren Anomalie für / = O , «die 
Excentriciläl der Ellipse, io der Winkel zwischen dem Perihel und aufsleigen- 
den Knoten, ß der aufsteigende Knoten der Ebene der Bahn mit der -Ebene 
der xy, i die Neigung der Ebene der Bahn gegen dieselbe Coordinaten -Ebene. 
Da die Anzahl der partiell zu difTerentiirenden Ausdrücke, so wie dio Anzahl 
der Gröfsen, nach welchen jeder differentiirl wird, sechs betrügt, so, wird man 


dx dx 


etc. haben, 


int Ganzen 36 solcher partiellen Dilferentialquotienten 

welche S. 305 und S. 309 der erwähnten Abhandlung übersichtlich zusammen- 
gestellt sind. Diese 36 Ausdrücke werden gebraucht, ‘ um die Coefficienten 
der Lagrange sehen Störurigsformcln zu bilden, in welchen die partiellen biffe- 
rentialquotienten der Slörungsfunclion J2, in Bezug auf die Elemente «, t etc. 

da de 


genommen, durch die Differentiale der gestörten Elemente ^ etc. aus- 


gedrückt werden. 


Man kann hieraus umgekehrt die Ausdrücke der Gröfsen 

ß Q JQ • 

_ etc. uuren die partiellen Difl'erentialquotienten etc. nbleitfen. 

Aber Poisson hat StöruHgsformeln gegeben, durch welche man direct diese 
Ausdrücke findet. Um in diesen letzteren Slörungsformeln die Coefficienleu zu 
bestimmen, hat man die sechs Integralgleichungen der elliptischen Bewegung nach 
den Gröfsen «, e etc. aufzulösen, so dafs diese Gröfsen Functionen von x, y, z, 
x', y\ z' und von t werden, und dann diese Functionen nach x, y, z } x\ y' , z' 
partiell zu differenliiren. Man wird auf diese Weise wieder 36 Ausdrücke 
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• Q n 

, - 3 — etc. erhalten, aus welchen die Coöfficienten der Poissonschen For- 

o *v dy 

mein zusammengesetzt sind. 

Statt der Gröfsen a, e etc. kann man beliebige, aber von einander 
unabhängige, sechs Combinationen derselben als Elemente einführen. Hat die 
Zahl k dieselbe Bedeutung wie in der angeführten Abhandlung, d. h. ist A 2 
die Gröfse der anziehenden Kraft für die Einheit der Distanz, so will ich statt a 

A-* 

die Gröfse , statt t die Zeit des Periheliums = ^--f, statt e die Quadrat- 

wurzel des halben Parameters, mit k inultiplicirt, oder die Gröfse ky(a(l — e 2 )), 
statt i die Gröfse kfp. cos i als Elemente einführen. Setzt man 
k* 


Ul 




‘Ja 

J 


kyp = ß, kyp-cosi = y. 


iimki 


|W 


a‘ 

T 




a , 


ut = fl, & 
dx dx 


= y 


so wird man leicht aus den Ausdrücken etc. die partiellen Difleren- 

lialquolienten von x, y, z, x' = -~ , y' = -^-, z' = ~, in Bezug auf 
a, ßi Yi a \ y genommen, oder die 36 Ausdrücke etc. ableiten 


O/i 8 & 

können. Ebenso wird man, wenn die Ausdrücke -^ 7 , etc. bekannt sind. 


Sn 8 ß 

daraus leicht die 36 Ausdrücke etc. finden. Aber wenn man diese 

neuen, nur wenig modificirten, Elemente wählt, und die partiellen Dilferential- 
quotienten der letztem Art mit den partiellen Differenliolquotienten der erstem 
Art vergleicht, so wird mau den merkwürdigen Satz finden, dafs die 36 par- 
tiellen Differentialquotient en etc . den 36 partiellen Differential- 

quofienten ~ etc. gleich oder von ihnen nur durch das Zeichen 


Ml 


it'jm 


ifaütVtH 


en sind. 

In der 

Thal 

hat man: 

litt 


\%\\ 

dx 

da' 

dx 


dp 

dx 

dy' 

\V r ,\\k 

da 

dx 1 * 

dft 

! ! ’)tly 1 

d^' 

dy ~ 

d*' 

V*U. 

dx 

da/ ~ 

da 

dx” 

dx 

dp' 

B 

dß 
dx ” 

d x 

w ~ 

dy 

dx 7 ’ 

‘ 

dx' 

da' 

dx' 


dp' 

dx' 

dy 


öT = 

dx ’ 

dp 

” ,J 

dx 1 

•ä7 = 

dx ’ 

|l «il 

dx' 

da » ~ 

da 

öj’ 

d.i j 

dpt 

(l • i*U* 

_3£ 
dx ’ 

II 

*1% 

dy 

■ dx' 

a * ,*t. 
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und ganz ähnliche Formeln , wenn man y und z für x setzt. Da a' die 
Zeit des Periheiiums ist. so kommen in den Integralgleichungen der elliptischen 
Bewegung die Gröfsen t und a' nur in der Verbindung t — «' vor; man hat 
ferner zufolge des Satzes von der lebendigen Kraft: 

~ q + gV >' • : 

' **• l*.-i jt ml -ib oh iiwfc oib 

3*' — </aj ' . ' uij 0- . «n«: 

du’ ~ dt ~ dl* ’ 


a 


Hieraus folgt: 


2a 


notthrtki 


da 

dx 


— h* x 


,,i 


•mH« tf /*tjhfi«>»l*»¥ii|-. 


J 1 

(jx+xr-f 


woraus man sieht, dafs die Gleichung und die ähnlichen in Be- 


zug auf y und x die Differentialgleichungen des Problems selber sind, 
die also nur besondere Formeln aus einem Systeme ganz ähnlicher sind, 
die aus den Integralgleichungen abgeleitet werden können. Es giebt eine 
imendliche Menge Systeme von Elementen, die man für «, ft etc. wühlen 
kann, für welche die obigen Formeln ebenfalls gelten; alle diese Systeme 
können aus einer allgemeinen Formel gefunden worden. 

Ich habe das Beispiel der elliptischen Bewegung eiues Himmelskörpers 
gewühlt, weil in diesem das Theorem durch die bekannten Formeln ohne Schwie- 
rigkeit vcrificirt werden kann. Aber es ist das für dieses Beispiel aufgestellte 
Theorem nur ein besonderer Fall eines allgemeinen, welches für alle Probleme der 
Mechanik gilt, in welchen das l’riucip der Erhaltung der Summe der lebendigen 
Kräfte Statt findet, uud auch aufserdem für deu Fall, in welchem die Krüftefunclion 
nufser den Coordinulen noch die Zeit t explicite enthält, w enn man nämlich in 
den Lagr «wyeschen Formeln der Dynamik Kräftefunction diejenige Function 
uennt, deren partielle DiQ'ereutinlipiotienten, in Bezug auf die rechlwinklichten 
Coordinaten der Funde des Systems genommen, die auf diese Puncie in der 
liichtuug der Coordinaleuuchsen wirkenden Kräfte geben. Aach einer allgemeinen 
Formel, welche eine willkürliche Function involvirt, kann man immer solche 
Systeme von Elementen finden, für die mit den obigen ganz analoge Formeln 
gelteu. Auch führt eine besondere Methode der Integration, welche ich an 
einem andern Orte mittheilen werde, schon von selber auf solches System 
Elemente. Wenn das System materieller Puncto ganz frei ist, so werden 
in allen mechanischen Problemen von der bezeichneten Gattung die demWerlhe 
f=0 entsprechenden Werlhe der Coordinaten und der nach den Coordinaten- 
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Achsen zerlegten Geschwindigkeiten der materiellen Puncto ein derartiges Sy- 
stem Elemente. Wenn zwischen den n Functen irgend welche Verbindun- 
gen Statt linden, welche durch 3 n — tu Bedingungsgleichungen gegeben seien, 
so kann man die Position der Puncte immer durch tn von cinunder uuabhän- 

beslimmen. Setzt man q\ = und drückt 


gige Gröfsen </,, .... q„ 

die halbe Summe der lebendigen Kräfte T durch y,, y m , r/i, q' m 

aus, so werden ein System Elemente der genannten Art die dem t = 0 ent- 
sprechenden Werthe der Gröfsen q,, q. q m und der Gröfsen 




d T 

d T 


er 



V i 

d 7 1 ’ 

th ~~ dq\' 

• Pm = 

WJ « 


Nennt man 

diese 

Anfangswerthe <y°, q\, .... 

P% 

p\, .... p " m , so 

hat 

man immer: 
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•ifl. 


dql 

dpi ’ dpi 

dpi * 

!>rp£>Juf flöh 4iio 

, i A » , , f 

fr, OBIHfv 

Oft) 

■tfyp 

ij.*n hl:«u. f 

fnlnntt 

. * 

d/>i : 

dpi dpi 

d qi ’ dpi 

dql 
d<u ’ 


in welchen Formeln jeder der beiden Indices i und y. alle Werthe !, 2 ...im 
annehmen kann. Die partiellen DilTerentinlquotienlen links vom Gleichheits- 
zeichen setzen voraus, dnfs man in die Integralgleichungen des Problems die 
Gröfsen q", und p " als die willkürlichen Constanten eingcführl und diese Glei- 
chungen dann nach den Gröfsen q t und p t aufgelöst hat, so dafs jede derselben 
eine Function von l und von den 2m Gröfsen </!’, pt- wird. Umgekehrt setzen 
die partiellen Dilferenlialquolienten rechts vom Gleichheitszeichen voraus, dafs 
man die Integralgleichungen nach den Gröfsen «//, p" aufgelöst hat, so dafs jede 
dieser Gröfsen eine Function der Zeit t und der 2 m Gröfsen q- t und p t wird. 
Man sieht leicht, dafs man die letztem Ausdrücke aus den erstem blofs da- 
durch erhallen kann, dafs man </, und <y", pi und p" mit einander vertauscht 
und — t statt l setzt. 

Für jedes System von Elementen, welches die im Vorigen erwähnte 
Eigenschaft besitzt, erhallen die Slörungsformeln eine möglichst einfache Ge- 
stalt, indem das Differential jedes gestörten Elements einem einzigen partiellen 
DJflerenlialquotienlen der Slörungsfunction gleich wird , dessen Coefficient nur 
-f- 1 oder — I ist, .wie dies für die Elemente </;, //J* bekannt ist. 

Königsberg, den 21. Nov. 1838. 

>:f . ’ >• \- . -> > »■r> n*il?cnw5d‘)!nn ni 

~in> ruofcioH'J oob töt» h<«- ' #u :?!ny4 v ,\j» • «dtoW u»frR!fcv»‘i'KpilM& O ’=A 
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«• • 

Uber die Additionstheoreme der Abelschen Integrale 
zweiter und dritter Gattung. 


i * 


1. : 

Es sei R eine gegebne ganze Function von x vom 2nten Grade,' 

1. R = a l x' lK a 3 x ln - A . . . . \ 

V eine ganze Function von x yom nten Grade, in welcher man den Coeffi- 
cient von x" der Einheit gleich setze; ferner a eine Constante und 

2. xV' — afR = f(x) = (x — x x ) (x — x,) (<c — a? Jn+1 ) 

. * » « 4 » . , 

Die in V vorkommenden Coefficienten und die Gröfse a betrachte man als 

, / * , * 

unabhängige Veränderliche, während dagegen die Coöfficienten der Function ft 
unverändert bleiben sollen. Zwischen den ebenfalls veränderlichen 2» -fl Wur- 
zeln der Gleichung (2.) folgen dann aus dem Abelschen Theorem n transcen- 
dente Gleiohungen, wodurch n Wurzeln als Functionen der übrigen n-j-l be- 
stimmt werden. Wenn nämlich tn einen der Werlhe (), 1, 2, . . . . n — 1 annimmt 
und man die Zeichen der Wurzelgröfse unter dem Integralzeichen gehörig 
bestimmt, so wird. _ 


q f J. f i f '*£+1 «***.+« 

^ ( X l^ (^i) ) J ^(• r 2)) J V , (-T ln + 1 'ß(‘ r ^ + ,)) 


= 0. 


Die Anfangs und Endgränzen der Integrale sind die beiden Systeme der 

* *4 

Wurzeln zweier Gleichungen von der Form (2.), in denen sich a und die 
Coefficienten. von V verändert haben, während die Function R ungeändert 
geblieben ist. 

Entwickelt man den Ausdruck 


A = 


V(xR) 

nach den absteigenden Potenzen von a?, 

’ ' •••'•. .- 4 

5. A = 


i or /(*)•?+ »V* 

l0 *7&):r-aYK 






« 4-1 


l j.n+2 


_ n+ j 1 


36 
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so findet Abel ferner für die Werthe von tn, welche sind, 

« r x i +idx i 'i r , r <üi d ***+t _ ^ 

J WFW) /(*.*(*>» • • • ■ t-y /(x J( , + 1 ä(^ +1 )) - 

Um die Entwicklungscoöfficienten A, durch die Coefficienten von f(x) oder die 
Gröfsen x,, x 7 etc. und durch die gegebnen Coefficienten von R darzustellen, 
setze ich für ^{x)-V vermöge (2.) den Ausdruck /(/*(#) wodurch man 


7. A = 


log 


V(f(x)+a'R) + aVR 


V(xR) 6 V(f(r) + 0*11) — uy/R 
o V R 

erhält. Setzt man v = , so wird 

. . 3 ’Yfix) * • 


J /(Hr 1 ) 


_ O v _ JL v ll±v^ ±L y- -L y«_ 

* > 3 r ' 4-5^< 4-6-7 J ! 4-6-8-9 J 

öo 2a 1 a* Ä | _3_ fl* R* 

' 4*5 i/ r i/ fV rl ^ 


3 -5' 7' 


und daher 

a A =hfi 


eie. 


y'x./y'\f(x)-\-a t K} . Y(xf{jr)) 3 y/* V/V) 1 1 4-5 ytr yff(x) 

Aus dieser Formel kunn man zur Bestimmung von A, folgende leichte Regel 
ableilen. 

„Man entwickle den Ausdruck ( l -(- ss -f ^ 2 * b 2n ± t c 7 " 4 “)“* nach 

„den aufsteigenden Potenzen von z, setze in dem Coefficienten von 
„z‘ für b l9 b 7 etc. die Gröfsen a t -\-a n Oj -j-a, etc., entwickle- alle 
’ „ Producte und Potenzen dieser Binome und multiplicire jeden Term , 

„der den Factor a-f cdf* ... . enthält , noch mit ~rr, — -r - mr >• su 

*(f*i+f ** ••••)+< 

„wird der Ausdruck , welchen man erhält, der Werth von \A { ." 
Auf diese Weise findet man 

' - * ' - ' • v . 

\X= — + *y)» ' ’ 

* '' ~^(^* Ä + 3Ä?c ‘-T+ 3Ä ‘ af *T+ a? *T)> 

U. S. W. *v - * - . • 

Man hat in diesen Formeln die auf Oi n+ , und « 2n+ , folgenden Gröfsen «=() 
und a 2 , +fc = 1 zu setzen. Da man aus (2.) den Werth 


9 
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10 . 


a 


/(- ^Jn+l) • • • • «Pjii+l) 


findet, so giebt die erste der Formeln (9.) die einfacho Gleichung 


11 f x ' <ljr ' I -j. /’ 

v * u,)) /TPW) ' * t/ v 


11 2*+d 






~ T\ ^7* 4-v)* 

2* + |// 


welche für n = 1 , wenn man die Zeichen der Quadratwurzeln unter dem In- 
tegralzeichen gehörig bestimmt, auf die bekannte Additionsformel der zweiten 
Gattung der elliptischen Functionen zurückkommt. : ' '**.'• 


Man erbflit dieselben Formeln (9.) für den allgemeineren Fall, wenn 

man noch einen Werth Xa„, r hinzunimmt tfnd wieder 

• T • • • * • ' « 


io i . r 

* J ä(^)> t/ 

setzt. Die' Gröfsen « 1? .... «,, +s werden dann durch die Gleichung 
(ä?—a7i)(x— «■,).. \.(a?—a? 2B+a j = x s " +i -j-a 1 a> i,,+l 4-rt,ar 5 "' t ' r . . , . +a Jn+1 
bestimmt; der 'Ausdruck, dessen ( — |)te Potenz zu entwickeln ist, wird 
1 • • • • In den Formeln (9.), welche man aus der 
Entwicklung dieses Ansdrucks nach der oben angegebnen Regel ableitet, hat 
man die auf «j fl+2 und a in+1 folgenden Gröfsen etc. =0 und wie- 

der a 2jI . M — 1 zu setzen. Die Gröfse a wird hier aber durch keine so einfache 
Formel wie (10.) bestimmt. Die Zahl dieser Gröfsen a, mit deren Hülfe man 
die Gröfsen A t rational durch die Werthe ar 2 etc. darstellen kann, vermehrt 
sich bei demselben R immer um eine, wenn die Zahl der Integrale, welche 
das Aggregat (6.) bilden , um zwei zunimmt. 

Ich bemerke noch , dafs man für A statt des Ausdrucks (4.) eigentlich 
die Differenz zweier solcher Ausdrücke zu setzen hätte, welche den beiden 
Systemen der Anfangs- und Endgränzen der Integrale entsprechen. Es reicht 
aber hin in (6.) eines der Integrale und in (12.) zwei der Integrale von x = 0 
an beginnen zu lassen, und auch in dem allgemeineren Falle* wenn man ein 
Aggregat von '2n-\-tn Integralen betrachtet, m Integrale von der Gränze O an 
zu nehmen, weil dann immer die abzuziehende Function A verschwindet. 


I /* X ln.ll^ X 1n+7. a 

t/ Y^ in+i R(. r u j) ~ * 


43 




2 . 

Nach Abel findet man für die dritte Gattung 

**\ . i f rf-r« i 

1 J (a— Ä(x,)) “ ” * «/ (a— . 


dx. 


)/(x, *(*,)) 


JI(Xj))"' 


2n+l 


1* X 1n+i) y^C^n+l^^Jn+t)) 


36 
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wenn sl{a) den Werth der oben (4.) defmirlen Function A{x) für x=a bedeutet. 
Dieser Werth si(a) kann, wie ich i in Folgenden zeigen will, durch Einführung 
von Gröfsen, welche von neuen transcendenlen Gleichungen abhüngen, eine 
merkwürdige Form anuehmen, welche für n=i das bekannte Additionsthoorem 
der drillen Gattung der elliptischen Integrale giebt. 

- y 

Man kann die Function «len Grades — dadurch besliinmen, dafs sie 

vermöge (2.) für x =? x x , x a , . . » . x n¥l dieselben Werthe wie die gegebne 

Function annimmt. Man bestimme jetzt zwei andre ganze Functionen von x 

vom (fi-f-l)ten Grade, Y und Z, durch die Bedingung, dafs jede von ihnen für 

xV 

die Werthe -x=x, , x a x n+i dieselben Werthe wie — oder wie y'(xÄ(x)) 

annehmen, und aufserdem noch für x = a die Function Y den Werth -fr j/£aÄ(a)), 
die Function Z den Werlh — ^(aR{a)~) erhalten soll. Da zufolge dieser Annahme 
— V — Y und — V— Z für die Werthe x = x n x ? , .... x niM verschwinden 
müssen, so erhftlt man diese Functionen Y und Z sogleich durch die Formeln 

• . . • / Y ^ Y (X~*X ! j(x — X ,)•••. (x — . *’■ , 

,• 1 ' («— •*•*)(“— *t) («— X n+ 1)’- 

14. < 

IZ = — V—» (*— *>)('*'— *1) 

. y (o— jvm) ’ 

wenn man wegen der letzten Bedingung die Conslanlen r . und .? durch die 
Gleichungen , v . 

15. r == ^ F(a)— Y(aÄ(a)), s = F(a)-f- 


a 

a ' r ' " ' a 

bestimmt. Hier ist V(a) der Werlh von V für x — a und daher zufolge (4.) 

1 


16. A{a) = 


- log—. 

1 ° r 


■ •••-•«• « • • , ” 

Nach den gemachten Voraussetzungen müssen die beiden Ausdrücke ('in-f-^)ter 
Ordnung F 2 — XÄ, ZVxÄ durch das Product * , . . • 

• . (x— x,)(x— x 2 ).i..(x — x n+I )(x — a) \ 

(heilbar sein. Man setze daher ' . 

Y-xR = 

r, (x— x,)(x— x,) . . , . (x— x n+1 ) (x — a)(x — y\) (x — .... (x— >•„), 

Z 2 — xÄ = 

s, (x — x,)(x — x 2 ). . . . (x— x n+ ,)(x— a) (x— Xi) (x— z 2 ) .... (x— ■*„). 


17 . 
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Da die Function xR weder einen conslnnlen Term enthält noch die Potenz <p I " + % 
welche die höchste Potenz von x ist, welche in den Ausdrücken (17.) vorr 
kommt, so wird man, wenn man respeclive in den Functionen Y und Z den 
Coefficient von ar" +1 durch den constanten Term dividirt, die Quotienten 


(x l x i .... x n+1 . « y, . . . . vj 




(X | X 2 . . . . X n ] * 


orhallen. DieWerthe dieser Quotienten kann man aber auch anderseits aus den 
Gleichungen (14.) entnehmen, wenn man bemerkt, dafs in — V der Coefficient 

j a 

von den Werth A- hat und der constante Term =0 ist. Durch Vergleichung 

der beiden Werthe, welche man auf diese Weise für jeden dieser Quotienten erhält, 
findet man, wenn man dieselben noch mit x l x x x„+ t mulliplicirl, 


18. 


woraus 


,= («-* i««— «0^-'.'- 


19. 


A V(* ) + »//?(«) __ ^ f tt r,y i •••• jt 

A F(a) — o/Ä(«) 1 | ( 1)" ]/ a • ■ • • 

r ft vj 5 j • • • • 

folgt. Hieraus erhält man vermöge (13.) und (16.) 


8 

r 


"H 

J-V+i 


20. A{u) — 


y(«Ä(o)) 


log 


l-f-(— 1)" l / 

r ay, y 4 .... r„ • 

r ff vj vj • • • • 


(lX2n+l 


r i I r rfr » i r 

J (o— x t )Y{x l R(x l ))'•/ («—•*») y(x,Ä(x 1 )) y («— X 2 , + i)y(j-j.+iA(.r 2B+ i))’ 

Die in der vorstehenden Formel vorkommenden Hülfsgröfsen y,, y 2 etc.; 

2, etc., welche aus ;r,, x 2 , . ... •£„+!, a vermittelst der Gleichungen (17.) 
bestimmt werden, kann man aber auch nach dem yl&e/schen Theorem durch 

transcendenle Gleichungen defyiiren und erhält dann, wenn mau noch m>, , , w n 

für x„+ 2 , d? B+ j, .... x In+ i schreibt, und die diesen Variabein entsprechenden 
Integrale mit entgegengesetzten Zeichen nimmt, folgendes Theorem. 


Theorem. 

n-j-2 gegebnen Größen x , , x 7 \ . . a.\ + , , a bestimme 

man drei Systeme von n Größen wv, w Zi .... w n \ y, , y 2 , .... y„ ; 
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chungen, 


z„ durch die drei Systemen von n transcendenten Gfei- 

w”dtc 7 . r ic?dw. 


-A 


r ">?™i , r , r 

J /(.«,%,)) J viw.mwj) •■••Vy 

x”rfx, r x”dx 2 r 

V Wj'Äl.r,))“" V V 


dx. 


/fx^fxj) ‘y /(J- 2 Ä(.r 2 )) 

f K ( b i , /^r <r a 

J /(r.Ä(r,)) ’ y /(j 




n+1 

Ä(x, 


_____ f x? d r-i 

Ar* Ä (r t )> 1 y /0' 2 Ä(r 2 )) ' ‘ ' ''V A/ n ä( 7 „)) 


‘ Ui f x 7 dx ' i f- 

y /(Xj Ä(Xj)) T J /(x,A(j- 2 )j 

f *7**1 | /• 3 

y /(j, t/ » / (s. 


x" rfx 2 


p y~dy n 


■c + irf*r+i 


i 5 m </2 2 


xj"</x, r x" 


__ r , r 

— y^jux^ty/ 


A** *(*»)) 

**_ . + /: 

r,».— •+y> 


A^+x 

•••+/; 


(' u m du 

u/ ✓(««(«))’ 


ä(^„ + 1 )) ’y ✓(««(«))■ 

z”' dz. 




*-<-1 


rfjr 


"+1 


_ /Lü: 
y /(« 


f/c* 


^(x^x,)) i y y(x 2 /?(x 2 )> : ’ 1 y /(x„ + 1 ä(x„ + 1 )) y/(«Ä(«))’ 

m welchen R(x) eine gegebne Function von x vom '2n 1en Grude be- 
deutet und m jeden der n Werthei ), 1,2, u — 1 annehmen kann. 

Man erhält dann zwischen den Integralen dritter Gattung folgende 
Gleichung: 

d w, | p </ to, , r rf»c H 

»,))t/ (a— «>,)✓(», Ä(ioj) ly (a — tc n 


f dr > 

J (“ — x, ) y(x, ä(x,)) 


Jy^u^jROß,)) ■■■■ ‘y («—»„) ^(w*Ä(ic»)) 
</x, . /‘ rfx n+ | 


A“*(«)) 


r d Xy , /_ 

’y («— x,) /(x, Ä(Xj)> T y (a— 

1 +(- 1 >V^r7; 


x n+ i) j/(x,, + iÄ(x B+ i)) 


log 


n-fl 

rn 


r “ a>| 4»| » • • • 


X„+i 

Z„ 


Man sieht aus diesem Theorem , dafs die Addilionsformel für die dritte 
Gattung der ^ifte/schen Integrale dieselbe Form wie bei den elliptischen Inte- 
gralen annimmt. Auch in diesem Theorem, so wie in der Formel (13.), mufs 
man im Allgemeinen von dem logarithmischcn Ausdrucke rechts vom Gleich- 
heitszeichen einen ähnlichen, den Anfangsgränzen der Integrale entsprechenden, 
abziehn. Aber es reicht hin, eines der Integrale, von x — i ) an zu nehmen, weil 
in diesem Falle der Anfangswerth von a und mithin auch der Anfangswerth 
von A{a) verschwindet. 

Berlin, den 25. August 1845. 
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' *; * ■ • - h ; 9. : ;\ 

^ ^ , r *.“#»•* . - 1 

Über die Darstellung einer Reihe gegebner VVerthe 
durch eine gebrochne rationale Function. 




- k 


1 . 




Die Lugrangesche Interpolalionsformel , welche dazu dient, eine Reihe von 
n Werthen durch eine ganze Function (n — l)ten Grades darzuslellen, ist von 
Cntichy durch eine Formel verallgemeinert worden, welche eine Reihe von 
/»-j- «i Werthen durch eine gebrochne Function darstellt, deren Zähler und Kenner 
respeclive vom (n-^l)ten und //den Grude sind, und welche sich für m=0 aul 
die Lagrangesche Function selber reducirt. Sind w 0 , Ui etc. die Werlhe, welche 
die gebrochne Function u annehmen soll, wenn x die Werlhe x lti x t etc. erhält, 
so ist der von Cauchg für u gegebne Ausdruck {Analyse algebr . S. ri28") , 

U—r m +i)(x—r m +i) ....(x—Tm+'—i) 


II. «, 


(,r 0 — .r m+i ) .... (jc 0 — j.- m+>l -i) X .... X (x m —.r m+l ) .... (.fw-Jn^-i) 


etc. 


u 


(^'q •*') • • • • (*/*m I J ) . -L etc. 

„„fr' - Xm+n -i) X .... X x.) .... (^-i Jk+.-i) 

Aus dem hingeschriehneu Term des Zählers und Nenners bildet man leicht alle 
übrigen, indem inan im Zähler statt 0, i, . . . . m beliebige wi-j- 1 un( l * m ^ enner 

statt 0, 1, in — 1 beliebige in von den Indices 0, I, ?,.... «»-f n — 1 setzt. 

Man kann diese Formel dadurch dcduciren, dafs man die lineüren Gleichungen, 
von welchen die Aufgabe abhüngl, auflöst, und die Determinanten, welche man 
für den Zähler und Nenner von u findet, entwickelt. Aber die unentwickelten 
Determinanten, durch welche man auf mannichfache Art den Zähler und Nenner 
von « darstellen kann, werden bisweilen mit gröfserem Vorlheil angewandt 
werden, und ich will diese verschiednen Darstellungsweisen um so eher mit- 
theilen, als die Darstellung gegebner Werthe durch gebrochne rationale Functio- 
nen in der Theorie der Abelschen Transcendenlen von so grofser Wichtigkeit ist. 

Es sei die gesuchte Function u = ^ , wo N(x) und D(x) die ganzen 

Functionen vom (« — l)ten und //iten Grade bedeuten, welche ihren Zähler und 
Nenner bilden sollen, so hat man ans den m-\-n linearen Gleichungen 
xV(a\j) = « u ü(x u ), N(Xi) = v t D(i p,), etc. 
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die Verhältnisse der wi-J-n-f 1 Coefficienten von N(x) nnd D(x) zu bestimmen, 
wodurch man diese Functionen selbst, abgesehn von einem gemeinschaftlichen 
conslanten Factor, erhält. Man kann aber auch aus diesen Gleichungen zuerst die 
n Coefficienten von 2V(ar) eliminiren und dann die Verhältnisse der m -j- 1 Coeffi- 
cienten von D(x) aus den nach der Elimination erhaltnen Gleichungen bestimmen. 

* •« r 

Hiezu setze man 

f(x) = ( X X U )(X Xi) . . . . (x # m+n _i), f ( X ) = 

und bilde für die ganzen positiven Werthe von p, welche <[« — 1 sind, die 
Gleichungen } ^ D(x { ) ■ <• . 

- - ■ Tw” — . y ■ . ■ 


Dehnt man für jeden der Werthe von p diese Summen über alle m -{- n Werthe von 
Xj aus, so verschwinden nach der bekannten Theorie der Parlialbrüche die Sum- 
men linker Hand vom Gleichheitszeichen, und man erhält die m Gleichungen, 


1. 


u ; D(jr ; ) 


0, js- 


x,u.D(x j) 


0, 




= 0. 


Diese in Gleichungen enthalten jetzt nur noch die m-f-1 Coefficienten der 
Function D(x ) als Unbekannte, deren Verhältnisse aus ihnen zu bestimmen sind. 
Setzt man 

J'<r W<i . Xi • Mj | Xm4.11— 1 * 1 _ „ , 

/Vü) ••••+ f[x m + „-,) ~ 

imd den Nenner 

D(x) = a-f-«i x-^a^x 7 . . .. -\-a m x m , ,. *. • 

so werden die m Gleichungen (1.): 

| p 0 -a-}" p i* a i+ *V*«i + ®m* a « = 0 , 

«V«-f »2 *«1 “h »9*«* -f D «+» ,a '» = 0, 

in welchen die Coefficienten v gegebne Gröfsen sind. Substituirt man die aus 
diesen Gleichungen sich ergebenden Verhältnisse der Unbekannten a, a M .... a m 
in den Ausdruck a-f- a t x . . . . -J- a m x m , so erhält man , abgesehn von einem 
constanten Factor, D(x) gleich der Determinante der Gröfsen 





1 

X 

X 7 

• • • • U.' 


€ 


1 

j ®u 

*1 

P 2 

— p m 


* - 


3 . } 

1 1 

P, 

»3 

• • • • P»n +1 

* 



* 1 



f 


* 




P«-i 

»m 

Pm+t 




» 








— 2Ö9 


* 


Seist man den constanteo Factor — 1 so erhall man fttr «i = l, 

D{x) 


' W 


V I — X 5 


rar 


für 


V. 


.'■** aj. 


= r, r 3 — *2 + (»i r 3 — r„p 3 ) ^ -f ( p u p 7 — fJ) * 5 . 

Sy .* ■ .'"■■* fi'i ■ ’> ■'•• •i . < »< *. .- 

/>(*) t= ® l F s p J -J- , iii ! r3r 4 *-r l «i5 — *5» s — r? * ; iV 0 ' 
.+<FiF»»*+ p u f! 4* — «»„r a *? 5 — r, n,«? 4 — v> 4 )jt 
' -K**» p * l, » + r » r * r «*i'' f.fJ — p,.FiF 4 — r?e 5 — vlv i )3*J'** y ** 
-f (p„fJ -f v \ v * + — p « »j »♦ — 2 ». f*i » 3 )^ 


vT 


U. 8. W. 


9! 


>,•» 4 * iCSSrr^ ’ * v* ■ tyüV 4*^ 

• Der conslanle Term wird aus dem Coefficienteu der höchsten Potenz. a*~ er- 
halten, wenn man sämmtliche Indices um I erhöbt und, wenn r/i ungerade ist, 
alle Zeichen ändert. Allgemeiner erhält man den Coefficienl von x* aus dem 

Coöfficienten von x m ~~ l , wenn man sAmiulliche Indices von 2 m — 1 abzieht und. 

» 

wenn m ungerade ist, alle Zeichen ändert. 

Man kann för die Function IJ(x) durch folgende Betrachtungen eine 
einfachere Form finden. Wenn in dem Schema der Größen, aus. welchen 
eine Determinante gebildet wird, 1 $ die in der <(*-f l)len Horizoutalreihe 
uud ^Ar-j- l)ten Verlicalreihe helindliche Gröfse bedeutet, so ändert sich nach 
einem bekannten Satze die Determinante nicht, wenn man för jedes setzt 
. «V 1 — i«,V\ för jedes «P setzt aff* — u. s. w., wo z, Ä, , fi t etc. 

beliebige, von « unabhängige, Conslanten bedeuten; oder, wie ich der kürze 
wegen sagen will, die aus einem Systeme Größen gebildete Determinante ändert 
sich nicht, wenn inan von jeder Verlicalreihe die vorhergehenden, mit belie- 
bigen Constanten multiplicirt, abzieht. Das Gleiche gilt in Bezug auf die Ho- 
* rizontalreihen des Schemas der Gröfsen , aus denen man die Determinante bildet. 
. Wenn man von jeder Verlicalreihe blofs die unmittelbar vorhergehende, mit der- 
selben Gröfse x multiplicirt, abzieht, so erhält man hieraus den allgemeinen 


Salz, dafs die Determinanten der Gröfsen 


tfl-s 


r 1 


«Am V *(k 

und der Grö/senjfan& v& mm ttM jr 

4t- 




,00 


x 

1 

n 

a\ 


X' 

i« 

a 

M 

«1 


JpmL <* M|| 


% - a% 4-, dp - 1 


. . . x* 
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a — a<,) x a' — a'x 

a, — «r x a'i'—a'i x d[ p) — aj p ~ n x *. tK ^ 

,* * «* 

ä^ — a^tX — a p -,x ...,. *£2* — ojjtl' ^ 

' .'▼* "^r» * W' ^ r • • wWJ WT • - /p* r ”• rr « r . f »■* 

einander gleich sind. Transformirt man auf diese Weise die Gröfsen (3.), 
so erhält man, wenn R| 

>• V M . “V ^ ?jw « “ X *V 

gesetzt wird, folgenden Salz: . , #&JHt ■ 

• „Es sei • 4-.*.* x >‘,/v - *« ; ,i>.- *m»i \ 

* * ^ • . * jjL. # 

^ 7W~ -•> ; '• 

so wird D(x), ahgesehn eon einem const unten Factor , gleich der 
Determinante der Gröfsen j. jjl ^ i v*k * JhvhaÄ 

Mm #** ***** «4 mm*** 

******* **V.v ' 4. ■ Wi W* •••• u>m “ 4&- 

4» ftiF • cS^VV l 

. W’m-I *0« • • • • *02«»- i- 

it~ Man erhält nach diesem Satz, wenn man wieder den constanten Factor 

• * * ' ^ ¥ f ‘ » 

äsant setzt, für m=i, '<*K' • .<■,-, r i V. **>'* 

j4>*» me* -** **<• i«*» 

41» * ? «*> «*Wn — X« Ihfr+jbtk sr’j^t . 

*t l* Hrn.-mM*# D(x) = «>„ ir, — i/>i, 

für rn = af****^ *f|l*W**#W • &**&. VV *ß ** 0 ***« •****: 1*%»* . 
40 t? «* t i D(x) — w„to,to 4 ^/»„* 0 j — *e{* 0 4 — ’* 0 ?i| fit * 1<r * Mb 

•*41 ’Ä W‘ u. S. W. :‘-.iAfKi «0 , 

Die Cauchysche Formel giebl für den Nenner einen Ausdruck, welcher aus* 

Gliedern besteht. Nehmen wir an, was bei dieser * 

1 • . • • • Dl A 

Untersuchung verstauet ist, dafs der Nenner nicht von hohen» Grade als der 
Zähler ist, so wird Hgiw-j' 1, und daher die Zahl der Terme der Ctiuchyachen 

Formel gröfser oder so grofs als die Zahl — w - ~ welche, 

so lange w*2^7, die Zahl der Terme der oben aus den Gröfsen w gebildeten 
DeLerminante, durch welche D[x} dnrgestellt worden ist, überlrifFl. 

Wenn die Symmetrie der Formeln in tiezug auf die m\n Werthe von 
x und « nicht berücksichtigt wird, so kann man die Gröfsen, aus denen die 


-- ▼ 


t 
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Determinante gebildet wird, durch eine neue Transformation vereinfachen. Man 
setze nämlich io (4.) statt der zweiten Verticalreihe die Gröfsen ;* • » 

7* Wi — X,i Wo , W 2 — X yt W\ « j . t -j tO m — X n Wk.i * t 

. »j w -V ,p 4 >. ■ !/ » ^ 

statt der dritten Verticalreihe die Gröfsen 

-<* t&h als^NSt tWr * * 

statt der vierten Verticalreihe die Gröfsen , j umx/Hl 

»Ti— (ar„+« , i + «•*) w’a-f-^i^SrF J7 ^u 4- iTu^)^— a?„a?i v, u>,„ u. s. w. u. b. w., 
so erhält inan folgenden Satz: 

„i& sei ■. {. * *• ; • 

. ' j- f i( X ) == — x l)( x «IT 

ferner - *4MMfeäc4 **** . - ,*W ^ * * 

.r 1 ! (,r; — ,r) . u; , .rfnto +1 — ’ • >j- i^^-i(,r w+ .-i — t). __ 

tOl C*» fi {Xi) /, (Xf+l).4 Ini i- - ftiXm+n-l) , . 

Sk _J[ • f 

ho wird U(x), ubgesehn von einem constanien Factor, die Uetermi- • 
nante der Gröfsen m< * **’ •• ^ 

(W £/,; 
w/p ■■■■ 

I • • • * • • • • * • 

1 OSL t «fei *;<** ** 

ln diesem Theorem sind £7{'’\ .... l/p_j dieselben Gröfsen wie w„. 

■ •**» > — 'i*-*r»y - • i fcarfi d fr . 

*Bh .... W’m-l; 

7 Man erhält noch eine weitre Vereinfachung, wenn man auf ähnliche Art 
die Horizonlalreihen der Gröfsen (5.) Irnnsformirt. Man setze nämlich statt der 
zweiten Horizonlalreihe dieser Gröfsen die folgende: 

statt der dritten die folgende: . jj-i.MjfTi.' — . -fr j|mi 

UP , ^1— , OlC. ^ ^ 

q. s. f. ; so bleibt wieder der Werth der Delermioante unverändert , und man 
erhält jetzt folgendes Theorem: lf ^ ± (% 

„Es sei f*. . ^ •• ^ +> 

-i *«?# ' *r(«0 = *7% iyt* + ■ 

(® ä?,){«P— .... (X—X m ^.i)(X *^«44) • i X ~~ } 

. ferneri/jjßR**' < .** - ^ -.17 •»« 

»7* 
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^ • 
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« .*<; k *Ü fi.kiX'+t) /f.JtU—t). £ 

Y ^ ■ ‘ ‘ -[- X)“m-1+* j_ (Jrn+I— j)Um-H (^„,+^-j — .r)t«-4^-l - - 

^ Aj. \ fi, tOtm— 1+*) fi, k(j?m+k) _/«,! (J'm+iw— l) 

* **• <*#s4/iÄn /«.**& .v* 

= *T\ 

*o u?*rrf D(x), abffe.se/in von einem const unten Factor, gleich der 
Determinante der Gröfsen ^ ^ 1- 7 

*..« 'v / vr ü wr*V< ■•*. 

6 Irr* f; .... Fi-« 

* t •* v. | ......... . ,x*iu *4» 

w* ' vFSii .... < v W #i u ,.,. 

Hier sind F,^, F„, .... Fj" - « dieselben Gröfsen wie U, J, .... « r 

und daher Vfi 0 — w 01 welche Gröfse allein unverändert geblieben ist. 






Transfonnirt man auf ähnliche AH die letzten m Horizontalreihen der 
Gröfsen (3.), so erhält man folgenden Satz:> ..**■* A .* > 

^Fs sei ’• .* * ’ **®F"'‘* » £»< • -*t‘* 

• •l’T «i I J~ | f l »,-t-l I I rrr(i') 

' fUxm+n-t) * ’ - ' 

wo wieder 

f \{ x ) == (# — xi)(x — *&jh) • • • " ('^ 

.... «> wird D(x), abgese/m von einem constanten Factor , </i<? Determi- 
nante der Gröfsen 


Ita mte mm 


1 x x 1 x m 


/kr jA* 


m 


t-4 rU, 


VT .... »v 
siwS»^S o ü %fr i< 
c if(m-i)” r* 


, r ,< m -n .... ir<,r'V 

Transformirt man aber auf ähnliche Art die Verticnlreihcn der Gröfsen (3.jl, 
so erhält man den Satz, daß D(x), ahgese/m ron einem constanten Factor , 
gleich wird der Determinante der Gröfsen ‘A •* A 

1 x—x u (x—x u Xx—*i) .... " 

«T wt w;; w<r+~ «fr» ■ - * 

& { wr tv; tvr • .... WT» 

• * * * . # 

w r !2-. HC-, W*&. 

/ 

«fr r** 
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t.\ 


, ». « i 

* • # * 

t «i * ' 

^ ^ • 

f *:• T f ■ 


• 1 


transformiren 


# • ^ . . § 

Endlich kann man wieder die tn letzten Horizontalreihen dieser Gröfsen \' ^ * • 

" ^ * * » • 

miren, und erhält dann den folgenden Satz: -'tiifc, »«> ( V * *. . 


■ . 






toumV <*- -.■».■ - 

fr'Sßt'r », f ■ «m-! ;,f. • .%:• 

/*v. i (.»-,) ’ ‘ •* . n ' « 

' ,, t,' - -<• ■* *•»* '. 

M *Lt* — + _«^±iü_ .; . ^ 


Wl "+* I + I 

ft fl (jr m+ i) F^iOeJ+ui) ' i («*■«+»— i) ' 


«>o wieder ■ - • .. . .. *_» 

(**0 — (*^ &;)(& ~~ X i+l) • • • • (-P a n»-l) \... i ^ r 

(ar — r m+ *)(x-— a? M+ t + i) . . • . (a: >y 


* « / 

(MH I 

,^.jj ao wird D{x ) , abgesehn von einem cons taufen Factor, gleich der 

Determinante der Größen 



Ao 

A7' 




:* 

a;* .... •‘ v ‘ Af m> 


"n>»3^ 


&«* p Qjf*- xa-* 

' Aus diesen beiden letzten Theoremen erhalt man eine nach den Gröfsen x — a-v, 
a:,) etc. geordnete Darstellung der Function D{x).-+* t.M «A 

/v «Jf vMMrtA *B» # ir> y» 't( M >^t| >U • 

-w ..,; w ... ** ' 2. - J . v i ' 

Man kann auch sogleich dem »System der m Gleichungen (I.) sel- 
ber solche vorschiedne Formen geben, die unmittelbar auf die verschiednen 
für D(x) gefundnen Determinante führen. Man erhält nämlich verschiedne 
Formen des Systems der m Gleichungen (1.) durch die Betrachtung, dafc die 
Gleichung ;> ^ . *w**dtr «V «e ts*‘- 

^.x’luiDisi) .i J i iV(xj) _•_ M 

*' ~ pm ~ n*f . . 

■ nur erfordert, dafs f\x) den Grad n-)-p übersteige.*’ Es ist daher nicht nöthig, 
für f[x) das Product von allen m-f-n Faclorcn x — i*. anznnehmen, sondern 
man wird immer Gleichungen von der vorstehenden Form erhalten könne», 
wofern nur die Zahl dieser Factoren die Zahl n übertriin, wobei aber jedesmal 
wenn 1 ^ie Zahl der Factoren von f(x) ist, der Exponent p nur einen 

der Werthe 0, 1, 2,.. . . k annehmen darf. Die Summation mufs in allen diesen 
Fällen nur aof solche Werthe von x, ausgedehnt werden, welche in den linearen 

. W *' ■ 


- •# 

• . * 

fH . 
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Factoren x — x { Vorkommen, die man zur Bildung der Function f'{x) ausirewühll 
fiat. oder solche, für welche j\x t ) — Ü wird, was man überall im Folgenden 
zum richtigen Verständnis der Summenzeichen feslzuhnlten hat. Die verschicd- 
nen Annahmen, die man hiernach für f(x) machen kann, ergehen eine sehr 
grofse Menge Gleichungen von der Form v ’ * 


t «• T'“ 




io. 

/V.) 


0, T 


r* 4 % 


welche sämmtlich in Bezug auf die Coefficienten von Üix) lineür sind, und 
von denen tu von einander unabhängige die Verhältnisse dieser Coefficienten 
und mithin die Function D(x) selbst, nbgesekn von einem coiislanten Faclor. 
bestimmen. Alle diese Gleichungen lassen sich aus den m Gleichungen (1.} 
ableiten und es werden daher alle Systeme von m von einander unabhängigen 
Gleichungen (10.) nur verschiedue Formen desselben Systems (1.) sein, \velchen 
wiederum verschiedne Formen derGröfsen, aus welchen muu die der Function 
IJ(x) proportionale Determinante zu bilden hat, entsprechen werden. Ich will 
jetzt die zwei hauptsächlichsten dieser Formen näher angeben. 

1". Man bilde m Gleichungeu (10.), indem man für f{x) immer nnr 
das Froducl aus ».■$-! Factoren und daher p—0 setzt, von den /»-faf Factoren * 
ferner n unverändert iäfsl, wahrend man für die («4*lH en immer einen andern 
aus den tn übrigen Factoren nimmt. Es sei 


l h ^x) — (X' x m+l ) . , . . (x a. , m+B _ 1 ), "üp,\. , == , 

| 4- 1 -rin - 4 1 I I Ui y/ _ , -*o« ’**♦ • 

so erhält man auf diese Weise, wenn man f(x) 3b= : l P(x)(x~ x,) und für i 
nach und nach die lndices 0, f, .... m — 1 setzt, die Gleichungen: 

n -f x a, . .-C-.-f' oT u m = />(*),• “* **£•’ 

.< , '\' a \ ■■■■t C- a ~ =o, M 

ßti.iJX **’ ■ ‘“"i tl ' a > ’T" 




0,. 






ViltHN 


***** ' 

i ipif- : . . e-») . 0 tfdfcl 

# ,** 9*10 » WQrfAJ'i *»« *H%* r * 
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gleich der Determinante der Größen 


ifl 4/ni in 

• 11 

Mt 4j 
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1 f» 


»sr 

7f> 


• ' )*t • fU M Ü fr Ul, ■»#» 

KtrWlj * 1 •‘•'♦W* 
fh* <*|t*i*# •»* * 





. , 

2". Seiet man Tflr f(x) nach und nach 

ft . flr • • * 




% Ifc« #■■«.* •»•»•. 

tf! 

kjpt" * WF - 

*äW mft 

*\ 1 '***. 

ftri» Ji» -ft 


(MgM « &*** faifb > 

’ iJMbJMM jA* wv imppi «■ j 

v * *W •(<*-- *„«,)(* — *.;}, 

und immer // — 0, so erhäll man aus (.10.) «i Gleichungen, .welche für 0(4) 
die aus den Größen (7.) gebildete Determinante ergeben. « 

Andre Formen der linearen Gleichungen, durch welche die Function /J(.r), 
abgeselin von einem constanten Factor, bestimmt wird, und daher auch andre 
Formen der Elemente der dieser Function proportionalen Determinante erhall 
man. wenn man D(x) auf andre Arten als nach den Potenzen von x entwickelt. 
..,A Es sei z. B. ^4 . u * ’ V 

12. 0(x) = (T„-f (\(x — *,,)(* — **,) *** 9m 

„ . • » * . T • 

wo Ho-, d, etc. constante Coöfficienten bedeuten, so findet mau, '<0 

l _ . ' . % 4 

. ' 3*. wenn man den Ausdruck (12.) in diew Gleichungen ( I .) substiluirt, in 

welchen f(x) das aus allen w+n Factoreu gebildete Product bedeutet, D(.e\ 

abgesehn von einem constanten Factor, gleich der Determinante der Gröfsen 

, fMfffBfttf |pM. iteui&l ww a v .. *• 

4*. Wenn man aus der Gleichung (BOA w Gleichungen bildet, indem 

man immer ft — 0 nnd für f(x) zuerst das vollstftudige Product aus alten 
in -n Fncloren setzt, dann aber nach und nach die F actor^|^^|||^ 

(Tg f SifijjfT ' ^ HmiI iwt Wfr jj|* 

fortlafst, und substiluirt man in dieseu m Gleichungen für D^x) seinen Aus- 
' druck (12.), so erhalt man D(x j der Determinante der Gröfsen (9.) proportional. 
M#Mß Wenn man Ü(x) durch den Ausdruck (12.) dnrslellt. so wird man im . 
Allgemeinen für die Coefficienlen der Unbekannten 'V,, cV, elc. in den in Gleichun- 
gen vereinfachte Ausdrücke dadurch erhalteu, dafs man für ftyc' das Product 


* l 
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aus den m Factoren x — ;r„> x — x t , ....x — a' m _, und aus »— «i-^l oder 
einer gröfsern Zahl andern setzt, welche man beliebig aus den * übrigen 

Factoren x — x„, x — J’, n+n x — x m+ „_ l auswflhlen kann. Es werden 

nämlich in dem Aggregate, welches den Codfficient von <1; bildet, immer die iri 
ür„, n,, .... mulliplicirlen Terme verschwinden, und in jedem andern, in 
mulliplicirlen, Term wird sich der Factor 

fori lieben. - . 

/ «r C f « 

Man kann aber anch stall der conslanten Coefficienten von D(x) Functio- 
nen von x als die Unbekannten der linefiren Gleichungen, durch welche man 
D(x) bestimmen will, cinführen, wie die folgenden Beispiele zeigen. 

5°. Es sei 

*** v D - « H «.x-, 

D^.- + ** 

— <t 7 -i- tt^T -j n m x m ~' 1 , 

T*fhfc; 1 n~l . yr in* ;***> *#&:**■+ 4 Mr «t 

*** ***^$*H&^^ *■ A„ = « m , 

woraus K<h *** ** 1 *■**"■ '•>***$ ****** 

a = D — xD l2 o i ^D l —xV 2 ;.... — .rfl,,,' « m = Ü m , 

und daher 's* • •» ' > *'/•* '- - *- *■ '■ ^ vl 

13. #(*,) = 0 —x)D x -\r X; (X,- — ar) D 2 ....-\-x?-\x, — x)D m 

folgt. Setzt man **■« • .*■.*'$*<- ■ ^ 4 af, ^ftr 

- • 2 A±£ifZl}!!L — w ^ -d^i = 

./V,-) p /Vd. 


-Md» 






so erhalt mau durch Substitution des Ausdrucks (13.) in (10.), wenn 
vom (M-f-1 -{~/»)ten oder einem höhern Grade angenommen wird, 


14 . 0 =: r f D - 4 --ip p D l -\-w pJrl D 2 .... -f «r p+m _ 1 D m . 

WsT * i nilafri rnT ifft K MUm ■mm > w w IM v * ^ % Mt, * 




vw ¥iI . üp_ . _ 

"Nimmt man beliebige u< von einander unabhängige Gleichungen (14.), so hat 
man w lineflre Gleichungen zwischen den Unbekannten /J, ö, , . . . . O n , aus de- 
nen m8n ihre Verhältnisse bestimmen kann. Diem-J-1 partiellen Determinanten*), 
welche auf diese Weise den Functionen Ü, D t , U 2 , . . . . D n proportional ge- 




*.) Wenn man mehr Verticaireilicn als Horizontalreihen oder mehr Horizonlalrciben 
als Verlicalreihcn hat, ao nenne ich die Determinanten, welche dadurch, dafs man eine 
in- Zahl Horizontal- und Verlicalreihcn mit einander romhinirl, erhalten werden, 
partielle UeienninattU'n.’ip- fcrtiih «kilM«*- *4} 


* 
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funden werden, müssen mit ihnen respective von demselben Grade sein. Denn 
da alle Gröfsen w in den Gleichungen (17.) linefire Functionen vou x und nur die 
Greisen v conslnnl sind , so sind die den Unbekannten D und Z), proportionalen . 
Determinanten eben so wie diese seihst Functionen von x vom raten und ( tn — l)len 
Grade. Da ferner in unsrer Untersuchung a einen beliebigen Werth annehmen kann, 
so werden im Allgemeinen D und /), keinen gemeinschaftlichen Factor haben. 

W enu über zwei ganze Functionen Z) und Z),', die keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, zweien anderen ganzen Functionen E and E, proportional und D 

und E von demselben Grade sind, so ruufs *s=~- eine Constanle sein*), 

Es werden daher die Functionen D, Z)|, I ) ,, . . . „ Z) m aus den partiellen De- 
terminanten, denen sie vermöge der in Gleichungen (14.) proportional gefun- 
den werden , durch Multiplicalion mit einer Constanle erhallen und daher mit ihnen 
von demselben Grnde sein. Es folgt hieraus, dafs sich in den Determinauton, 
welche den Functionen D 2 . Z) 3? .... D m proportional sind und deren einzelne 
Terme alle auf den (tn — l)len Grad steigen, respective die höchste, die beiden 
höchsten etc. oder endlich alle Potenzen von x fort heben müssen. 

Nimmt man für f(x) die vollständige Function vom (w»-| »)lon Grade 
und giebt, wie es für diesen Fall verstauet ist, dem Exponenten p die Werlhe . 
<), I, -2 j .... tn — 1 , so ergiebt sich aus den so erhabnen »«Gleichungen das 
Resultat, dafs D(x),. abgesekn von einem constaulon Factor, der aus den Grö- 
fsen (4.) gebildeten Determinante gleich ist. Nimmt man . zu den Gröfsen (4.^ 
nöfch aus (3.) die Gröfsen tV b,„_, als \ui ^ i)te Yertieafreihc hinzu, 

so sieht man, dafs die übrigen partiellen Determinanten den Functionen niedre- 
ren Grades Z),, Z),, .... D m proportional werden. 

‘ M .tu- i ■'y - *c ‘W a Ah'-tt ^..4 m 

6". Ich will jetzt als .^Unbekannte die ganzen Functionen von x au- 
nehmen, \velche man, wenn mnn U.(x) hintereinander durch x — #,,, xr-x^ 
x — jf 2 , .... x — x m _ t dividirl, successive als Quotienten erhalt. Man findet . 

r. »y \ 

die hierauf bezüglichen Formeln durch folgende Betrachtungen. 

Das öle Lemma des Bien Buchs der J\e ivton.se hen Principia enthält 
bekanntlich folgenden Satz. „ W enn v u , y 3} y 2 etc. die Wert he einer Eunc- 


*) Wenn nämlich DE,— D,K = S)\ so mufs für atlcWertbe von .fr, für welche/) 
verschwindet, auch E verschwinden, weil D und D, keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben; sind daher D und E von demselben Grade, so können sic nur durch einen con- 
Stanten Factor verschieden sein. | v .»X -**»;*>.--* v«i«t 
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(ioH y sind, welche den Weriken x„, x t , x, e/c. der Variable x ent» 
sprechen, und man •• * •• •*» 




V #♦ *’. / / 

i * r* a * 


.r, — x 0 • r '' > x 1 — x, 

* jfo w>ira 

•' )' =*= >0+ r*> ( + yü (* — *«)) (X— x,) -f *o) (x-^ x ( ) (* — x,) e/c.” 

Ist y eine ganze rationale Function der p\en Ordnung, so erhalt man den \ 
vollständigen Ausdruck dieser Function, wenn man ihre p-}-1 Werthe y»\ 
y,, . . y P kennt und die vorstehende Reihe bis zu dem Term 

yl p} (* — Tu ) (x - T) • • • • (dp — <*?,_,) 

' *.*».« •'« , , * * . ' * * - " • e i * * 

fortselzt. Allgemein kann die Formel, wie Newton will, zur Interpolation benutst 
werden. Die Ausdrücke von y«, y« etc. durch die gegebnen Werthe sind A 

.. v : I y'u — r ^ — -) — » '» 

ft «* o •*’ | •*' 1 ***0 

, I5 ' ( y" Ä £ü 4-, 2Li ,4 y» - 

>• •»*<► . . (x # —X r )(X,-^-X,) T (x, — X 0 J(X, — X,) ‘ (X t — X # )(x t — X,) * 

w 1 k -• *,.•»> 0 | C< > ’•■!.** v ’*« ■ > .** “ S *v-A 

Setzt man in diese Formeln y = Z>(4?), betrachtet ferner #{x) selbst als den 
ersten der gegebnen Werthe, dagegen D(x 4 ) als den gesuchten Werth, sq 
erhält man 

16. D(x i ) = D-\-D\x i -^x)-{-D"(x i —xXx i —x v )-\-I}"'(x i —xXx i —x {} Xx l —x,) 

' * • * ..;. + !><"> (X;— x)(x ; — x„). ... (x,.^x m _i), 

wo /y, ZF', D< m) zufolge (15.) durch die folgenden Gleichungen be- 
stimmt werden, 

D = z>(x), ■' • - 


> ■ » 


= 


zr 


»(.rl , D(x 0 ) 


x — x. 


x^ — x 






D(x) 

1 D(x 0 ) 

, 0(x t ) ■ ^ 

(x—x,){x- 

-x,) 1 (x 0 — x)(x 0 — X,) 

1 (x 4 — x) (x , — X 0 f ’ • 


etc. 


Diese Ausdrücke sind säramüicb ganze Functionen von x 4 und man siebt aus 
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ihrer Zusammensetzung leicht, dafs man sic als Quotienten erhält, wenn man die 
erste von ihnen D(x) durch die Gröfsen x — x„, (x — — x t ) etc. dividirt. 
Man kann dieselben auch successive bilden, indem D" der Quotient der Divi- 
sion von !)' durch x — :r, , D"' der Quotient der Division von U" durch x — x r 
wird, etc. Subslituirl man den Ausdruck (16.) in m von einander unabhängige 
Gleichungen (10.), und betrachtet darin die wi^-t Gröfsen D, D\ .... 
als Unbekannte, so kann man wieder, wie oben bei den Functionen D, D t , Z), etc., 
zeigen , dafs sie von den aus ihren Coefficienlen gebildeten partiellen Determinan- 
ten nur durch einen constanten Factor unterschieden sein können, und sich des- 
halb in den Determinanten, welche den nt — I Functionen D", ü"' y .... ßO"> 
proportional sind, die höchste Potenz von x, die beiden höchsten u. s. w. oder 
endlich alle Potenzen von x forlheben müssen. 

Die Coüfficienten von D, D' etc. in den //» aus (10.) erhabnen Gleichungen 
vereinfachen sich, wenn f[x) iu(10.) den Factor (x—x u )(x — 

enthält. Setzt man wieder — - y , so erhält 

man aus (10.) die Gleichung . r 

«k.. 17. S-ZZ-f ü, * ■*« 

WO 1 ,. 






Ujxj' (Xj — X) 

r, Sv) 


V Mi x? (xi — x) 


s m = 2 

Nimmt man für /Vir) den vollständigen Ausdruck vom (wi-j^len Grnde an und 
bildet dio tri Gleichungen, indem man nach uud nach in (18.) für p seine 
Berthe 0, I, 12, .... m — 1 setzt, so erhält man aus denselben ZZ(a’), ab- 
geselin von einem constanten Factor, gleich der Determinante der Gröfsen (5,.). 
Bildet nian aber die m Gleichungen, indem man in (18.) p — 0 und für 
nach und nach die Functionen . ' . • 

f-js M fl£) : fi£L__ 

, 4 \- X— (x—x^-t^x — JfmY 1 ■ {X— x m -i)(x— X„,)....{X— 

setzt, deren erste wieder die vollständige Function (»»-(-fi)ten. Grades ist, so 
erhält man Z)(:r), abgesehn von einem constanten Factor, der Determinante der 
Gröfsen (6.) gleich. Durch ganz ähnliche Determinanten erhält man aber auch, 
zufolge der vorstehenden Betrachtungen, die ganzen Functionen, welche sich als 
die Quotienten der Division von ü(x) durch x — ar„ , (* — x 0 )(x — =• x t ) u. s. w. 
ergeben, r \ u •. .■»■*• •. • • ' , »• - 4 
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‘ ’ Den Zähler i!V(.r) kann man. abgesehn von einem constanlen Factor, 
unmittelbar aus dem Nenner D {x) erhallen r „wenn man nur für die Grö- 

‘ ' \ • ' • ' • ■ ^ ' 1 

fsen w„, «, elc. ihre rcciproken Werthe — , — r etc. seid, und gleichzeitig 

«O «I , 

m und u in «—1 und m'-j-l ändert, so dafs umgekehrt der Nenner von 
der. Ordnung n — 1 , der Zähler von der Ordnung i m wird. ‘ Denn die Auf- 

#abc\ die Grölsen t/ IM tt x etc. durch den Bruch . - 57 — mirzuslellen, ist dieselbe 

• 11 • D(x) 

wie die Aufgabe, dieGröfsen 'ps ^p- ©Id« durch den Bruch darzustellen; * 

Es bleibt dann noch übrig, den constanten Factor, mit welchem der Quotient 
der beiden so gefundnen Determinanten mnltiplicirl werden mufs, zu bestimmen, 
Wozu einer der gegebnen Werthe des Bruchs hinreichl. * 

Da der Nenner als eine Determinante vom mten Grade gefunden wurde, 
(wenn man den Grad der Determinante nach der Zahl der Horizontal - oder Vor 
ticalreihen der Gröfsen, aus denen sie gebildet isl, bestimmt,) so wird auf di$ an- 
gegebne Weise der Zähler als eine Determinante vom (rt-*4)teu Grade erhallen 
werden. Wenn daher der Grad des Zählers und Nenners sehr verschieden Ist, . 
so wird die eine Determinante von einem hohen Grade werden, während die . 
andre von einem nieder« Grade sein kann. Man wird aber aus dem .Folgen- 
den ersehen, dafs man auch immer den Zähler durch eine Determinante vom 
(m*j- t'ten Grade darstellen kann. Diese Darstellung wird einfacher als dif • 
obige, wenn die Grade des Zählers und Nenners um zwei oder mehr Einheiten 
verschieden sind und man, wie es nach der oben gemachten Bemerkung ver- 
stauet 'ist ^ die Aufgabe so stellt, dafs der Nenner vom niedrigeren Grade als 
der Zähler wird. Auch wird man bei dieser Darstellung der Bestimmung des 
hinznzu fügenden constanlen Factors überhoben. 

^ . ... .. >•.> ... ... 1 * . 

Es sei <p(x ) eine Function von x vom nten oder einem höher» Grade 
und das Product von einer entsprechenden Anzahl der linefiren Facloren .r — 
x — x A etc. : |Vfan hat dann durch die bekannten Formeln der Theorie der 


Parlialbrüche, . ■» : 

iw 

* 4 




= 2: 

f 




_L- '«rüjj-r) . • ». c* 

<p(s) .. (r rr -x)y'(jn,) * . {j- rr -x)<fi'(Xe )\' t . , A 

wo man unter dem Suinincnzoichen für r alle diejenigen Indices O, t,- . *:* 

»i-J-« — 1 zu setzen hat, für welche y(jp r )=0 wird. Setzt, man für D'jc) 
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wieder a-\-a x x . .. . -f ««a? m und 


.r? tt r 


_ <* 




!• t* (Xr — JC)<ft(Xv) 

so giebt die vorstehende Formel: *• \ t ; \ 

Wenn man daher die Gröfsen a, «, etc. den partiellen Determinanten der 
Gleichungen (2.} §. 1. gleich setzt, oder der constante Factor,, mit welchem 
die Determinanten multiplicirt werden müssen, überall = I angenommen wird. 


^ 4m JV(x) 

so wird — — - - ; gleich der Determinante der Größen 


e r : '■ .*■ * 

. tk V.* - -. f* ; f • 


r r* V 


A* 


19. 


r« 

• * 

«»i 


T. 

»i 

fi 


f m 


'm t l 


• • • * • f 2m— I , 

# .1 • ... . , • 

Wo die Gröfsen v dieselben sind wie in (3.). 

Transformirl man auf dieselbe Art wie zu Ende des §. 1. die w letzten 

Horieontaireihen , so erhält man — ^7^ gleich der Determinante der Gröfsen 

?(*>“,. ... , w t 

T lt T, .... T m • 


W™ W\" .... wty 

20 . {w;> w[, w m 


•\* •* j 




I m m - l) hv-" w } ' T .' • " ■ ’’ 

* . y «■' 

wo die Gröfsen IV dieselben wie in (7.) sind. 

Multiplicirt man in (19.) jede Verlicalreihe mit x und zieht sie von 
der folgenden ab, so er giebt sieh, wenn 


V * - 1 t * * rt 


. ■ 2 ~JT~\ = Ä 
qf/(.r r ) 


•i . 


gesetzt wird, die Function — gleich der Determinante der Gröfsen 

Tf, Su /St .... &m-i 

V.. 1 P 0 *fb W l •v,i. . - .1 , . > 

v» »J.. t . .> 21" S fl tfl *f2 ..■.•S. *f» .' ' SV.. 


r a 


* \ <. 


f m _l w m : I,.. 




1,4 , 1 
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wo die Gröfsen w dieselben wie in (4.) sind. Der in dieser Determinante 
in multiplicirte Ausdruck ist der Nenner D{x). 

Um die Gröfsen (21.) noch weiter zu reduciren, will ich annehmen, 
dafs die Function <p(x) dem Product 

(x — x m _t)(x — x m ). . .. (x-rr ar m+ „_ ? ) • 
entweder gleich sei oder dieses Product als Factor enthalte. Ferner sei 


fß./m) £=± »(*),., . ■■■ . ' • «*> v *?»!.. « .» 

' (x~Xm-l)(X — X m ).... — + * * V'kt**) \ 1 

.*• i • ... » " • • e: ”■ 1 f i 

wenn die Summe nur auf diejenigen Indices r erstreckt wird, für welche 
^(x r )==D wird. Wenn man jetzt auf die §1. angewandte Art sowohl die 
m letzten Horizontalreihen als die in letzten Verticalreihen der Gröfsen (21.) 

transförmirt, so erhält man — gleich der Determinante der Grafiten 


22 . 


T„ , 

HT 

w;, V' 


Si 


V[ 


®r- l) 

V$Li 


r »* 

m — 1 

• « • . • * ♦ ■ •* *v *•« . # 

m m ~ l) FS m ~ 1) .... V£z l \ 




wo die Gröfsen V dieselben wie in (6.) sind. 

Es sei jetzt . . • 

.' • > ‘ 

J\ l ) — 2 IlOj. , 

. * p ■ {* r — i ’• . 

wo immer wieder die Summation nur auf diejenigen Indices r sich erstreckt, 
für welche ^(ar r )==:0 wird. Man hat dann die Formeln, 

t ' ■. fJt* i au rmn v ' 


+atf: 


w-.. 

u. s. w. 


fc«*» ■ > « •i-.'Vi. Htt 


f.k. 


Ferner ist, wenn die Gröfsen X\p dieselbe Bedeutung Wie In (9.) haben, 

’ . .... .. (*-*.-.) HW + V = X? % . 

. . ' 1 (#-*.) zp- +ep = 

- • i • v \4 # * 

• - U. 9i W* ^ « 

Wenn man die Gröfsen der ersten Verticalreihe in (22.) sämmtlich mit x — x m-J 
roultiplidrt, so wird der Werth der ganzen Determinante mit derselben Gröfee 


multipiicirl und daher = 


mx) 




. Addirt man nach der Multiplication zu den 

« ** J. ’e • 


- W ' v 

• * • » • ♦ * # t 

Gröfsen der ersten Verlicalreihe respective die unveränderten Gröfsen der 
zweiten Verlicalreihe, so wird die erste Verlicalreihe 

T,;, AT\ A,\ Af-« . c. , 




jV(jr) 

während sich der Werth der Determinante nicht ändert. Multiplicirt 

mau die letztem Gröfsen mit x — x m und nddirt dann respective die Gröfsen 
der dritten Verlicalreihe, so wird die erste Verlicalreihe 

t;;, A3», Xi, ... 4P ~'>i ■ , 

4 ** '* ^ k • k , 

während die Determinante — — j wird. Fährt man so fort, so erhält man. 


den Salz, dafs 


A r fr) 

Vm(X) 


gleich ist der Determinante der Gröfsen 


~>r > < i 


[ n m > 

äs? 

s,; 


k* 

FS 9 

f\'» . . 

Fg* 

/ A' 

23 . 

. - \ Am \ ' 

I 

Fa 

f; 

Fi 

* / • 

V" 

r | • • • • 

w 

Fm-, •; 

VT» . .V4 

’ m-1 

1 • 

<t • '1' 

• 

• • 

' ■' * •% 

• 4 • “. * 

. 

f JfT-*-») 

r(*-o 

FS™:« .... 



Transformirt man die m letzten Verticalreihen in (20.) auf dieselbe Art, 
wie in §. 1. die Gröfsen (8.) in (9.) transformirt wurden, so erhält man — 

m • » J |r% , • . J J ,, /« 




• «v«*7 ■* **' y»0v' * ■ 

iftft »* «. .• 24. 

st , • - •• 1. ' : * '* 

«Hi» .t 

•> . . > * 


To 


rp" 

J ü 

... . 

AT 

at> 

A?*> 

.... J® 

a; 

-. ■*! 

a; 

..... Al 

a; 

A," 

a; 

A" 




■ » V-i «V yJm& 

■f t 


A3- 1 ’ A!-» 4*-" as-*»,, 

wo nur die erste Horizontalreihe die Variable x enthalt. ,» . .. 

Setzt man für <p(x)=f(x) die vollständige Function (»-f w)teu Grades und 

•iAi, : ‘ ’ * 

p *r f*r 

JMvM. •' P ( Xr mjfc\ ^ »«»• *V A-. >v 

so verwandeln sich in der ersten Horizontalreihe Yon(19.) die Gröfsen T,, in 
die Gröfsen R„. Man hat zwischen diesen und den Gröfsen 

* :** . • • 


imt* A'fväi i 

•'MR 




■r?u r 


P “ rUr)’* 




* . 


\ • 


*s* • 


f 

* # » 
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weiche die übrigen Horizontalreihen in (19.) bilden, die Gleichungen 

4 «». • ** xR r-\- v P = Rp+ 1 - 

Wenn inan daher in (19.) für die Grüften T p in der ersten Horizontalreihe 
die Gröi'sen R p setzt und dann zu der zweiten Horizontalreihe die erste, 
mit x multiplicirt, nddirl, so verwandelt sich die zweite Horizontalreihe in 
R t . It 7 : . . . ’. H^+i ; »ddirt man diese, mit x multiplicirt, zur dritten Horizon- 


lalreihe, so verwandelt sich die dritte Horizontalreihe in Ä., ft,, !.r.'R 


"l~s • 


fährt man auf diese Weise fort, wobei der Werth der Determinante nicht 


geändert wird, und wählt für den Nenner D(x) die Bestimmung durch die 
Determinante der Gröfsen (4.), so erhält man folgenden Satz. 




Theorem I. 


Jyi 


***** 0'*% 


.Ks .sei 






R, 


f(x) = (x — x„)(x — x ,) . . (x — 

’ J*)/ l) 


(x n —x)/'(x fl ) 


I -TlUl 

1 (Xi— x)f k (xi) 1 




W, 


X«(.rij J. ) Ifn | X^(Xt x) Ul | ((j'«. 4- — x) Hnii.l 

-1- fy , . .... f ' 


.so wird 


f{*d> 


- 

+J., 


25. 


N(x) 


f (Xm+tt— l) 

£± R^Ri.... Rl m ' 

'"'r 


v ,M~7 -t«*»** 

X,-^> Wl • • • • tCrn — l 


f(r) Dir) 

wenn man nach Bildung der beiden Determinanten in jedem ihrer' 
Terme respective R a+ß und w a+ß für R ( f ] und setzt." 

Aus dem Ausdrucke, welchen in der Lag r angesehen Interpolations- 
Formel der Coefficient der höchsten Potenz der Variable erhält, bildet man nach 

einer einfachen Regel die gesuchte Funchon selbst. Sind nämlich x u ,x n x r 

die Werlhe von x, für welche eine ganze Function /;ten Grades die Werlhe 
u p annehmen soll, und ist F(x)±n(i T—xj(x—x l )....{x—x p ), so 
wird der Coefficient von x* in der gesuchten Function, - ** '*•!>' < 

ii 0 ' | u. . 1 ü „ }' *4 bJUfr 

• Fw + 


i"u,> ' i'ifp) ’ 
und man erhält aus diesem Ausdrucke die gesuchte Function selbst, wenn 

tf*-. 


man darin für w,, ?! u p respective A * * ! . . - setzt 


X X, 


X X | 


X — Ap 


und mit L'(x) multiplicirt. Ganz dieselbe Regel gilt , wie man aus dem 
Theorem I. sieht, hei der Darstellung gegebner Werlhe durch eine gebrochne 


«ii' 


> % 






.4 * 




r + 


i 4 


¥ 

4 


. 

* 

’ / 
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rationale Function für die Bildung des Zählers. Aber auch für den Nenner 
D{x) gilt eine ähnliche noch einfachere Bilduugsweise, indem man nur nöthig 
hat, um diese Function zu erhalten, in dem algebraischen Ausdrucke des Coöf- 
ficienlen ihres höchsten, mit x m multiplicirten, Terms statt u (> , «, etc. respeclive 
u xt {x — x u), u^x — Xt) etc. zu setzen. Man hat daher folgendes Theorem. 

• • . ' "J '• ’ * » H 

Fff. /*■ . , . # ’ . w - . ' • • • 

Theorem II. 

„Wenn man eint rationule yebrochne Function von x, deren Nen- 
ner auf den m Un Grad steigt, durch die W erthe «,,, tt 2 etc. be- 
stimmt, welche dieselbe für die XV erthe x u , x , , x 2 etc. der Variable x 
annimmt, so werden die algebraischen Ausdrücke der Coefficienten 
der höchsten Potenz von x im Zähler und Nenner ganze homogene 
Functionen von v,„ *i,, u 2 etc. vom und m Un Grade, und 

man erhält aus ihnen den Zähler und Nenner selbst, wenn man 
respeclive für «„ , */,, u 2 etc. in dem einen Ausdrucke die Gröfsen 




X— X A 


ZF JC * 


X — X* 


etc. 






• • / i i 

und in dem andern Ausdrucke die Gröfsen *' 

. ...V r J» 

u„(x — a? 0 ), n^x — x,), u.(x — x 2 ) etc. 

setzt, und hierauf den ersten Ausdruck noch mit dem Product 
sämmllicher Factor en (x — x u )(jc > — x^{x — x 2 ) etc. multiplicirt." 

Das Theorem I. zeigt auch noch, dafs die Coefficienten der höchsten Potenz 
der Variable im Zähler und im Nenner beide einem ähnlichen Bildungsgesetz 
unterworfen sind, in der Art, dafs dieser Coefficient im Zähler so gebildet wird, 
wie der Coefßcient der höchsten Potenz von x in einem Nenner, welcher auf 
den (v»-f l)ten Grad steigt. Man erkennt dies, so wie das Theorem II., auch 
mit grofser Leichtigkeit aus der von Cauchg gegebnen Formel. 

Auf dieselbe Art wie §. 1. die Gröfsen w in die Gröfsen V transfor- 

mirt wurden, kann man auch die Gröfsen R transformiren. Setzt man wieder 

< • * • * 

/;, ) == (* - *i) (x — X i+ f)....{x — X m _a) 

X(x X m _,+i)(x x m+ y) . . . . (x 

ferner . . * jft ' v . ' 

(x fe-xVW 

W = ^%-^r 

flM*r) 7 

wo man die Summation nur auf diejenigen Indices r ausdehnt, für welche 

39 


, i 


\ a 




r • 

> . 


.1 » 


4 


4 


i* 


.,s 


* n 

rJ 




p ♦ 
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welche die übrigen iiorizontalreihen in (19.) bilden, die Gleichungen 

3 R p -f v„ = Ä,, +1 . * 4 **' 

Wenn man daher in (19.) für die Gröfsen T p in der ersten Horizonlalreihe 
die Groisen R p setzt und dann zu der zweiten Horizontalreihe die erste, 
mit x mulliplicirt, nddirl, so verwandelt sich die zweite Horizonialreike in 

m; « «*+,; addirt man diese, mit x mulliplicirt, zur dritten Horizon- 

lalreihe, so verwandelt sich die dritte Horizontalrcihe in ifc, y.* 6 ? R'£$. 
führt man auf diese Weise fort, wobei der Werth der Determinante nicht 
geändert wird, und wählt für den Neuner D(x) die Bestimmung durch die 
Determinante der Gröfsen (4.), so erhält man folgenden Salz. 


Theorem I. 


n v • 


***** 


, Ks sei 


ml \ 


f(x) = (9 — x u )(x~Xi) >. (x — x m + n _ t ), 






i • r » w » i . 

(J’o— *•)/'(**) 1 (x,— r)/'(.r,) r ‘ (x m+ ^, - x)f'(x m+ ^ l ) ’ 


,. x?|(j(| | i 1 (X| — - x) Mj | Xm -t- n— I (j\» -fn-*l X) 

r rw + rm ru» + M) ’ 


*?l 

l. wird 






25. 


iV(x) 




f(x) l)(T) 

wenn man nach Bildung der beiden Determinanten in jedem ihrer 
Terme respectrre R a+p und w a+ß ßr ft ( / ) und w'f' setzt." 

Aus dem Ausdrucke, welchen in der Layranyeschen Inlerpolations- 
formel der Coeflicient der höchsten Potenz der Variable erhält, bildet man nach 

einer einfachen Regel die gesuchte Function selbst. Sind nämlich x 0 , x,, x r 

die Werthe von x, für welche eine ganze Function /;len Grades die Werthe 

*,,, .... 

wird der Coeflicient von x? in der gesuchten Function,' 

Iw* n fo t rfr 


annehmen soll, und ist so 

aii I \rr \ n .«*P «r* /Int* /•>*/.■> ..1.1 n i! 


i 




Up 


* v • + /:j(x P > » 

und man erhält aus diesem Ausdrucke die gesuchte Function selbst, wenn 

‘JL <*>, / at* 

man dariu für w,„ */,, ... . . u p respective 

* ■* ;•/*■#*/ t ot’ jyu( *4 “" 


*6 


x-rx. 


•I* ' U*£l 


setzt 


und mit /^(x) mulliplicirt. Ganz dieselbe Regel gilt, wie man aus dem 
Theorem I. sieht, bei der Darstellung gegebner Werthe durch eine gebroebne 




> % 






rationale Fnnclion Tür die Bildung des Zählers. Aber auch für den Nenner 
D{x) gilt eine ähnliche noch einfachere Bildungsweise, indem man nur nölhig 
hat, um diese Function zu erhalten , in dem algebraischen Ausdrucke des Coöf- 
ficienieu ihres höchsten, mit x m multiplicirten, Terms statt «, etc. respectivc 
»/„(# — x„). «i(j? — x x ) etc. zu setzen. Man hat daher folgendes Theorem. 

_ i " ' . • d Jfci . ^ •tnKW 1 - 

" Theorem H. 

„Wenn man eine rationule gebrochne Function von x, deren Nen- 
ner auf den »•*" Grad steigt , durch die Werthe tt„, u,, u, etc. be- 
* stimmt , welche dieselbe für die Werthe x u , x 7 , x t etc. der Variable x 
annimmt, so werden die algebraischen Ausdrücke der Coefficienten 
der höchsten Potenz von x im Zähler und Nenner ganze homogene 
Functionen von w„, u , , i/ 2 etc. vom (m -j- 1)'" und m' cn Grade , und 
man erhält aus ihnen den Zähler und Nenner selbst, wenn man 
respective für u v , «, , u 7 etc. in dem einen Ausdrucke die Gröfsen 




jr—jr 0 ’ x — x , ’ x—x t 


etc. 




und m dem andern Ausdrucke die Gröfsen % ” 

u n(x — x^), ä|(x *^i)» ü 7 (x Xj) efc. 

.: setzt, und hierauf den ersten Ausdruck noch mit dem Product 

sämmtlicher Factor en (x — x u )(x — x,) (x — x 7 ) etc. multiplicirt." 

Das Theorem I. zeigt auch noch, dafs die Coefiicienten der höchsten Potenz 
der Variable im Zähler und im Nenner beide einem ähnlichen Bildungsgeselz 
unterworfen sind, in der Art, dafs dieser Coefficient im Zähler so gebildet wird, 
wie der Coefficient der höchsten Potenz von x in einem Nenner, welcher auf 
den (wi^-l)ten Grad steigt. Man erkennt dies, so wie das Theorem II., auch 
mit grofser Leichtigkeit aus der von Cauchg gegebnen Formel. 

Auf dieselbe Art wie §. 1. die Gröfsen w in die Gröfsen V transfor- 

mirl wurden , kann man auch die Gröfsen R Iransformiren. Setzt mau wieder 

* % *• * • ' 

/;. - *i) {x^x l+ ^....{x— x m _,) 

X" (X X m _ J + Ji) (X . . . . (X l \ 

ferner L . , . . 


QO) £ (x r — x) Ur 




wo man die Summation nur auf diejenigen Indiccs r ausdehnl, für welche 
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tW«r 


0 wirrt , fto erhält mnn 

i JV(x) 


A. - 

»V 


26. — 


** 


v-i_/i<")n‘ n< m > 

~ J I r^r;.. . . 

Man knnn in rton Ausdrücken der Gröfsen 1{ und w oder der Gröfsen Q und 
V überall' .r — a^-für x^-~x setzen, wenn mnn gleichzeitig in den Formeln 
(25.) und (26.) das Minuszeichen links vom Gleichheitszeichen forlläfst, da für 
jene Änderungen der Bruch den entgegengesetzten Werth annjmml. 


▲ m • 


4. 


Man knnn aus dem Theorem I. die von Cnuchy angegebne Form des 
Bruchs u auf folgende Weise ableiten. Setzt man 


■ 


„ n,(x,—x) 

WT~ 


■ r > 

(x r — Jq) («Cr - “ X |) ••••(•Ir ~ w ~~ J wj-fn— fj 


% 


wo im Nenner der Factor jp r-x, fortzulassen ist, so wird 




Führt man statt w aV ß den allgemeineren Ausdruck 

f r<f — y„x; -{- vi «iarr • • 
ein, so wird zufolge des Theorems I. 

' * ^1 ^ 1 D&) =r -- f](r| .. 

wenn man nach Bildung der Determinante überall y r ==ur r setzt. Aber zufolge 
eines von Cauchy und auch von mir spflter bewiesenen Salzes (S. Crelle Journal 
Brt. 22. S. 308 folg.) wird die vorstehende Determinante gleich dei* Summe aller 
Gröfsen-^ welche sich bilden lassen, wenn man in dem Froduc(e 

.a. I -*-* — <j43 fafel Tt» ^.*1 bis .Val. . S Jk —*• > Ä ff.. , JL-+rm. 


i • • • • j ’m-i j •) } 


: j) . .1 


J m— I 


für die untern Indices auf alle mögliche Arten je m verschiedne Indices ans der 
Zahl der Indices 0, I, 2, . . . . I setzt. Mnn hat aber ferner für jede solche 

Combination nach einer bekannten, zuerst von Vnndermonde bemerkten Formel 

■*— T_ • • • • 1 

(X l — xj(x, — X^(X, — .7 — uOfoJf — a-ll • 

uud es .wird daher, wenn man y r = x r setzt, in D(x ) jeder mit — y m _, 
nmltiplicirle Term ’ ^ * v * - ' * " ^ 

. K«l — x ») (X-i—X • • • • ^o) • * ** 

(— tji-’C'"- 11 r<„ », .... (j 0 — x)(x>—. x) .... (j m -i—jr) 


# — a _) (X , — X w + i) . . -jU\ ~Sm,+ n— l) (X K —X m ) (x , —X m+l ) •■■■(■*' l~~ X m j.n~l) 
.... t.T-m-i— .r m )(.r m .r mf i) .... f ' 


»•? 




& 








% 

♦ 
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Der Complexus dieser Terme isl der Nenner der C ' au chy sehen Formel, mit 
( — multiplicirl. Gunz auf dieselbe Arl wird pus dein im Theorem I. gegeb- 

nen Zahler der gebrochncn Function derZfibler der Cnuchyschen Formel gefunden.' 

Man findet auch auf einmal den Zähler und Nenner der Cauchyschen 
Formel durch folgende Beleuchtung. Es sei 'ÄV . litt 

D x^-tKT 1 n m x m , ’N = rt -) «, x -j-«, .r** x"-\ 

■f * i 4 **f*B*r** «ji ***** 


so fiat man Ä+w-j-l Gleichungen: 

w.*« ‘ - * ' ® 

jit||i i rtj ...... •|*.«r 




fc py?t * V’ Ws 

iv {«.-fc- x «* )*■+ 

U *I ( a jt ?• «1 • « 4: «ml , 4 

«i f« f-^i «i 'r «<, } , 


*,«* 


* i Xa~‘/^., 

4^. va-Jpo.*,«, ...... 4 ^r‘ 

«*• • • • • • 

“ • .1 ^ 

ans welchen man die Unbekannten », a, etc., «, rt, etc. eliminiren 

kann-, und dann eine Bedingungsgleichung V = 0 erlifdt, in welcher V die aus ' 
den «4-m-M Horizontal- und Verlicnlreihen der Coefficienten der Unbekaiui- 
teil gebildete Determinaule ist. Nach einer von Laftlace gemachten Bemerkung 
kann jede Determinante als ein Aggregat von Produclen einfacherer Determi- 
nanten dargestellt werdeu, wenn man die Verlicalreihen in zwei (Jrnppen theill 
und auf alle mögliche Arten immer zwei partielle Determinanten der beiden Grup- 
pen.. weiche sich auf verschiedne Uorizontalreihen beziehen, mit einander uiuitiplip 
Ctrl. Bei der Determinante V sondern sich die Verlicalreihen von selbst in dtt* 

jfc * 

beiden Gruppen der n ersten und i/» I letzten Verlicnlreihen. Sondert man ferner 
die Terme von V, je nachdem sie mit D oder A r multiplicirl sind, in zwei ver- 
schiedne Aggregate, so erhalt man die Bedingungsgleichung in folgender Form: 
♦. ' 0 ±== V ==r ■*' 

- u-S(?±j'.v!,x i X 

• V • > S ' ( - > ■' K .1 .... -•*' ■'» ■■■■ K 

Man wird hier die einzelnen Terme jeder mit JT hezeiclmelen Determinante 
dorcli Vertauschung der Exponenten erhallen, ''und dann die beiden Summen 
bilden, indem man für die ludices 0, 1, .. . . n — 2 oder 0? nt- I fc 

n — 1 oder » aus den Indices 0, 1, 2, .... n-f»i — I und für die Indices 
h — I. 7», .... n-xm — 1 oder n, ■ ••• «4 "* — :4 die 1,1 r I «der m 

übrigen nituml. Bezeichnet man mit P{a r 0, c, ) das Product aus den Dif- 

ferenzen der Grüfsen a, b, c, .. .., so wird die gefuiidne Gleichung, wenu 
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man nacii der oben angeführten Formel die Determinanten durch die Producte 
der Differenzen ersetzt, " . * 4 X -oi- •' 

O =D •&(«„_, w„ . \i . P(x, x a , r, , . . . . x„_J P(x n _ t , x n , vT. . x„ + -^) 

a ®^a+ 1 • * * * ^»+m— I P ( Xi) , X\ , .... X„_i) P yXfX H . #a4-'j 
Die verschiednen Zeichen, mit welchen die Producte P genommen werden 
können, müssen nach der Natur der Determinante V so bestimmt werden dafs, 
wenn man dieGröfsen I) und iV und dieGröfsen »/„, m 4 , .... « n+m _ a einander 
gleich setzt und zwei beliebige von den *n-l- n-pl Gröfsen x, a?„, a?,, . . .-.\gv f *_j 

* * * • ■ "X 

mit einander vertauscht, der ganze Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen den 
entgegengesetzten Werth annimint. Wenn man daher diesen Ausdruck mit dem 
Product P(ar, x, n x t , ... . ar m+( ,_,} dividirt, so inufs derselbe in Bezug anT die 
Gröfsen symmetrisch werden, und es werden umgekehrt, wenn dieser 
Quotient in Bezug auf alle Gröfsen x, x t) , a?j, .... ar m+n _^ symmetrisch wird, 
alle Zeichen so, wie es die Bedingungen der Dclcrminanicnbilduug fordern, be- 
stimmt sein. Bezeichnet man mit 


{(A > B,C,....)(A',B' > C, ....)} < w. 

dos Product aus ollen Differenzen der Gröfsen A, B , C .. . . von den Gröfsen 
A\ B', C' . . . ., indem man immer die zweiten von den ersten abzieht, 

{(A,B,C,....)(A, B',C, ....)} 

= (A-A){A-B'){A-C ') .... (B-A')(B-B ') .... (C-A ) . . . ., 

'Jft -*>* 

*.'ir 


so erhält man auf die angegebne Art die Gleichung 

*JS. • 1 Ä.L. 

Ml» • • • • 


b3*tv 
1 • 


o = 


{ (j* , .r 0 , .7* , , ... • X n—t) (Xn-r-i > X H , 

* * ’A ' i; ■* ‘ 

j O/j .... Un+ai — t 


Xn+m—l) | 


|(j"(( f J .r ,, • • X n — l) Unj ^ n+1 > 

wo der Ausdruck rechts, wie verlangt wurde, wenn D 
= »•> Bezug auf alle Gröfsen x, x in ar,, .... ; 


J^i+m - I , "^)j 1 

= N und u v = w, . . .. 
E.\x m _i symmetrisch ist, 


wenngleich sich dos Summenzeichen nur auf die tn-^-n Gröfsen x » , a^ . . . . 

bezieht. Entnimmt man aus dieser Gleichung den W'erllt von yy und 
mnltiplicirl Zähler und Nenner mit (x-^XhXx — xj (x — ar m . t . B _ t ) , so er- 
hält man die Cuuchyxche Formel. ;. .w. >, , -v.„ . . • . 


5. 

Die im Theorem I. dem Zähler und Nenner der gebrochnen Function 
gegebne Form kann mit besonderm Vortheil in dem Fall angewandt werden, 
wenn alle oder mehrere der Gröfsen a\,, x t + . . . . untereinander gleich 
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werden, ist, • ’• V.“ 

f(x) = («? — sc y ) (x — a?,) (x — x r ) F(x) 

und bedeutet *F(x) eine beliebige Function von ar, so verwandelt 9ich be~. 

kanntlicb, wenn • . 

• ^ • 

• X t) ■ 30 1 • • • • ■ 30 r — - ■— £1 . " . 

wird, dns Aggregat 

L ^,) , W(Xr) 

■+7w. . ,• 

• • • 

> .. . 


TWT) 


/'(*»*•) 

in den Differentialausdruck 

»/'(«) {Ffc))- 

//(;•). rf« r ’ 

wo 1 .?.... r =±= Man kann hicnach sogleich die Größen angeben, in 

welche sich in den oben aufgestelllen Sätzen die verschiednen Systeme von Ele- 
menten, aus denen die Determinanten zu bilden sind, verwandeln, wenn r -j-i 
von den Gröfsen x l etc. denselben Werth a erhalten, für welchen dann die 
. entsprechenden Werthe von u und seiner r ersten DifTerentialquotienten gegeben 
sein müssen. 

Man nehme insbesondre an, dafs alle Gröfsen r,,, x t , x t \ . ; . . 
derselben Gröfse a gleich seien, und dafs für diesen Werth von x sowohl der 
Werth des gesuchten Bruchs als auch die Wertho seiner »-fm — 1 ersten 
Differentialquolienlen gegeben seien. Bezeichnet man den gesuchten Bruch mit 

*(*) - 

so werden die verschiednen §. 1. eingeführten Gröfsen, x 

a p t{a) * * V- . 


»v = 


ri(nt-\-n — l)</rt m +' ,_1 ’ 
rf'" + "~ l ■ af‘ (u — x)z («) 


jr 


w„ = 




j7(0 _ d m +*- i -'-aP(a—x)jt(a ) 

p ri(m-\-n — i—\)‘d a m + n— i— H 

^ — J-) %(a) 


ifeftri 




Vii) —3^- ■ 

* Ifim+n - *-* -1) > 




^,„4n-l-l . gl> %(u) 


WO) — _ 

p /Z(n» + « — i — 


■- '• ’l% r . 


V(Ö _ ^ 

* ~ — ft-lM«" ' 

Durch Substitution dieser Werthe erhält man aus §. 1. für den Fall, dafs die 

.» * «• ■ L- -4 • 

7n~\-ti Werthe a?„, x x etc. einander gleich sind, sechs verschiedne Darstellun- 
gen des Nenners D(x) durch eine Determinante. 
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Die §. 3. eingeführten Gröfsen werden, wenn man dort *p(x) vom 
nten Grade annimmt, •> . • 

- 1 * <p(x) ■— (ar — «)", . (fi(x) — (x — a) n ~ l , * •• 

&>' d-^-xia) ■ " V 

•* - ‘ rni) __ jry-fgfo) . • • * ' . S * 

«* ~ £T(m— A c — l)*rfa"*** -1 ’ 

R — d’'+ m -a>’(a—x)- 1 x(») „■ .. .. •. . •;/ 

e i/(« 4* m)-d a"*™ ’ * * • 


w = 


— J-)- 1 %(a) 


Jl(n-\-m — i—k — 1 ).(/«■■ •» 

Subslituirt man diese Werthe in (19.) — (25. ); so erhält man den Zähler iV(«) 
auf sieben verschiedne Arten durch eine Determinante ausgedrückl. 

Gs wird zweckmäfsig sein, bei Anordnung der Gröfsen, aus welcheu 
man die Determinanten zu bilden hat, von den niedrigsten Differentialen zu 
beginnen, weshalb tnan in den betretenden Schemas von dem entgegengesetzten 

Ende der Diagonale ausgehn mnfs. Ich werde zugleich der Kürze halber durch 

• < 

X,, ’.und'Xp die Ausdrücke '• • . 


»; •...'••>«. • . _ 4 * - . 

bezeichnen. 

Setzt man hiernach 


II (p)- dtii’ 


. D„=Vl^ 


V. :*5Ha5Äwtot> 

(f n ~ m < 1 .(g — j-)x(a) 
&(H — ■ t 


»» d n ~ m + i + 1 ■ (a — .r) z{ u) 

1 II (n — m -f i 1) • d a ’'~ m+tJ > 1 


— y 

Ap i 

• , •* • 

• • • • *|* • 

i • .. • - .• * . *. 

(fl / y.n— m f 1 *[' Z*—m • 

; ' • 

J ) %n—m ~i+l ~\~ Xn—m + i 1 


■so ergiebl die Darstellung von D(x) durch die Gröfsen (6.), 

27. D(x) — 2±m i) D\D:..:. 

• • • ' 

wertn man nach Bildong der Determinante überall D a +$ fiir schreibt: 

Braucht man das Schema (9.), so erhält man D(x) gleich der De- 


lemmante der Gröfsen 

• 

t 

«• . i 

/ X”—m 

^£n— m+1 • 


1 Xn—m+l 

' «/ 

% -*v*— 

•••• Xa 

k ; • 28. < ... , 

.VT, * • • 

% • i 

•. • _ • • - • m 


. U . 

• • f * Zm+n—l 



. . . . z “ a 

• . » /.• »• 


Xn 

X* + 1 
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Wflhll man zur Beslimraunff des Zählers die Gröfsen (22.)? (23.) °d er (2-1 )• 
, 0 wird für den Fall der Gleichheit alter x, der Ausdruck 

J ///>»* fJm'iOiVll 




29. 

^ST- 



z>, .... 

A n _, 


• ^ a ‘ r’ ’ a'i 

ö", 



B rm «$ 


X- + ». 




r m— I An— <n »-J 

Xn— »i + l 


.. y ^ : «>4 

f)( l er __ — — — gleich der Determinante der Gröfsen •* ■<!• 4V 

■ **«*. f D,, Di .... ö, 

. ... 

f* * ~\3o. • 

J D m ^i D m • • • • Dlm-i Xn-l ' 

*r‘ V ^ « ^ ^n-m+l • ‘ * • Xn-l //(„ _ m _ 1 ) • da"~ m i ’ i 

• • • * ,’ * 

orfer K»«fer - ( ^"; y r Determinante der Gröfsen 

fidttjtffV* -*;■ 



X«- m 
| X * 


Xn—m+t 
Xn—m+1 . | 


3 1 . ( 

t | X nm ~ * 

' </"-»-»•(<,— ^~ w : («— 

n {n—m) ■ da n ~ 


Xl-i 


.n+I 

. , 

.« W-r sf* 

• * rr/. < \ J ».n — I 


toji 


ZZ(» — [)•</«" 


Endlich erhält man aus (26.) 


, iV(x) _ S+.’ff’-lV, , ....At’ > r -*‘* 

(SS fl)"-" " «(•«•) 3 !: Ic . ösS 5 ’ 


«*. 

man nach Bildung der beiden Determinanten überall $ n+(l und D nft 
für N[V und D&> schreibt und 

v _ >l°- w ^ 1 -(J-«)-^(a) , . r- 

= ( {X»,4-Xl (^g— «) -f ~ ...... TXn-m+i-U- ) . 

r» rf „-". +i+i.( J _ ff ) x (g) (x — a)Y . , , — / n m +i 

. V". — ‘° i Ä(« -»»+» + !)• rf« n - mt 1+1 ' ■'" m ‘ '* 
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setzt. Man kann in diesen Formeln gleichzeitig jfV, , U t für — N, — iV, , 

Z>, schreiben. \ ..... jux/ «_• .. 

In der aus den Gröfsen (30.) gebildeten Determinante ist das Aggregat der 
Terme, welche mit - yy (/< — niultiplicirt werden, dem Neuner D{x) 

gleich. Dieser Tlieil der Determinante ist der einzige, welcher entwickelt nega- 


• • * • 1 * 

Jtve Potenzen von x — a darbietet. Da nun aber der Bruch 


#<*) 


(x — a) n ’ 


wel- 


chem die Determinante gleich ist, nur negative Potenzen von x — a enthält, 

wenn man den Zähler N(x) nach Potenzen von x — u entwickelt, so wird. 

man aus diesem Theile den Werth der ganzen Determinante oder den Bruch 
mr/ v ^ 

selbst erhalten, wenn man nach geschehper Entwicklung alle posi-r 


N(x) 

(x-ap 


tiven Potenzen van x — a fortwirft. Multiplicirt man mit (ir—<i) n , ed folgt 
hieraus, dafs man den Zähler N(x) erhält, wenn man den Nenner D{xj 
, nach den Potenzen von x — a entwickelt, ihn mit ■ ■■, “ 

(rü-aY — X»+ Xx(*~ *¥' • ^+Xn-i(*— <*)'-' . 

multiplicirt und nur diejenigen Potenzen von x — a beibehdlt, welche die 
(n — [)te. nicht übersteigen. 

6 ; > • . • •'.;.*/? - 

Man findet die im Vorigen aus den allgemeinen Formeln abgeleiteten 
Resultate auch unmittelbar durch folgende Betrachtungen. ‘ 

Entwickelt man eine Function %(x) nach den aufsteigenden Potenzen 
von x — a, so erhält man nach dem Taglorschen Satz, wenn man die im 
vorigen Paragraph angewandte Bezeichnung benutzt, 

#(«?) = Xo+Xi(v ~ «)+*(«“ «) a — etc.' 


Ist irr) w0 &( T ) und D(x) ganze Functionen von x respective 

vom (»-“l)ten und »ilcn Grade sind) und setzt man .* *•*- 

D{x) «= ß. + ßi(* »)+ß*(x -a)\.. -r4T, 
so wird , das Product dieses Ausdrucks mit der vorstehenden Entwieklang von 
X{x) der Zähler N(x). Es müssen daher alle die (n — l)le übersteigenden Po- 
tenzen von x — a verschwinden, welches der zu Ende des vorigen Paragraphs 
gefundne Satz ist. Man erhält aaf diese Weise die folgenden Gleichungen: 


4 
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,S> 


. - */ 0 '= flmX—m + • • • • 4* Afc* • 

.{JJJ. ,/ 0 ßmXn— ßm—lX*—”>+1 ••• •^"}" ß X» +1.1 . . .._ I 

| ^ ßmX' i— rj+I 'T ' ßm-lXn— t*i+J ■•••"{“ ßXn+1 , 

’ etc. etc. 

»( ’• i •’)•«<■ | « * . * v * ' • / ' *,» %• ^ 

Aus w von diesen Gleichungen findet inan die Werthe, welche den m | 1 Coef- 
ficienten ß, /?,, .... ß m proportional sind, und wenn man dieselben in den 
für D(x) angenommnen Ausdruck substiluirt, so ergiebt sich für D{x) die ans 
den GröXsen (28.) gebildete Determinante. 0 ' 4 

Man kann noch bemerken, dufs man, wenn man die m -f- 1 Gräfsen 
ß , ßi etc. aus beliebigen m-f 1 von den Gleichungen (33.) eliutimrl , Bedin- 
gungen zwischen den Differentialen der Function x(x) erhält, die Statt 
finden müssen, so oft %{x) ein rationaler Bruch ist, dessen Zähler und 
ISienner respective auf den (n — l )"" und m Un Grad steigen. Nimmt man' die 

ih-[- 1 ersten von den Gleichungen (33.), so wird die Bedingung .. ‘ ■*. 

. - **•,.*'' * • ‘ • 

34. 2 + &S '> %"> — 0, 

•\ « * /. **•♦ / • • » • 4 • 

wenn man nach Bildung der Determinante =■/»_«+« +p setzt. Da a eine 
ganz allgemeine Gröfse ist, so kann man in den Functionen x, auch x für u setzen. 

Es werde iV(ar), nach den Potenzen von i — a entwickelt,'" 

* ? N{x) '= f + Yi — «) 4- fr (** — *) % • • * T>-V» i x -~r *)"“'• 

Diesen Ausdruck mufs man nach dem Vorigen erhalten, wenn man die Entwicklung 
von mlt.demNenner Ü{x) = ß-fß^x— fl) 2 a) m 

multiplicirt. Man braucht hiebei nur die n ersten Terme der Entwicklung yon 
%{at) bjeizubehalleo , weil aus den folgenden nur höhere Potenzen von x — p 
als die (»— l)te hervorgehn, so dafs N(x) gleich wird dem Products 

• • : v " \ß-\- ß l (w~a)-^ß 7 (x—a) i ....+ ß„ (x — a) m \ \ 

X {*«+/, •(*—«) — «)* • ♦ +*.-»' (* — • ' ** 

• -*• \ • ’ '*• f . i X* . w ,, 4 « ^ . » ... : 

wenn man nach geschehner Multiplication die Potenzen von x — a, welche 
die (n — Vjfe übersteigen, fort wirft. Man erhält auf diese Weise 


AV) 

(.r — a) n 

' \ ■ -• ;i 


= ß. 


tn-m-l . x (a) , J d"~ m • x 1«) 

—.m — 1) da , '~ m ~ l 1 #r *‘ 


//(ft 




-t)‘ . 
ir(u-l)dar L * 

\ ■*?*■■»< ß h .1 


/7(h — w»> </«"~ m 


»V l ft 

,4 4^ j 


Sobstitoirt man in diese Formel die Gröfsen. denen zufolge (33.) die Coefft- 

i ♦** • i ;! r ' 1 , IV' >i • - 

40 


■s 

I » 
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cienten ß m , . ... ß proportional sind, so erhält man die int vorigen 

Paragraph für r- ^j~ gefhndne, aus den Gröfsen (31.) gebildete Determinante. 

Man kann die Functionen D(x) und ]V(x) für den hier betrachteten 
Fall auf ähnliche Art wie in §. 2. durch Gleichungen von verschiedner Form 
bestimmen. Es ist nämlich 

d r -xr> x ( x )n(.r) ,, . 

*■ jjj? — — — . . . , % , . • . 

wenn r^.H-\-p, da sf D(x) x(x) — x p N(x) eine ganze Function Von x 
vom (vT-}-// — l)ten Grade ist. Man hat daher, wenn man mit Il(f) dividirt 
und nach geschehner Differentiation den Werth x — a snbstituirt, ferner 


•* / 


jApJ 

Ai 


) — d ‘ • «p rt*) 

• //(/)• du' 


• i 

« »« • ,**\x 
• +* p* * » . y 


!. y(e) 
I A 


It{m) ■ </«'” 


— <>, 


_rn • •' , - f 

;Z^>n-r n^kydor^ 7~ V 


setzt, die allgemeine Gleichung, • ■ 

3«. *?> »W+Ä^+Ä-15. 
oder auch, wenn r > n 4- j 4- ä. 

37. Z ». u . 0(a)+Ä .i^ +Ä .^). 

Substilairt man in(35.) für D(x) den Ansdruck a-j-a,a?...,4: K ".# m r so erhält man: 

oq „ rfr ** p Z(«)f „ d r -«r +l z(ä) , d r aP^zia) , _ d r ar+” X (a) „ 

Wenn man in dieser Formel dem Exponenten p die Wertfte 0," 1, V, .... //» — 1 
giebt Und immer und zu gleicher Zeit r < ft 4- rn — 1 annimmt: So 

werden in den auf diese Art erhabnen Gleichungen die Coäfficienlen von n, d,efe. 
gegebne Gröfsen, da die Differentialquotienten von /(«) bis zum (ft j-m — I)t«i 
als gegeben angesehu werden. 'Wählt man daher aus der Zahl dieser Gleichun- 
gen beliebige m von einander unabhängige, so kanu man daraus die Verhält- 
nisse von u„ ß, etc. und daher D{x) selber, nbgesehn von einem constanten 
Factor, bestimmen. Man erhält daun D(x) nach den Potenzen von x geordnet. 

<*« i v •*. ' *♦ - * '» i * * t • *. <’ <*i ® * - J? 

Eben so würde man aus m von einander unabhängigen Gleichungon (3tL), 
wenn in ihnen immer n-^-p^r ^ n-j-'W — 1 angenommen wird, die Verhält- 
nisse von D(u ) und seiner w ersten Differentialquolienten finden, und hier- 
durch die Entwicklung von D(x) nach den Potenzen von x — u erhallen. Solche 
Systeme von m von einander unabhängigen Gleichungen erhält man zum Beispiel, 

i — 1, oder 


wenn man p = 0 und für r nach und nach n, «-f I, .... n-f m— -1, 
r = und für// nach einander dieWerthe <), 1,' 2, . . .Vwi— 1 s 

l'r. 


setzt. 
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V j Pöl»rt inan wie iä §. 2. statt der Coefficienten a, «, etc. die Functio- 

Den 'D, t — D(x)i D t = />, = — v ~ “ 1 etc. ein, so erhält man aus (13.), 

jt 

indem man %== a setzt, 

'39. 0(«) = D„-{-(a — x)D l -]-a(a — x)Di -f «*-*(« — x)D m . . 

V. 1 « 4 

• - J ' ♦ f f* ' 

Substituirt man diesen Ausdruck in (35.), nachdem man darin x = a gesetzt 
hat, so erhält mari die Gleichung '* öv. v *•:•*•> * " ♦» *•' 

* 40. C 

i ^•aP+’"- , (« — x)^(a) n _ « -V- 

, .n... •••:.+: — -& “ " -■ v. 

Führt mau in die Gleichung 


•• *» . 


■ft * r.**f i\ v ■« * r 

für D(«) den Ausdruck 


_ „•* 

da' A 


A 


•w+^c— >’ • • • -+T^e^-^ 0» 

, ^ , ' • ' _ . 

</ 1> (jt) 

pin, so erhält man zwischen den Unbekannten jD(ar), — j- — etc. fönende 
lineäre Gleichung 


, rf 1 D(a-) 


«I t «• 

d m D(x) 


; ■■ .■*?. <•< « 4 . v 

t 

k «• ■.! * • *. / t 4* 


. . d' aPxia) i d r uf'(a—x)x(a) dD{x) , ä r -gP(a— g)» f(a) d*D(x) 

4J - — rfö 7 rfßT ' dx • i dt? Ä2 rfx* 

d r ■<?(* — x)"^(q) d m D(x) 

</a r Ilm-dx* 


+ — 
• • • • T. 


da r 
— ü. 


Die Gröfsen D 0) und S t in $. 2. verwandeln sich, wenn die Function 
/■(*) vom (r-fl)ten Grade angenommen und =x t = x 2 .... =a wird, 
in folgende : 


D(*) 


x — e 


D^=D{x ) ; • X* 0 ■* ^ _ a)P ii(p — i)dai > - 1 

^ rf-D(a) ■ d l+l D(a) ( . ^ 

Iti du* ^ //(i-f l)*rf«’+* ^ ^ IZm da" ' ' 

« (f-.aPr(a) • « <^'+* •<*(*-*- *)*(*) 

Ä== rfrÄ"» 




40 
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Subslitairt man diese Werthe der Gröfsen &,-•* so ergiebt die Formel (17.) §. 2. 
»wischen den Unbekannten Et?, W, TV', .... //"■* die linefire Gleichoag^ 

4 o d' a)'x(a) ru «» i d r a>’(a—x) z(a) „ , d r ~* ar(a— x)*(«) , tv , % . # 
//rV«' ^ + TTr^dä " T U{r-i) da' ' ’ " 

/' ' • _ | ^-"•> 1 -oP(«-x)x(o) __ „ ' 1 

’/ ’ ‘ ' n (r — w*-|- X) •rfa r -'" +l 

V . .1 . ■■** ■ • j . ■ . .* • . v * -/ * ; t.^ 

Bildet man ih von einander unabhängige Gleichungen (40.), so werden ü„\ 
D , , . ... D m den partiellen Determinanten ihrer Coefficienten gleich , inuk 
tipiieirt mit einem gemeinschaftlichen Factor. Eben so erhält man • ü(x% 

fi D (j?) I) [jrt 4 

— jp— , .... jf m aus m von einander unabhängigen Gleichungen (41.) 

und D', . . . . Z> (m) aus m von einander unabhängigen Gleichungen (42.). 
In allen diesen Gleichungen ist immer , ; ult ». *,+ -j'*- 

anzunehmen. Die Gröfse D m = D (n> ist v wie io §• 2., der Coefficient der 

.... „ . . n , . , d m D(x) •*». j-i'/ *•>(> ,v t't v« 

höchsten Potenz von x in ü(x) oder — • 


V 


Im August 1845. 


• \\ 


l »s. . ’lt 




. V.’ . '•* 




, ». t*V. . *• > It- '■} |f; *,.» 4' ; *.». .&*> 

a * » « *•: , vr 


f: ■ < • >. \ - t ■ ?>• ^ 

t 4- J *' '.V 


I* . 




u 




.. \ 




i i 


\ * •» . ' • » ' ^ V. 

' t.v* tu * . «I** f 


H, t ...... tf ...iiy .. t*\- 1 j- * *;i 

• t • 

."‘,»•7 V. x .. u • . ;% Uv n i- :•.> i j . \ «•<< .y ^ 

• • * ' . 

* < .. , i «• •' u 

• ... \ ’ S . ♦» V 

■* *V * * • T Vu 1 ■ i . t . «4 % 


ft • ^ 


1 . . ^ u * i.t 


tv ► * ' » tf> 

; T ' < > » ' v:> 


v» 1 *•' * • » 

• * . x .'.1, s. 
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10. 


Über die Kreistheilung und ihre Anwendung auf 
, v die Zahlentheorie. *•* 

Auszug eines Schreibens an die Berliner Akad. d. Wiss. ; I 

i Ahgedruckt ans «len Monatsberichten «1er konigl. Afcad. <1. Wiis. zu ßerlin \nni Jahre IM7.J 

ä I . U k 1 

i * — ~ . v 

1». x eine Wurzel der Gleichung yzL'^ *== () i wo P eine Priniznhl ist., und 

, • ... ,»r | , • ****** Vi 

g eine primitive Wurzel von p, und selzl man 

*■<«> = ' * 

tt p - 1 1 

wo « irgend eine W urzel der Gleichung =0 bedeutet, so hat man 

* >■ .■ ^ 
f p— I • 


F(a)F(a *) = a 2 • /;. 




Setzt mau « 1 " '*1 •» ^ 

F(ar)F{a n ) = ytföW *") » 

so wird g>(ct) ein Ausdruck, der blofs die Potenzen von u in ganze Zahlen 
miilliplicirt -enthält; es ist ' ferner - * 


Hedeulet r eine primitive Wurzel der Gleichung r p-1 =1, und setzt man iji 

•• : -t ' •* • '• V 

) v *> F(r~ m ) F(r~") ” ‘ ’ ' * 


der FuncüoR 

t 


g/(r) : 


f(r— ") * •** 

für ;• die Zahl so wird, wenn r« und n positive Zahlen bedeuten die kleiner 
als p- 1 sind, . -,i Wfl4 r r „ 

wo Tin — 1 . 2.3 .... n. Wenn also tn-\-n~^>p — 1* wird g'(^) = () (inod./i), 
welches letztere sich in den Anwendungen als einen der wichtigsten Sätze der 
Zahlenlheorie erweist. Der Fall »»4- u =p — | wird hier ausgenommen. Diese 
Sätze habe ich vor mehr als 10 Jahren Gttvfit milgelheilt. 

feil bemerke noch, dofs wenn ') =g m r , 3 (tnod. //), man die 

beiden merkwürdigen Formeln bat: 

~ r «rlC*H •' -*wrr» -.««»Hir» -■ t-h »)frife«i«rr«t |bi*/ 


l%*#f **b oeTg/W». 

*) Die Fälle, wo « m , «„ oder a m +n der Einheit gleich sind', werden hier ausge- 
nommen. iHPSi Aff w id'lNhi« --i-b .»j 
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f\«) F(ya) F(y i a) =■ cT 1 *' pF (a 1 ), 

in deren letzterer y eine iinuginäre Cubikwurzel der Einheit ist. Ist l ein un- 
gerader Factor von p — I, so kann man durch die' erste der beiden Formeln 
diejenigen Functionen F{a) in welchen « eine 2 Ate Wurzel der Einheit ist, 
rational auf die Functionen F(a ) zurflckführen , in denen a eine Al« Wurzel 
der- Einheit ist/ Man erhält so für F{ — y) den Ausdnick 


n-Y) - 


A + Ä^-3. 

wo -il 2 -}- 3Ä 2 <== //. Mit Hülfe derselben Formel findet man, wenn a eine 
primitive 8te Wurzel der Einheit ist, und 

» = <ifl4 bb = ccA 'ldd, a = e= — 1 (mod. 4) 

• r * » - * , ■ . _ * , 

gesetzt wird, 


r rl 


ferner 


*’(«) = i'K— O* 


«•4-1 • P—t 

F(«)fV) = (— i) 4 8 


• { 


:«r .. :»•*»{«; 


i 


(« + */- l)*W, 

./ v , • *»*V) - /. 

Man erhält ferner mit Hülfe der beiden Formeln, wenn y und c eine imagijiäre 
cubische und biquadratlsche Wurzel der Einheit sind: 

* t hm = v ; J 


o'-f Ha 


o'-H'o 


WO 


'•c f •*: , . = att ^ bb = «V-j-W = 

* <i = — 1 (mod. 4), , • > / • • ^ w» 


«' = —£/ = — ! (mod. 3), '. 

i Af = 0 (mod. £),* ... n * 

t z fl 


W V\ M t» a 


.. . Mi' » v * ^ « ( mod ».>»• 11 ► 

*•■•1 • ■ ..»<* •' t J # 1 • / i jL t.iV 1 * V " >"».* 31 

Die zweifelhaften Zeichen werden immer durch Congruenzen bestimmt oder, 
wo sie von der Wahl der primitiven Wurzel q abhängen, wird diese Ab*- 

* ** j V / ■ * . V • • r i » **tf • • i 

hflngigkeit auf eine einfache Weise angegeben; die Art dieser Abhängigkeit 
bildet die wichtigste Grundlage der Anwendung auf die Theorie der Potenzen- 
resle, . Iqh bemerke noch, dafs wenn p = cc-\-2dd von der Form 8*-f-l 
ist, c der absolut kleinste Rest ist, den die Zahl 
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* 

*. f. V 

i. 

* -i . ■ 


V • V. 


"V J»+i P+3 


— i — 


2 


I.2.3.... ^-j— 


5&>— 1) 

JL_- 


* 

i * 


durch p dividirt Ififsl, und dafs dieser absolut kleinste Rest immer positiv oder 
negativ ist, je nachdem er, abgesehen vom Zeichen, die Form 4 n -f- A oder 
4»-}- I hat. . Die Fonctiopen. F(«), welche man nur bestimmt hatte v wenn « 
eine quadratische, cubische, biquadratische Wurzel der Einheit ist, sind durch 
die obigen Formeln nun auch bestimmt, wenn a eine ßte, 8te, 12te Wurzel 
der Einheit ist, man kann also a priori die Wurzeln der Gleichungen yom 
6ten, 8teh, i$Wn‘Grade^ dio in der Kreistheilung Vorkommen, Vollständig auf- 
lö9en, und braneht hierzu nur die Zerfällung von p in die drei Formen xit4 -yy, 
4-35'V- Fflr die Primzahlen bis 12000 habe ich diese Zer- 
fäliungen meiner Arbeit oeigeffigt. 

Eine allgemeine Formel von grofser Wichtigkeit auch in der Anwen- 
dung der fOeistheilung auf die Theorie der. quadratischen Formen ist folgende. 
Es sei p von der Form ii«4-l, fl eine primitive Ile Wurzel, der Eiqheil, 

* *' * . ' | ' I. 'l * • r «n* 

ä irgend eine Wurzel der Gleichung ra'' -1 = I, es sei ferner i-=g m (mod./>), 
so wird, wenn Ä nngerade ist: . ' • „ “ '• w ‘ 




; • FW&tß.<x)F ((?*}>». 4 ?(#*# 




» '->'i yf 


(/v— IMi — 21 2—2 


K) 


wenn gerade irt:' * *«» 

*’<«) ?<&*$>' — 1 >•*{**) # ir ■ 

•wo, wie imiper, . . • ■ •» • , \ 

•-iS?.'» » »•> .vi'i,: ►.-..i; v a*»a p-jt vwv 1 «*■•»•. • * 

»u*‘ > ' .. •• •• ^(“*1) =3 t y((~ ~1) 2 ~ P~) . ■ *' -i • v.'v 

tät. • -i<! JV.-J ?i .-V . •- I ' •• * 

Wenp.die Functionen y^, im Zusammenhänge mit den Bjaominalcoöffiv 
cienten oder, den Euierschea Integralen lster, Gattung steten, , wie die Kon- 
gruenz ■ v -*» 


’-nAr <**•«*>’ 


zeigt, 90 scheint die Vergleichung mit der Formel > *. \ 

F(r-")F(r-") • 

. . v y>(r)« ■*** 


~»«w •eptf . Kiäefir ^ 




LfeÜ *.«#•**' .*•< *• rs .vr 




'«Mt saj'iä «hem^Ga»/'#’schefc über die Httlerschcn Integrale analog, Von 


weWihem neuerdings Mrhhlct einen merkwürdigen Bewets^gegeben hat. 


-•r» 
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darauf hinzudeuten, dafs zwischen den Functionen F' nnd den ßu&rschen 
Integralen 2ter Gattung eine ähnliche Beziehung Statt finden mufs, in der Art, 

dafs — der Function F{r~ n ) entspricht. Aber ich habe lange diese Be- 
ziehung vergeblich gesucht, bis ich sie in folgendem Salze fand. ' .* ’ ' 

In dem Ausdruck von F(a) setze man för den Exponenten den ihm 
in Bezog auf p congraenten kleinsten positiven Rest wodurch 1 1 * 


r ..i. 


■ " «t.’ - < " 1 ?. f 1 &i t * ' r j r 

F K x, u) — x \-ttx -f a x - X ^ 

I » «* . *' ' .*• » »♦ . t 4 -.\i ^ ‘ * 'I ’• n f i, • ,•»**** 

wird. Es seien ferner x und a nicht Wurzeln der Einheit, sondern x eine 

; . r ' i / i . ‘ * * * * ' * - - * * * V *. ' ' 

unbestimmte Variable nnd a eine Zahl (mod. //). Setzt man x=l-\ y 

und bezeichnet mit Y„ die Entwicklung von {log(l -f?!)}"? w c& n man die y p ~ l 
übersteigenden Potenzen von y fort wirft: so wird för die verschiednen Zah- 
len a. welche man för die verschiednen Wertlie von m erhält,. 

• v ./ • v •• * Jftlibv«) =* ~~lit • - -s 

wo die Congtuenz för ein unbeslimmles y in Bezug auf die einzelnen Coüffi- 
deuten der Potenzen- von y Statt findet. Dies ist die gesuchte Beziehung, aqs 
welcher durch Mulliplicalion zweier Functionen F die obige zwischen den Func- 
tionen i/’ und den BinoniinalcociTicienten folgt. Ich bemerke noch den Satz, dafs 
in der Entwidmung der (2wj)len Potenz von log(l-}- 3 ') der CoÜfficient von yf t 
wenn // eine Primzald und >2m-f 1 ist, immer ein Vielfaches von p zum 
Zähler erhält, wenn man ihn auf seinen kleinsten Ausdruck bringt. 

. i , ' * t • • ' ^ * i v \ 

Die bisher noch nirgends angegebne wahre Form der Wurzeln der 
Gleichung x’“ — 1 ist folgende. Man kann, wie bekannt, diesü Wurzeln leichf 
durch hlofse Addition aus den Functionen F(a) zusammensetzen. Ist i ein Factor 
von p — I und a*==1, so ist ferner bekannt, dafs {P\ß'} ; eine hlofse Funotion 
Von a ist. Man braucht aber nur diejenigen Werthe von F(a) zu kennen, für 
itfelclie 7. Potenz einer Primzahlist. Es sei nemlich 77/ ein Factor von 

p — 1; ferner seien 7., 7,', 7" Potenzen verschiedener Primzahlen und 

«" primitive'7le, -7’te, 7"te .... Wurzeln der Einheit: so wird 

F' fi a’ r: ,f 1 F(a) P(o') F(a n ) .. ... . 

A " r f * 

wo y/ («, «', a" ... .) eine ganze rationale Function von a, bedeu- 

tet. deren Coefficienleu ganze Zahlen sind. Es kommen daher, wenn man 
immer die ( p — l)teu Wurzeln der Einheit als gegeben ansieht, in dem Aus- 
druck von x nur Wurzeigrüfsen, deren Exponenten Potenzen von Primzahlen 
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sind/ und die Producte solcher Wurzelgröfsen vor. Wenn X = u? und p 
eine Primzahl ist, findet man die Function F{a) auf folgende Art. Man setze 

F(a)F(a!) *= ^(«)F(« f+r )', 

so wird 

- ........ *’(«) = fjfyi («)%(«) ••••, ...... 

V)'= ''•* 

u. s. w. , zuletzt * 

■ *• . .... ' * * . • ♦ p~i * > 

F(n f,n ~ i ) = y{v'i(«Ovfc(«0 •*'* V'a.-j .(«■“" /»} *). 


Die a— 1 Functionen t// bestimmen nicht nur sümmllicheGröfsen unter den Wurzel- 
zeichen, sondern auch die gegenseitige Abhängigkeit der Wurzelgröfsen selber. 
Setzt man nemlich für a die verschiednen Potenzen von «, so kann inan 
vermittelst der so erhaltnen Werthe dieser Functionen alle p ” — I Functionen 
jF’f« 1 ) durch die Potenzen von F(a) rational ausdrücken, indem alle //" — 1 

Gröfsen 1 yV immer einem Product aus den Werthen mehrerer der /t— I 

• f. ^ af ) . t f 

Functionen V'(a) gleich werden. Hierin besteht einer der gröfsteu Vorzüge der 
hier angegebnen Methode vor der <?zu//Vschen, indem in dieser die Auffindung der 
Abhängigkeit der verschiednen W urzelgröfsen eine ganz besondere, wegen ihrer 
grofsen Mühseligkeit selbst für kleine Primzahlen nicht mehr ausführbare Arbeit 
verursacht, während die Einführung der Functionen gieichzeiiiß die Grö&en 
ugler den Wurzelzeichen und die Abhängigkeit der Wurzelgröfsen giebt. Die 
Bildung der Functionen y geschieht nach einem überaus einfachen Algorithmus, 
der nur erfordert, daft man sich aus der Tabelle für die Reste von ß m eine 
andre bildet, welche ß m '^ 1 -f !J m (mod. p) giebk Nach diesen Hegeln hat jetzt 
einer meiner Zuhörer in einer von der hiesigen Universität gekrönten Preisscbrift 
die Gleichungen af— 1 für alle Primzahlen p bis 103 vollständig aufgelöst**). 

- .-v-i •* a-y«c->:* • iit •iHAwdy'» •: v i • V -- fj> J '•>«*! ui T'M ><c 

.'■i . l 

*) Wenn » = 1 , lassen sich die p— 1 Functionen immer auf den #ten Th eil un- 
mittelbar, zurückfuhren. Ich habe sogar durch eine bis u = 3i fortgesetzte Induclion ge- 
funden, dafs sich alle Functionen tp immer durch die Werthe einer einzigen ausdrücken 
lassen. * 

**) Bei dieser Gelegenheit tiat derselbe (Herr Rusenhain') den merkwürdigen Satz 
bewiesen, daß; wenn a die ote, y die 3le Wurzel der Einheit, p von der Form 30 h -{- f, 

Ui S y m (mod. p) ist, immer F(a)F{— y) = — — F(— ay) wird, wo A = —‘2, 

Ä = 0(mod. 5), AA + 3BB = 4/>. * ’• 1 \ '■ 

41 


4 


• . v Einer der für die Zahientheorie fruchtbarsten Sätze ist folgender. Es 

seien die Zahlen m, m', rn" — positiv und kleiner als p — !; es werden durch 
m,, rn], m“ .... die kleinsten positiven Beste bezeichnet, welche im, im, im" .... 
durch p — 1 dividirt ergeben; es sei • 

*».■+ + ™i-\- = »/(/» — >) + a n 

wo s ; ebenfalls positiv ond kleiner als p — I ; ist v die kleinste unter den- 
Zahlen ?i ; , . 


»n-, und setzt man 


F(r~ m )F(r~ m, )F\r~ m ") .... = y/ K r)b\i 




so werden die ganzzahligen Coefßcienlen in %(r) alle durch p r theilbnr und durch 
keine höhere Potenz von p ; setzt man x( r ) — P r x'( r ) und * n z'(r) für r die 
primitive Wurzel y, so wird ' 1 

. . n» 


7 ^ 9 ) 


(mod. p ). 


~ lim Ilm' Ihn". . , . . , • j t *-i 

Die Anwendung dieses Satzes giebt eigentümliche Theoreme, von denen ich 
vor einer Reihe von Jahren ein Specimen im Crelle sehen Journal mitgelheHt 
habe, die Zahl der reducirlen quadratischen Formen der Theiler von >T "l" P 2 2 
belrcITond, wenn p eine Primzahl von der Form 4n-f-3 ist*). Wenn ich 
diesen Theoremen die Allgemeinheit gegeben haben werde, deren sie fähig 
scheinen, werde ich mir die Ehre geben, sie ebenfalls der Akademie vorzu- 
iegen. Sie bilden gewissermaafsen ein Verbindungsglied zwischen don beiden 
Haupttheilen der höheren Arithmetik, der Kreistheiiung und der Theorie der 
quadratischen Formen. • > . 

Die hauptsächlichste Anwendung der Kreistheiiung habe ich auf die 
Theorie der cubischen und biquudratischen Reste gemacht, und mit grofser 
Leichtigkeit und Einfachheit den schönen (rauf» sehen Satz in seiner 2ten Ab- 
handlung über die hiquadratisclien Reste, dessen bisher noch nicht bekannt ge- 
machten Beweis derselbe als ein tnyslerium maxime recondilum bezeichnet, 
wahrscheinlich auf ganz verschiednem Wege abgeleitet **). Die höchste Ein- 
fachheit hat der Reciprocilätssalz für cubische Reste, dessen Beweis sich fast 
mit einem Striche aus den bekannten Formeln der Kreistheiiung findet. Sind 

Hämlich ond ~^,y^ — — , wo M und M' dnreh d anfgeben (auch 0 

‘ ***•■•« Jr • f* ,« •'•'•••# — . I ii »• . - ii « f ‘ 

*) Für die Primzahlen von der Form 4« -fl findet ein ganz analoger Satz Statt; 
die Zahl, der q. R. zwischen U und {/> giebt liier die Zahl der Formen. ; 

**) Dieser Satz lieLrißl die biqoadratische Reciprocilüt zwischen zwei complexen 
Primzahlen a-f6/ — 1 nnd 1; den ebenfalls zuerst von Guufs aufgestellten Salz 

über deren quadratische Reciprocität hat üirichlct bewiesen. \ ; , \ {• , , : 


• '»r'*'» In... v x ' a r • i >^4*v«y-^3 \ 

sein können), zwei.complexe Primzahlen und bezeichnet man durch 3 ) 

diejenige der Gröfsen I, , , welche in Bezug auf den 


Modul 


L+MV-3 
2 ' 


((U+3WI)-I 

der Potenz (ar-f^y — 3) 3 / congrnent ist, so wird 


geradezu t l # , 

• /4(L'+AfV-3)\ _ ( \iL+M/Jsj\ 

Die Beweise dieser Sätze konnten in den vergangenen Winlervorlesungen 
ohne Schwierigkeit meinen Zuhörern mitgetheilt werden *). 

Die Anwendung des Legendre ' sehen Reciprocitätssalzes auf die Unter- 
suchung, ob eine Primzahl einer andern quadratischer Rest oder Nichtrest sei, 
erfordert bekanntlich die Zerfällung der successiv gefundnen Reste in Prim- 
factoren, und die besondere Behandlung jedes derselben. Gaufs hat die Theorie 
der quadratischen Reste wesentlich vervollkommnet, indem er durch einen 
ihm eigentümlichen Satz dieso Untersuchung, ohne Faclorenzerfüllung nölhig 
zu haben, auf die Verwandlung eines Bruchs in einen Keltenbruch zurück- 
geführt hat. Ich habe die gleiche Vollkommenheit der Theorie der biquadra- 
tischen und cubischen Reste gegeben, wozu es nur einer leicht sich ergeben- 
den Verallgemeinerung der Reciprocitfilssütze bedurfte. Ist nemlich, um diese 
Verallgemeinerung für die quadratischen Reste anzudeulen, p irgend eine un- 
gerade Znhl . .. ., wo /*, f , f" . . .’. gleiche oder verschiedene Prim- 

zahlen bedeuten, so dehne ich die schöne Ijegendre ' sehe Bezeichnung auf zu- 
sammengesetzte Zahlen p in der Art aus, dafs ich mit j, wenn <r zu p 
Primzahl ist, dos Product ( yHyOCjf '») •••• l> eze * c hnc. Sind p und // zwei' 
ungerade Zahlen, die keinen gemeinschaftlichen Theiler haben,' beide positiv 


*) Dieso aus vielfach verbreiteten Nachschriften der oben erwähnten Vorlesungen auch 
den Herrn Professoren Dirichlct und Kitmmor seit mehreren Jahren bekannten Beweise 
sind neuerdings von Herrn Ur. Eisenstein im 27sten Bande des Crcile sehen Journals 
S. 289 und im 28len Bande desselben Journals S. 53 publicirt worden. Der S. 41 des 28ten 
Bandes von Herrn Dr. Eisenstein gegebne Beweis des quadratischen Reciprocitätssalzes ist 
der nämliche, welchen ich im Jahre 1827 Lctjendre mitgetheilt und dieser in die 3le Aus- 
gabe seiner Zahlentheoric aufgenoinmen hat. 

Die oben erwähnten auf die quadratischen Formen bezüglichen Sätze sind jetzt Theilc 
einer grofsen von Diriehlet gegründeten Theorie geworden. 

October 1845. p v* um mm ■ ! j. ■»' 


41 * 


I 


— 324 — 


oder auch eine positiv, die andre negativ, so hat man, ganz wie bei Primzahlen: 


*. . v 4 


, 9 v Pjii 

* .(fO-t-ON : • , V— V 

, (-•) = <->% 

und diese Formeln geben den Werth von vermittelst der gewöhnlichen 

.. . ■ . - . ■’ - . . * / • ••. «•.* . . '-..'s. 

Verwandlung von — in einen Kettenbruch durch eine von der G’ou/Vschen 

wesentlich verschiedne und einfachere Regel. Auf diese Weise erfordert die 

/ n >\ ' ‘ ‘ .» ■ A .« ’-y s' ■ 4 *.*» 

Bestimmung von } nur die Untersuchung, ob p und p' wirklich, wie die 

Definition verlangt, - keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. ’ Genau dasselbe 
läfst sich bei den biquadratischen und cubischen Resten anwenden, für weiche 
ich Ähnliche Bezeichnungen eingefQhrt habe. Die Anwendung des so ver- 
allgemeinerten Zeichens gewährt bei einiger Übung die angenehmsten 

Erleichterungen, 

Mit den Resten der 8len und ölen Potenzen, welche ganz neue Prin- 

cipien nöthig machen,. bin ich ziemlich weit vorgerückt; sobald ich den be- 

treffenden Reciprocitätsgesetzen die wünschenswerte Vollendung gegeben habe, 

werde ich sie der Akademie mittheilen, Das Wichtigste hiebei dürfte die 

Aussicht sein, welche diese Prinzipien auf eine dereinstige Verallgemeinerung 

und Vereinfachung der höheren Arithmetik gewähren. 

* . •* * • » , 

Eine meiner frühesten Anwendungen der Kreislhcilung betrifft die cy- 

clometrische Auflösung der P«//'schen Aufgabe. Aus einer vor mir liegenden r 
von dem jetzt am Danziger Gymnasium angeslellten Oberlehrer Czwalina an- 
gefertigten Nachschrift einer von mir vor mehreren Jahren gehaltenen Vorlesung 
entnehme ich folgende Sätze. Es sei p eine Primzahl von der Form 
bezeichnet man mit a ihre quadratischen Reste zwischen o und lp, so wird 




p+i 

2 2 n sin 2 

P 


wo x 7 — py* — — 4 und durch das Vorgesetzte TI das Product aus sämmtlichen 


Factoren sin 2 — bezeichnet wird. Es sei q eine Primzahl von der Form 
8n-f 3; bezeichnet man mit a ihre quadratischen Reste, so wird , •< 
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x+yy/q = y2 /7sin (" -f -J) , 

wo a? — fy 3 = —2. Es seien q und q' zwei Primzahlen von der Form 
4»-{-3i q quadratischer Rest von q'; es seien ferner respective a und a' t die 
kleinsten positiven quadratischen Reste von q und von q', so wird 



2_i 7^-1 

2 2 2 /7sin ( 

an ,tin 

■T+7" 

) = yq-*-l-y?'r> 

wo qx ?•— 

^'^=±=4, u. s. w. t Wenn x und y nicht gerade sind,> giebt die 

Cubirung der Gleichungen .. 
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die Lösung der Gleichungen 
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I. ZerfiUlung der Primzahlen p von der Form 4 n i in die * 
Summe zweier Quadrate *). 

: * t • 


• 

* 

* 


1 


*• ■» 

P 

= 

a*4-4\ 

i 



N 

V * ♦ 

r 

,1 

V 

n 

6 

V 

n 

5 

t 

m 

b 

V 

* 

* 

V 

n 

6 

5 

1 

2 

257 

1 

16 

557 

19 

14 

853 

23 

18 

1181 

5 

34 

13 

3 

2 

269 

13 

10 

569 

13 

20 

857 

29 

4 

1193 

13 

32 

17 

1 

4 

277 

9 

14 

577 

1 

24 

877 

29 

6 

1201 

25 

24 

29 

5 

2 

281 

5 

16 

593 

23 

8 

881 

25 

16 

1213 

27 

22 

37 

I 

6 

293 

17 

2 

601 

5 

24 

929 

23 

20 

1217 

31 

16 

4t 

5 

4 

313 

13 

12 

613 

17 

18 

937 

19 

24 

1229 

35 

2 

53 

7 

2 

317 

11 

14 

617 

19 

16 

941 

29 

10 

1237 

9 

34 

61 

5 

6 

337 

9 

16 

641 

25 

4 

953 

13 

28 

1249 

15 

32 

73 

3 

9 

349 

» 

18 

653 

13 

22 

977 

31 

4 

1277 

11 

34 

89 

5 

8 

353 

17 

8 

661 

25 

• 

997 

31 

6 

1289 

35 

8 

97 

9 

4 

373 

7 

18 

673 

23 

12 

1009 

15 

28 

1297 

t 

36 

101 

1 

10 

389 

17 

10 

677 

1 

26 

1013 

23 

22 

1301 

25 

26 

109 

3 

10 

397 

19 

6 

701 

5 

26 

1021 

11 

30 

1321 

• 5 

36 

113 

7 

8 

401 

1 

20 

709 

15 

22 

1033 

3 

32 

1361 

31 

20 

137 

11 

4 

409 

3 

20 

733 

27 

2 

1049 

5 

32 

1373 

37 

2 

149 

7 

10 

421 

15 

14 

757 

9 

26 

1061 

31 

10 

1381 

•15 

34 

157 

11 

6 

433 

17 

12 

761 

19 

20 

1069 

13 

30 

1409 

25 

28 

173 

13 

2 

449 

7 

20 

769 

25 

12 

1093 

33 

2 

1429 

23 

30 

181 

9 

10 

457 

21 

4 

773 

17 

22 

1097 

29 

16 

1433 

37 

8 

193 

7 

12 

461 

19 

10 

797 

11 

26 

1109 

25 

22 

1453 

3 

38 

229 

.15 

2 

509 

5 

22 

809 

S 

28 

1117 

21 

26 

1481 

35 

16 

233 

13 

8 

521 

11 

20 

821 

25 

14 

1129 

27 

20 

1489 

33 

20 

241 

15 

4 

541 

21 

10 

829 

27 

10 

1153 

33 

8 

1493 

7 

38 


J> ' H 4 
154fr 35 18 
1553 28 32 
1597 21 34 
160t 1. 

1609 3 

1613 13 
1621 39 
1637 31 
1657 19 
1669 15 
1693 37 
1697 41 
1709 35 
1731 11 
1733 17 
1741 29 
1753 27 
1777 39 
1789 5 

180t 35 
1861 31 
1873 33 
1877 41 14 


*) Ich lasse hier die Tabellen folgen, die ich in dem vorstehenden Aufsalze er- 
wähnt habe. Die Berechnung der Tabellen I. und II. verdanke ich der Gefälligkeit des 
Herrn Direclor Zornow. 
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71 
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10 

9889 
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50 

4253 

53 
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8459 45 

38 

4261 

65 
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76 
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4457 
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5309 
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87 
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76 
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46 
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46 
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6257 

79 
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2869 

37 

30 

2969 

37 

40 

3769 13 

60 

4561 

31 

60 

5437 

69 

26 

6*69 

37 

70 

9973 

47 

8 

3001 

51. 

20 

3793 33 

59 

4597 

41 

54 

5441 

71 

20 

6277 

79 

• 6 

9861 

45 

16 

3037 

11 

54 

3797 41 

48 

4621 

61 

30 

544» 

43. 

60 

8301 

75 

26 

9893 

83 

43 

3041 

55 

4 

3821 61 

10 

4637 

59 

34 

5477 

1 

74 

6317 

29 

74 

9897 

19 

44 

304» 

45 

32 

3633 53 

S2 

4649 

5 

68 

5501 

5 

74 

6329 

77 

20 

8309 

47 

10 

3061 

55 

6 

3853 3 

62 

4657 

39 

.56 

5521 

65 

36 

6337 

71 

3« 

9333 

43 

98 

3089 

55 

§ < 

3877 31 

54 

4673 

ß 

68 

5557 

9 

74 

6353 

73 

32 

9341 

15 

46 

310» 

47 

30 

3881 59 

20 

4721 

25 

64 

5569 

63 

40 

6361 

69 

40 

»467 

41 

96 

3191 

30 

40 

3889 17 

60 

4729 

45 

53 

5573 - 

47 

58 

6373 

17 

78 

9877 

21 

«4 

3137 

1 

56 

3917 61 

14 

4733 

37 

58 

5581 

35 

66 

6389 

55 

58 

9881 

35 

34 

3169 

55 

19 

3929 35 

59 

4789 

55 

42 

5641 

75 

4 

6397 

59 

54 

9389 

25 

49> 

3181 

45 

34 

398» 25 

58 

4793 

13 

68 

5653 

73 

18 

6421 

39 

70 

9393 

37 

32 

3*09 

53 

20 

4001 49 

40 

4801 

65 

24 

5657 

61 
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8449 
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80 
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49 

4: 

8817 

. 9 

56 
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67 
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55 

U> 
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41 
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75 

8 
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50 

4049 55 

32 

4861 

69 

10 
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43 

62 

6481 

9 

80 

9473 

<13 

48 I 

2953 

57 

2 

4057 59 

24 

4877 

61 

34 

5701 

15 

74 

6321 

11 

80 

9477 

19 

48 i 

3957 

11 

56 

4073 37 

59 

4889 

67 

20 

5717 

71 

26 

6529 

65 

48 

9581 

35 

88 

-3801 

49 

30 

4093 27 

58 

4909 

. 3 f 70 

5737 

51 

56 

6553 

37 

.72 

9649 

7 

50 

3313 

57 

8 

4129 23 

60 

«933 

33 

62 

5741 

29 

70 

6569 

13 

80 

8557 

21 

46 

3399 

25 

52 

4133 17 

62 

«937 

29 

64 

5749 

57 

50 

«577 

81 

4 

9693 

17 

48 • 

3361 

15 

56 

4153 43 

48, 

«957 

69 

1« 

5801 

5 

76 

9 

6581 

4t 

70 

9409 

47 

30 

3373 

3 

58 

4157 59 26 

«969 

37 

60 

5813 

73 

22 

«637 

61 

54 

9817 

-61 ■ 

" -4 

3389 

5 

58 

4177 9 

84 , 

«973 

67 

29 

5821 

75 

14 

6653 
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a 

b 

p ab 

p ■ a 

.1 

p fl b 

p .ab 

p a b 

ß661 

81 10 

7541 71 50 

8329 75 

52 

9181 91 30 

10069 87 50 

11057 HO 56 

6673 

63 

52 

7549 85 18 

8353 87 

28 

9209 53 80 

10093 93 88 

11069 85 62 

6689 • 

17 

80 

7561 75 44 

8369 25 

88 

9221 95 14 

10133 23 98 

11093 103 22 

6701 

35 

74 

7573 T 87 2 

8377 51 

76 

9241 5 96 

10141 85 54 

’ lfl13 77 72 

6709 

25 

78 

7577 59 64 

8389 17 

90 

8257 59 76 

10169 13 100 

11117 61 86 

6733 

3 

82 

7589 65 58 

8429 77 

50 

9277 21 94 

10177 31 96 

11149 93 50 

6737 

31 

76 

762t 15 86 

8461 19 

90 

9281 95 16 

10181 95 34 

11161 6» 80 

6761 

19 

80 

7649 55 68 

8501 55 

74 

9293 77 58 

10193 97 28 

11177 19 104 

6781 

75 

94 

7669 87 10 

8513 7 

92 

9337 11 96 

10253 83 58 

11197 91 54 

6793 

67 

48 

7673 83 28 

8521 85 

36 

9341 85 46 

10273 .87 52 

11313 67 82 

6829 

77 

30 

7681 25 84 

8537 91 

16 

9349 95 18 

10289 17 100 

11257 21 104 

6833 

47 

68 

7717 81 34 

8573 43 

82 

9377 79 56 

10301 101 10 

11261 5 106 

6841 

21 

80 

7741 75 46 

8581 65 

66 

9397 71 66 

10313 43 92 

11273 53 92 

6857 ' 

6t' 

56 

7753 3 88 

8597 89 

26 

9413. • 97 Mt 

10321 95 36 

11317 9 106 

6869 

55 

62 

7757 19 86 

8609 53 

80 

9421 45 86 

10333 27 98 

11321 65 64 

6917 

79 

26 

7789 83 30 • 

8629 23 

90 

9433 93 28 

10337 79 64 

11329 95 48 

6949 

15 

82 

7793 ’ 7 88 

8641 7t 

60 

9437 91 34 

10957 39 94 

11853 93 52 

6961 

8t 

20 

7817 61 64 

8669 85 

38 

9461 25 94 

10369 63 80 

11369 37.100 

6977 

71. 

44 

7829 73 50 

8677 81 

46 

9473 97 8 

10429 5 102 

11393 103 28 

7001 

35 

76 

7841 79 40 

8681 91 

20 

9497 61 76 

10433 97 32 

11437 51 <94 

7013.- 

17 

82 

7853 67 58 

8689 15 

92 

9521 89 40 

10453 T 102 

11480 55\ 93 

7057 

t 

84 

7873 > 57 68 

8693 • 73 

58 

9533 53 82 

10457 101 16 

11497 101 36 

7069 

75 

38 

7877 49 74 

8713. 93 

Mt 

9601 95 i 24 

10477 99 26 

11549 107. 10 

7109 

47 

70 

7901 85 26 

8737 41 

8« 

9613 3 98 

10501 49 90 

11593 107 12 

7iii 

55 

64 

7933 43 78 

8*41 79 

50 

9629 5 98 

10513- 73 72 

11597 ' 19 106 

7129 

27 

80 

7937 89« 4 

8753 17 

92 

9649 57 80 

10529 23 100 

11617 49 96 

7177 

11 

84 

7949 36 82 

8761 75 

56 

9661 69 70 

1058» 85 58 

11621 65 86 

7193 

67 

52 

7993 53 72 

8821 89 

80 

9677 29 94 

10597 79 66 

11633 103 32 

7213 

83 

18 

8009 85 28 

8837 1 

94 

9689 35 92 

10601 101 20 

11657 20104 

7229 

85 

2 

8017 3t 84 

8849. 65 68 

9697 81 56 

10613 103 2 

11677 21 106 

7237 

81 

26 

8053 87 22 

8861 S 5 

94 

9721 75 64 

10657 68'- 64 

11681 41 100 

7253 23 

82 

8069 65 62 

8893 53 

28 

9733 97 18 

10709 403.- 10 

1168914 5 108 

7297 

39 

76 
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8929 73 

60 

9749 55 82 

10729 27 100 
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7309 

35 

-78 
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82 

9769 45 88 

10733 83 62 

11717 79i- 74 

7321 

61 
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88 
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47 

72 
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2 
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84 
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■4 ' 
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10861 45 94 
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20 
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7457 

41 

76 
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78 
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8269 13 90 
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22 
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10937 11 104 
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85 

16 
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9137 71 

64 
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11941 95-64 
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33 80 

8293 47 78 

9157 79 

54 

10009 3 100 

10957 99 34 

11953 17 168 

751* 
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86 

8297 91 « 

9161 85 44 

10037 89 48 

10973 37 98 

11069 -65 88 

7529 77 40 

8317 92'.«6 

9173 ü 73 

62 

10061 35- 9« 

10993 57 88 

119hl 109 10 
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281 

9 

IT) 

1153 

1 

24 

2137 

43 

12 

3089 

39 

28 

4177 

55 

24 

5233 

25 

48 

313- 

5 

12 

1193 

15 

22 

2153 

45 

8 

3121 

23 

36 

4201 

49 

30 

5273 

69 

16 

337 

7 

12 

1201 

• 7 

24 

2161 

19 

30 

3137 

33 

32 

4217 

57 

22 

5281 " 39 

30 

353 

15 

8 

1217 

33 

8 

2273 

15. 

32 

3169 

37 

30 

4241 

3 

46 

5297 

57 

.32 

401 

3 

14 

1249 

31 

12 

2281 

47 

6 

3209 

3 

40 

4273 

41 

36 

5393 

.39 

14 

409 

11 

12" 

1289 

33 

10 

2297 

27 

28 

3217 

25 

36 

4289 

33 

40 

5417 

3 

52 

433 

19 

0 

1297 

35 

6 

2377 

35 

24 

3257 

57 

2 

4297 

65 

6 

5441 

21 

50 

449 

21 

' 2 

1321 

13 

24 

2393 

9 

34 

3313 

55 

12 

4337 

45 

34 

5449 

29 

48 

457 

13 

12 

1361 

. 3 

26 

2417 

45 

14 

3329 

. 2.1 

38 

4409 

39 

38 

5521 

61 

30 

521 

3 

16 

1409 

21 

22 

2441 ' 

33 

26 

3361 

47 

24 

4441 

43 

36 

5569 

31. 

48 

569 

21 

8 

1433 

9 

26 

2473 

49 

6 

3433 

29 

36 

4457 

15 

46 

5641 

67 

24 

577 

17 

12 

1481 

33 

14 

2521 

37 

24 

3449. 

57 

10 

4481 

63 

16 

5657 

75 

4 

593 

9 

16 

1489 

29 

18 

2593 

1 

36 

3457 

53 

18 

4513 

65 

12 

5689 

71 

18 

601 

23 

6 

1553 

39 

4 

2609 

51 

2 

3529 

1 

42 

4561 

67 

6 

5737 

47 

42 

617 

15 

14 

1601 

33 

16 

2617 

5 

36 

3593 

45 

28 

4649 

51 

32 

5801 

51 

40 

641 

21 

10 

1609 

3 f 

18 

2633 

51 

4 

3617 

27 

38 

4657 

7 

48 

5849 

21 

52 

673 

5 

18 

1657 

37 

12 

2657 

33 

28 

3673 

55 

18 

4673 

21 

46 

5857 

5 

54 

761 

27 

4 

1697 

27 

22 

2689 

49 

12 

3697 

13 

42 

4721 

39 

40 

5881 

7 

54 

769 

11 

18 

1721 

39 

10 

2713 

11 

36 

3761 

57 

16 

4729 

11 

48 

5897 

45 

44 

S 09 

3 

20 

1753 

41 

6 

2729 

51 

8 

3769 

59 

12 

4793 

69 

4 

5953 

11 

54 


*) Der verstorbne Director des altstädlischen Gymnasiums in Königsberg i. Pr., 
l)r. Strnve , einer der geistreichsten Philologen, machte mir sehr umfangreiche Papiere 
zum Geschenk, welche die Zerftdlungcn aller geraden Zahlen bis 12000 in drei Quadrate 
enthalten. Aus diesen ist die vorstehende Tabelle entnommen. Leider sind in diesen 
Berechnungen, welche von ihm zur Zerstreuung in einer schweren Krankheit unternommen 
wurden, bisweilen einige der oft sehr zahlreichen Zerfällungcn einer Zahl ausgelassen, 
wodurch der Werth dieser mühevollen und interessanten Arbeit verringert wird. 
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IV. Tabelle der Zahlen m' für das Argument m * ). 


1 -\-g m = y m ‘ (mod. />). 


V 

7 

11 

13 

17 

19 

23 

29 

31 

37 

41 

43 

47 

53 

59 

61 

67 

71 

73 

79 

83 

89 

97 

101 

103 

' u 

3 

2 

6 

10 

10 

10 

10 

17 

5 

6 

28 

10 

26 

10 

10 

1.2 

62 

5 

29 

50 

30 

10 

2 

35 

m 

0 

2 

1 

5 

10 

17 

8 

11 

12 

11 

26 

39 

30 

25 

25 

47 

29 

58 

8 

50 

8 

72 

86 

t 

70 

i 

4 

8 

7 

13 

6 

3 

23 

8 

9 

39 

25 

27 

27 

45 

45 

23 

69 

14 

77 

56 

57 

82 

69 

74 

2 

1 

4 

11 

8 

4 

18 

3 

29 

24 

32 

6 

38 

33 

43 

35 

61 

43 

67 

18 

72 

4 

76 

24 

60 

3 

• 

6 

4 

2 

13 

14 

17 

18 

35 

27 

20 

22 

15 

51 

28 

56 

59 

53 

51 

52 

66 

26 

-38 

100 

4 

5 

9 

2 

7 

12 

5 

8 

6 

16 

17 

22 

24 

46 

33 

12 

37 

20 

47 

73 

25 

55 

1 

30 

16 

- 5 

3 

• 

8 

9 

16 

9 

26 

9 

7 

11 

14 

12 

24 

21 

32 

0 

52 

23 

66 

76 

80 

40 

82 

96 

6 


• 5 

• 

1 

3 

21 

24 

26 

20 

20 

11 

43 

13 

1 

57 

25 

33 

16 

70 

81 

76 

33 

90 

36 

7 


3 

3 

5 

14 

13 

9 

23 

• 25 

23 

33 

23 

28 

9 

6 

21 

24 

32 

29 

23 

40 

39 

11 

49 

8 


9 

10 

• 

9 

20 

13 

22 

. 5 

3 

10 

6 

5 

42 

49 

47 

37 

6 

23 

38 

3 

61 

37 

76 

9 


7 

1 

14 

• 

19 

15 

28 

28 

34 

1 

' 4 

50 

19 

2 

58 

4 

55 

36 

22 

26 

64 

3 

53 

10 



9 

11 

1 

17 

20 

5 

27 

18 

37 

11 1 

,48 

56 

44 

61 

27 

56 

68 

69 

12 

93 

99 

11 



6 

4 

7 

♦ 

27 

21 

34 

7 

40 

39 

40 

8 

22 

43 

53 

40 

39 

44 

48 

88 

91 

88 

12 




3 

15 

7 

19 

13 

6 

22 

28 

45 

8 

27 

17 

52 

30 

9 

42 

.4 

43 

21 

65 

35 

13 




13 

11 

10 

25 

24 

3 

4 

12 

21 

45 

37 

55 

4 

10 

54 

3 

77 

45 

56 

71 

31 

>4 




6 

8 

12 

• 

17 

15 

29' 

• 7 

17 

37 

31 

29 

4t 

6 

33 

20 

40 

20 

92 

86 

4 

.15 




12 

10 

6 

12 

• 

10 

12 

38 

25 

17 

28 

31 

3 

54 

11 

74 

42 

34 

69 

62 

72 

16 





2 

15 

7 

3 

29 

9 

31 

34 

22 

30 

20 

24 

25 

1 

63 

61 

15 

57 

21 

79 

17 





5 

4 

16 

11 

21 

5 

36 

3 

16 

6 

30 

15 

40 

39 

49 

31 

24= 

85 

98 

43 

18 






1 

10 

1 

• 

19 

21 

14 

4 

12 

52 

2 

46 

49 

7 

66 

71 

5 

49 

19 

19 






1t 

6 

10 

4 

21 

32 

5 

39 

39 

38 

45 

50 

45 

72 

69 

41 

90 

5t 

51 

20 






16 

5 

25 

13 

• 

8 

29 

30 

56 

10 

30 

13 

62 

24 

57 

81 

31 

74: 

84 

21 






2 

2 

19 

31 

3 

• 

15 

3 

3 

24 

18 

32 

20 

62 

19 

11 

63 

63 

66 

22 







18 

14 

1 

1 

30 

35 

14 

26 

48 

11 

7 

59 

34 

2 

47 

73 

36 

50 

23 







21 

16 

26 

28 

13 

• 

18 

11 

21 

36 

35 

58 

60 

28 

14 

29 

8 

52 

24 







4 

20 

30 

33 

3 

13 

35 

23 

1 

20 

38 

12 

55 

9 

82 

7 

70 

45 

25 







14 

4 

23 

37 

19 

40 

9 

32 

43 

42 

3 

4 

33 

59 

54 1 

70 

13 

59 

26 







1 

2 

17 

15 

15 

9 

• 

18 

40 

31 

45 

56 

13 

17 

38 

46 

78 

40 

27 







22 

15 

19 

31 

23 

32 

36 

19 

36 

65 

21 

3 

44 

51 

62 

87 

45 

7 

28 







a 

27 

33 

10 

35 

42 

11 

5 

7 

35 

15 

64 

21 

60 

44 

50 

76 

67 

29 






• 


7 

18 

36 

4t 

31 

47 

• 

23 

9 

8 

34 

26 

39 

1 

37 

95 

21 

30 







• 


14 

8 

16 

18 

44 

35 

• 

12 

26 

8 

35 

36 

9 

34 

39 

8 

31 









9 

25 

29 

10 

34 

22 

54 

16 

5 

38 

45 

43 

39 

24 

33 

24 

32 







. 


12 

35 

27 

3 

10 

50 

39 

60 

22 

21 

11 

15 

50 

16 

55 

101 

33 

* _ 





• 

. 


32 

16 

34 

8 

20 

7 

9 

• 

34 

24 

58 

29 

10 

47 

40 

71 

34 






• 

a 


22 

14 

2 

33 

38 

57 

14 

28 

36 

28 

43 

35 

23 

49 

44 

17 

35 







• 


8 

6 

26 

28 

51 

46 

18 

51 

• 

15 

54 

46 

21= 

30 

27 

90 

36 










13 

5 

1 

6 

4 

37 

48 

2 

• 

10 

54 

49 

94 

64 

9 

37 







, 

, 

, 

24 

9 

41 

2 

40 

58 

46 

1 

52 

38 

8 

64 

65 

12 

62 

38 







a 

. . 

a 

30 

18 

44 

23 

36 

26 

7 

60 

66 

40 

79 

68 

48 

25 

41 

39 







• 


a 

38 

17 

16 

32 

20 

3 

38 

44 

63 

• 

20 

36 

75 

96 

86 

40 







• 


• 

.• 

4 

37 

48 

52 

50 

5 

66 

61 

2 

47 

86 

59 

56 

46 

41 







• 


• 

. 

24 

7 

29 

47 

19 

17 

49 

7 

1 

• 

.9- 

17 

61 

37 


*) Diese Tabelle ist während der Winlervorlesungen 1836 — 37 von meinen Zuhörern 
berechnet worden. Vermittelst des seitdem von mir herausgegebnen Canon Arit/itneticus 
(Berlin 1839 bei Dümmler) kann dieselbe leicht auf alle Primzahlen unter 1(KK) ausgedehnt 
werden. Setzt man nämlich für eine Primzahl p unter 1000 eine Zahl der dort mit lntlicc» 
übersebriebnen Tabelle = m, so wird die unmittelbar folgende der Tabelle der ent- 
sprechende Werth von m'. 
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V 

fl 

47 

10 

53 

26 

59 

10 

61 

10 

67 

12 

71 

62 

73 

5 

79 

29 

83 

50 

89 

30 

97 101 103 
10 2 35 

?* 

!) 

*101 

2 

103 

35 

m 














tu 



42 

20 

43 

14 

34 

62 

57 

44 

52 

7 

84 

67 

15 

27 

96 

26 

30 

43 

19 

41 

13 

13 

13 

64 

5 

19 

63 

28 

13 

60 

22 

97 

35 

91 

44 

36 

49 

17 

4 

55 

19 

36 

9 

41 

• 

62 

41 

20 

98 

22 

12 

45 

26 

21 

24 

16 

63 

48 

48 

25 

53 

73 

41 

79 

56 

99 

68 

97 















100 


58 

46 


7 

15 

15 

10 

14 

30 

57 

18 

42 

84 

89 

48 

101 


73 

47 


19 

55 

42 

26 

12 

51 

14 

11 

52 

3 

6 

10 

102 



48 


42 

38 

5 

50 

55 

60 

5 

1 

46 

• 

67 

61 




. 49 


12 

10 

11 

64 

11 

35 

75 

78 

85 

52 

99 

54 



* 

50 


31 

34 

46 

8 

63 

37 

71 

65 

30 

38 

• 

83 




51 


26 

2 

53 

54 

31 

71 

17 

12 

27 

95 

50 

• 



■ 

52 


* 

53 

41 

27 

28 

42 

65 

6 

13 

18 

19 

33 




53 



16 

59 

57 

23 

26 

8 

10 

74 

66 

59 

5 




< r ,4 



29 

51 

40 

9 

31 

31 

32 

77 

25 

43 

13 




55 



51 

27 

32 

39 

22 

37 

24 

65 

72 

34 

63 




56 


f 

41 

8 

34 

62 

57 

12 

73 

18 

19 

97 

2 




57 


. • 

44 

25 

49 

67 

68 

41 

34 

8 

36 

17 

11 




58 




33 

39 

18 

19 

4 

67 

67 

10 

73 

78 



# . 

59 




44 

14 

42 

41 

53 

5 

60 

28 

20 

81 




60 





19 

51 

69 

67 

62 

16 

58 

16 

87 




61 





1 

65 

29 

32 

80 

35 

91 

57 

98 




62 





33 

29 

17 

47 

37 

12 

15 

87 

6 




63 





53 

17 

46 

59 

50 

29 

14 

75 

47 




64 





59 

27 

70 

6 

48 

58 

80 

28 

3 




65 





22 

47 

25 

68 

14 

79 

89 

92 

25 . 




66 






16 

10 

30 

45 

25 

4 

10 

75' 




67 






56 

18 

28 

27 

78 

8 

7 

55 




68 






41 

43 

46 

26 

61 

22 

23 

85 




69 






68 

50 

27 

64 

22 

60 

2 

38 




70 



", 



• • 

65 

15 

74 

53 

20 

9 

69 




71 







13 

22 

33 

7 

45 

66 

95 



. 

72 








64 

58 

87 

79 

48 

80 




73 








61 

13 

19 

6 

18 

94 




74 








69 

30 

6 

51 

52 

39 




75 








48 

16 

32 

42 

88 

82 




76 








16 

75 

31 

11 

46 

14 
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77 
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71 

37 

71 

85 

34 



* 

78 







• 

• 

21 

59 

83 

14 

93 
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17 

68 

42 
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55 

33 

54 

32 
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. 
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70 

78 

31 

64 
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% 

75 

43 

81 
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84 
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9 

5 

1 




85 
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63 

77 
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26 


• 


86 
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2 

2 

72 

63 




87 
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56 

55 

58 

57 



$ 

88 
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53 

53 

92 




89 
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32 

80 

18 
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83 

23 
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35 

94 

77 
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. a t 11* 

* V tk No(e sur los fonctions Abeliennes, 

1 \ hf * • i : l 

•‘ ' _ lue le 29 inni 1843. 

I ’l'irr ,|„ Aulletiu de In , ln. S e ,,h ;l .ic„ - .nnlkcmnti^ ,lc l Acml. l,n V . ,U» *dc*cc, ,lc *■ l’. 'ersboHrp 

' . ' Tome II. Ko. 7.) 


jj \%4' 


. uitf •* . 


* Soil X «ne fonclion ralionnelle el enliere de x d« sixieme degre. et nom- 
mons Y In mente fonclion de v; soil de plus ‘ ' . 

f. /# - "<->• /~rf = ",<*)• ' ■ . 

Delerminons deux qunntites /’ el y on fonctions de u el v par les equations 

simullnnees * * V • f 

. /7(x)+/7 (y) = u, /A(^)4 -^iCy) ~ p ’ • . 

j‘ni fail voir que ce sont ces fonctions de deux variables, *'• ) 

x — t.(u, r), >• = (w, *>) , 

qu'il convient d'introduire dans Tanalyse des Iransccndanles Abeliennes, el qui - , 
sonl analogues aux fonctions trigonomclriques et elliptiques. Or je viens de 
Irouver, que ces fonctions de deux variables se composent algebnqnement 
de fonctions d'une seule variable. En efTel, nommons x’ et y les valeurs 
de x el de y, que l’on tire des deux equations transcendantes simullnnees, en 
mellnnt » = 0, el soient x" el y" celles qui repondent ä « = 0: on aura 

, //(*') + /7(y') = ", n .(«') + /7 >(?) = .. 

I7(a:"M n(y't) =- O. /7,(a ? '') + //,(y'') = .\ / 

//(*') //(/) -}- /*(*") + //(>*") = «> , ’ ’ ' • 
// l (x')+// 1 (y , )-}-^(^')+^.(r")= ^ , * 

Mais, d apres le theoreme d Abel, on sait exprimer deux quanlites x et y en 
fonctions algebriques des quatre variables x', x", /, y", de moniere que Poi» 
a les deux equations 

u = n(x') + ri(y') + rr(x")-\- n(y") = nw + 'm y), 

r = 77, (*') -f /7, (y') -f /7, (*") -f /7, (y") = ff (*) + (y)- 

Donc les deux fonctions x et y delerminees par les equations simullnnees 
//(*)+ /7(y) = m, 77,(a?)+//,(yj [ = 

sonl des fonclions algebriques des quatre quanliles x’, x", y', y , qui ne sont 


d’oü il suit. 
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«lies - niemes que des fonclions d’une seule variable, ou eu d'nnires lermes.' 
ies deux fonclions de deux variables /.(?/, p), se.rprinienf alqe- 

briquement pur fes quäl re. fonclions dune seule variable • • • . 

\« /.(«/, o). *,(«, o), " ^ V. .4; ! 

7.,(o,r). 

Ln mdrne remnrque s’npplique nux Irnnscendnnles Abe'liennes, dnns lesquelles 
In fonctiou X esl d’un (legre quelconque *). 


) Dnns un mtmoire publie dans Ic vol. 27 du Journal de AI. Cr eile page 185 
M. hsenstein s'csl inöpris sur la nalure des lonctions A(», e), A,(u, e), fuule davoir bien 
saisi Ic principe fundamental de Ia coexistence des periodes relatives aux deux argumens 
ii et e. Le memoire „Sur les fonclions ä deux vurinbles el u quatre periodes” tome XIII 
page 55 n pose les vrais principes dans celte branche nouvelle de l’unalyse. 

On sait que la fonctiun r = sin am (ji) est donnce en u au moyen d’une equalion 
Unfaire f A-f-If.r = 0, A et Ji etant des fonclions de m qui onl uue valcur unique el 
Gnie pour cliaque valeur finic, reelle ou imaginaire, de 1’argument u. l)'une maniere 
analogue, etant donnees les deux equalions elablies ci-dessus, 

II (.»•) -f B{y) = „ , 77, (r) + 77, (» = e 

les quanlites x et y sc trouvent ölre les deux meines d’unc equalion quadratique 

A-\- II I -j- Ci* ~ 0, 

oü A, II, C sont des fonclions de u et r qui onl une valeur unique el finie pour toutes 
les vnleurs Gnies, reelles ou iinaginaires des deux argumens u et e. C’cst h\ la verilalde 
nalure des^ fonclions x et y. Le caractere do la fonction sin am(«<) etant d’etre un quo- 


iienl y, .M. Eisenstein dil (pg. 180j, que, par annlogic, dans la Ihcorie des integrales 


Abelicnncs il faudrait considerer des quotients de quotients. Alais qu’est ce que c’cst 
que des quotienls de quotienls? C'cst tout simplcment des quolients. 

Dans le möme memoire M. Eisenstein a considörd ccrtains produits doublement infiuis, 
que l’on rencontre dnns la theorie des fonclions elliptiques, et qu’il n’a pas rcconnus ßlre 
du nombre de ceux qui prenuent des valcurs differentes suivnnl l’ordre dnns lcquel on 
ränge les facteurs. Oes erreurs, ayant eie reproduiles dans un aulre memoire (page 285 
du mi'me volume), onl ele la cause, que AI. Eisenstein y n etabli des formules fautives 
relatives nux fonclions 0(.r). Les formules oxactcs ont Hi donnees depuis longlemns 
dnns le memoire tome IV pg. 382. 


Oet. 1845. 
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• Über einige, die elliptischen Functionen betreffenden 

^ oui.'K' oi me n. 

• i’tl'Ufnii'J»/* rtAti t v/kfj-.w fanlti ’ ; * ^ •»?&* ’.gfi'-ätffß 


E aiT um* i *coll*TÜaiift( !■* n»b r* 1» «Utekttabftnftif Hiv 

, * ?ei 

x = sin am («, Ä) , / (l — Ar 1 x 7 )du — E(u), f F(u) = log/2. 

O 0 

Bedeutet F( jf) den rationellen Nenner der Substitution, welche eine Transformation 
der nlen Ordnung crgiebt, und sin am(~, /) die transformirle Function, so wird 




1. F ,x) — e~ 


^(m’O 


( ß “)■ nV ?***«** 

wo i eine Conslanle ist. (S. Cr eilen Journal Bd. IV. S. 374.) Es sei 

x r = « 5 ( I -p§p> « J -1- SP tt 4 -f etc.). 


so wird 




>• £(«)= «-ä*« , U 1 + . iÄV>«VFetc.}, .., t 

• 11 A | 

. Ist dieselbe Function von i. wie <S<, J) von k, so folgt aus (1.) und (2.): 
V •<**•<*> - -^--^(rr+Fi *1 + •*) 

r»*’“‘( 3 J 4+6 ! 5 «■'•'+ 7^'“* + e ‘ C -k' 

. 0 . u#ti 4/ n*/ii jywwu 

. wo, wie am a. 0. S. 372 (6.), k — ^7- Setzt man jetzt 

«- ==*"{i+/r a^-j-i?i' ,) x 4 -|- etc.} , 

; log/^#) == CiX 1 -\-C 2 x* -\-C i x h etc., 


\? t.K 


so wird 




o ^ nm «/ üJ2-i , ÄT} 11 -. , , ) 

3. C„ = 5:0^+ elc V • 


*4 *v*r 


1. •: +^(#+^+^+-)- 

>’ Diese Formel umfafsl auch die Multiplication. Soll nämlich F(x) den Nenner 
in dem Ausdrucke von sin am(«M) bedeuten, so hat man in (1.) und dem vor- 


{ 

V 
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siebenden Wert he von C„ nur r = p = ü, X=k, i )/ = n zu setzen; ferner 
*' fflr n und S für T. Iiiedurcb erhall mim 

, Fr 

' vi- •» ■« Rufio' y \ ki-.I 

Auf diesem und ähnlichem Wege erhalt mnn die von Herrn Dr. Eisenstein 

gegebnen, nuf die Mullipiicalion und Transformnliou bezüglichen Formeln, und 
zwar als eine unmittelbare Folge der Theoreme, durch welche man vermittelst 
der Transcendente Si ’jt) den Zfihler und Nenner der Mulliplications - und Trans- 
formalionsformeln abgesondert definiren kann. 

Setzt man {(Ir- ^(l — k = !-{-<?, und 

4. i tr — log/2 (ti) y ^ x* ( D lt -J-; x* -j- ü. x* -}- • • • •) 

v." . . . ^*yy+ c ' J ' 

so wird 

” ÜlT+4 (g«4*3 C ” ‘ Tt+l C ”~ l ^ 2«/— 1 C * C "~ ri ’ f 
Die Gröfse ist die in (3.) und Futul. S. 126 etc. vorkommende, 

;V<- 7,'^'""- " 

fl 1 , j>NI 

Für/r J =— 1 oder für die Lemnisente wird - = i«(mi— I)#’’" 1 — I 7 #. 
Man erhält daher aus (4.), durch zweimalige Differentiation nach «, 
ar 9r 1 1 -llD^^ .... 

— {4 • j Du *•'*-[ - ti y D t a ß -f- .S ; 9 ö, «■"’-L. ...}, 


y. |\ [* i ' ti ? 

, x J j- •'••) dx, 


\Cn 


)• 


1-5 


und hieraus D l ~D i = ....=r?\), ü. 3 — t^~ 3 etc., also 


¥ 


a-7-a 


X* 

. J 

1 5,J '* I 

3- 9*. »•** , 

, ö-913-x'* 

3-4 1 

' 3-7. «7 

3-7-11-12 1 

3-711 15-16 1 


v r 




Auf dieselbe Weise erhält man 

a \J rtl— X*! (/ 2 T ä .|i r J.9.1Ö + 4. “.TS.“ T • •• • • * 


\« \ \)/‘d«rx-du^- J '' f ' I (■■+3)1«+7)x-V“' , 

' J J n +2 1 (ii-(-5)(h - f-li) ^ (M+5)(M+yHM-|-IOJ ' ^ 


WO b ' 


31 /’" > f u , . b 0 x' , 36, j» , 3-7-6-J-' 0 . 

! w logx-y äuj logxrf« =- 3 —:- -jig + 5 ,, J . 1 | U r • • • 

00 ■ " 1 $*’ ■ y' - 1 




H" «p* *• 1 


Berlin, im Dec. 1845. 

* » Am ii. (i. fohlen die Factoren 7fJ^2, , etc.; auch ist l'unä . S. 13b Z. 10 IVir 

lesen Om tu- 
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* ' • -■ 13. 

^ • • • • • •• • ' 

Über den Werth, welchen das bestimmte Integral * 

— a — J< f u • — für beliebige imaginäre Werthe 

J 1 — Acosip— Bsttup ° ° 

von 4 und B annimmt. 


• '.bt-'i 1 ijvtbfdA.«#** ^ .t>r»i n<' .qua „ns iin 

\- *,•*, j •; ;•! *•*<.- It* «*<:>:•- tibi ’ ' • J**:u tu\*A *i-, ->» 

Ich will im Folgenden den Werlh untersuchen, welchen das bestimmte Integral 

utMhfaN ytyiHt itpnt« 1 gjjo 

• COS 9 — Äsin<p tbf 

O V / 1 «• * 

annimmt, wenn die Conslanten A und B beliebige imaginäre Werthe haben, 
welche jedoch nicht so beschaffen sein dürfen, dafs die Function unter dem 
Integralzeichen für einen reellen Werth von ip unendlich werden kann. Wenn 
die Conslanten A und B reell sind, ist bekanntlich die Bedingung AA-^BBci 
erforderlich, damit der Ausdruck unter dem Integralzeichen für keinen reellen 
Werth des Winkels <p unendlich werden kann. Wenn inan aber den Fall der 
Realität von A und Ä ausschliefst und .*• ^ 1 ’ 

A ==^a -}i «' y — 1 , v 

, i .... . . „ , , i 

setzt, wo a, a', b> b' reell sind und a! und b' nicht beide gleichzeitig Ver- 
schwinden, so kann für einen reellen Werlh von <p der Ausdruck unter dem 

7 ~ 1 N , , -• r 

Integralzeichen nur unendlich werden oder der Nenner 

^+«7-Osln^/ 

v>Y\ ywvy jxnri:V"*«-l i»V «fl, d*»* yiWhftJÜlM . «fr ,jr*?w 

verschwindeu, wenn zu gleicher Zelt ! xtl - ‘ *j,\ . ,• . .» 

1 .VfbM» jtWvH IVIM « 

acosm 4- 6sin«vrf= l , ,«'cosy-|“ |fsiny = 0 : . »> • 

Vm> ! !5 > .( ü TT.rl at«WW .Oft* -WH • L'siwifl&iUW u« l*kf , Jfei -<dt . 

wird.. Setzt man also Jft ; njnij tu ’uj'M -'♦v'ifb Kfil» t~ fefu 

V . ilai ■tt3«iUdod- 

cos< * = y(«y+W)\ „ V ytn'n' + MV 

so mufs T-V» 

ub' — «A = f :: . VX** )?oh hiiJboY'l i<i 

/ * ’ i 

werden- Dies ist also die Bedingung, welche Stall finden mufs, damit für einen 
reellen Werlh des Winkels <p der Nenner !•*— Acos<p — BniiMp verschwinden 
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kann. Man kann dieselbe auch so darstellen: 

aa'-j-bb' — b'b')-\(aa\-bb — I). 

Schlierst man also den Fall aus, wo diese Gleichung zwischen den Constanlen 
4» b etc. Statt findet, wie es nöthig ist, damit das zu betrachtende Integral nicht 
unendlich oder unbestimmt werde, so wird dor absolute Werth der Gröfse 
»b ' — a'b entweder gröfser oder kleiner als j/(aVrj- h'b') sein. Ich will im Fol- 
genden diese GrOtee mit 

J = ab'— ab 

*. bezeichnen und, was erlaubt ist, positiv nnnehmen. Wenn nämlich J nicht 
positiv ist, so kann man es leicht dazu machen, indem man blofs !?n — y für y 
setzt, wodurch die Gränzen der Integration und a und u ungeändert bleiben, 
während gleichzeitig b und b' und also auch 1 das Zeichen ändern. 

Ich bemerke zunächst folgende identische Gleichung: 

_J 




1 — (« -j- u' y — l ) cos if — (b-\-h'y — I ) sin y> 




SHl’4 • 


«■ 


ki 




WO 

I » 

ferner 


ti<\ .-Mfebjw . f . 

» »' 1 — I - 10- AA litt) 'S* {■ 


c 


«+y-{- («'-&)✓-! A-ny - 1 


k«v« * ’ • 


v” 


s 

i-jii *13« 


1-f-ii — mV — 1 


l+yU-AA— ßlt)' 


r* « — F—l _ A + lty—l 

i+rt— «V— i i + /(i -AA-nii) 

Das Zeichen der Wurzelgröfse, deren Werth durch n — n[ j/ — I ausgedräckt 
wird, ist willkürlich ; ich werde nnnehmen, dafs es so bestimmt ist, dafs ihr 
reeller Tkeil n einen positiven I Verth erhält. 

Es ist jetzt zu untersuchen, ob die Moduln von C und V gröfser 
oder kleiner als l sind, dieses Wort in dem Sinne von Cauchy genommen.' 
Hiezu bemerke ich, dafs 


CC' = 


I — n -f »«V — 1 


V 


• , .H 


l -j-M — mV — 1 ’ 

es ist also das Product der Moduln von C und C, 

/ (!—»)» -fii-V ' ) > b vJu M **4 ' i 

jV y J ; XU ~ J fl 

'.•» ? .TI 


• « * 

• • \ 




>t« 


•• • 
t » 




au -f «V + bb f UU -\~24 


V 




l * 


• - .-.••* • 
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da n positiv angenommen worden, kleiner als 1. Mithin können nicht beide 
Moduln gleichzeitig gröfser als 1 sein, sondern der kleinere von beiden wird 
nolhwendig <C I. Es sind aber die Moduln von C und C' respeclive die GröTsen 

1 na -|- (dal -f- bb -j- UU — '2/J 

1 (l+»)*-f»V ’ 

von denen, da J positiv angenommen worden, die letztere die kleinere ist, 
und es ist daher der Modul von C' immer <1. Es handelt sich also nur noch 
darum, ob der Modul von C oder die erste der beiden vorstehenden Gröfscn 
gröfser oder kleiner als t ist. Man findet hierfür ein einfaches Criteriuin durch 
folgende Betrachtungen. 

Das Product aus den Quadraten der Moduln von C und C ist 

{au -f «W -f hb -f UV)* - 4 dj __ 

( l -f >*H + n'n' 2 n )* t -j- >•» -)" H H ' + ' m 

- ’ t — ' 

Es wird daher . . u 

(aa -\-a'a -\-bb -j-b'b’j * — 1JJ = (1 ^nn-j-nW)* — 4 nn. \ •' .• 

Aus dieser Gleichung folgt, dafs je nachdem J kleiner oder gröfser nls n ist. 
auch a«^flV4 - bb -kA'i' kleiner oder gröfser als 1 und daher a for- 

tiori auch an -f- flV-f bb -j- b'b' 4- '2vJ kleiner oder gröfser als l n» rin'-\- '2n 
ist. Fs wird daher der Modul von C kleiner oder gröfser als | , je nach- .. 
dem .7 kleiner oder gröfser als n ist. 

Da (n— «Y — 1)’= I — — 0 2 — */' MY~ OV so werden die 
Grörsen n und n durch die beiden folgenden Gleichungen bestimmt: * 

nn — n'n' = I — aa |aV- bb-\- b'b', nn' = aa'-\-bb'. 

Aus dieser Gleichung folgt 

{JJ f n’n')(JJ — nn) = sP-\-J'(au -• bb — aa'— b'b') — (aa -j- bb)(a'a’-\- b'b') 

— (. 7./-j- aa -j- bb)bdJ — a'a' — b'b’). 

Man ersieht hieraus den Salz, dafs .7 kleiner oder gröfser als n oder =» 
ist, je nachdem J kleiner oder gröfser als \'(a'a' -{- b'b') oder ~=f(a'a' -j-b'b') ist. 

Das gefundne Criteriuin kann man daher so nusdrücken: je nachdem (ab' — a'b) 1 
kleiner oder gröfser als a'a' • ~ b'b', wird der Modal von C kleiner oder 
gröfser als I. Den Fall J = -|- b'b') haben wir oben ausgeschlossen. 

Da der Modul von C immer <C I , so wird 


Vf* 


a > 

1 « ’ + 

* M 


1 


- = l-f -f- C" 3 «- 5 * etc. 


.• • 


• • 


. t 
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Es wird ferner, je nachdem der Modul von C gröfser oder kleiner als i. m 

-J — 7 1 = etc. 

. n4—Ce*S- ■ hi»ii O mj/ •?/ ‘ oh 

oder .>.< . * * 

l-Cc?-! ~ 1 = - { ! + C- 1 e-^-‘ + C~ J er 1 * •'-» + C J «-* ^ -|- etc.} . 

Je nachdem daher {ab' — a'bf kleiner oder gröfser als a u -\-b'b', mufs. 
man, um eine convergiretule Reihe zu haben , entweder 

II — ll' ✓— 1 : >iiO ‘ 

1 - (“ + «' /— 0 COS g — (Ä -I- ä' v— I ) sin g , K 0 • u hj*ij}i»1 ’ I 

^ = i+cc^-* -j- cv^-v^-etc. : 

f-elc. 

orfer ' : r äs \ i'aurn^TjiTi 0 




II — li f y' — t 


9 • 


#f* v« 


V. 


I. , 


• r 


B 


1 — (a-f «V— 1) cos (f — (6-f ^V— 1)8 in</- 
= (£'— + (C^-^e-^^-t-elc. V' ’ 

setzen. Man erhält hieraus folgende Sätze: " ' 

1. M ’enn a,a', b, b' beliebige reelle Gröfsen sind, welche die Ungleichheit 
. "■ {ab'-a'bf^a'a'^b'b' ' 

erfüllen, so tcird 

/’** dg 

J 1 — (w-j-oV— 


/Jp 

■A> VUtWd.«. NMt^ 

= Mi , k n ** *'•' 


• t 

J 


*1) cos <p — (b-\-hW — l)sin<p 

■» 

wnrf allgemein, wenn ab’ — a'b positiv ist, für jedes ganze positive i,> 

'in 


m 

* • 

• 

IP 

• • ■ • r*’4 » = 1 

• 4 * • • 

Ex, 

• » ,* 11. Wenn a, 

r • i • 

bvl 

• • . 

WF 

B *• 

** * *' erfüllen, 

r* ' 

i 

: i'L 


cos ig-dg 

1 — (a-f-«V — l)cos<p — (ö-f^V — 1} sin ff 


sin i(p dg 


9 weih a^l 


-(a-}-«' / — I ) cos g — (6 + Vy — 1) sin g 

’liebige reelle Gröfsen sind , welch 

{ab’-a'by^u'a'^b'b' 


\'\A ’ k 

W tf *<;. Vi 


-UtortoliW 


•M.k r 


i/emi lau» </ie It urzelgröfse so bestimmt , dafs ihr reeller Theil posi- 
tiv wird . 


' W V* 

iS 


#• » 


r .- ■ , 


e ^ 


Ij 


. » 


• i 


^ ,JtL 

t ,/ y «wipd-»:> >ifanul®g tnU 

1 — («+«V— l)cos<)p — (b-\-U^— l)sin<f v o, lAhJi . 

* MV . üu’-j ;«I« *'M »V* 

r'l! — «i+tfy— 1>* — *6-f 
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lyRSuji Die Gröfse C~ l wird vermittelst des oben für CC' gegebnen Werthes, 

. 1 -f n — »V — 1 r» a — 1/ -\-(d -\-b) 

l — «4- «V— 1 1 — i» + «V — 1 


Es wird daher 


c-c-' _ — 2( q-y-Hflf + &)✓-!) __ 


— 2 


tV / < 

' '• ' . 


h — «V — 1 + «+4'+^— A)/-l 

Man hat daher den Salz: 

\ Wenn a, n\ b, b' beliebige reelle Gröfsen sind, welche die Ungleich- 
st heit {ab'—u'by-^riu'-Yb'b' erfüllen und ab'—n'b positiv ist, so wird 

/• J '» costp dtp 

J Th 




•(«+«' ^ — 1) cos </) — (b-\-lh/ — 1 ) sin tp 


'r # f tn sin (p dtp H 

Wh - — * ~ */ t — (a-foV — l)cosy — (6+*' 1) sinV U ba» I 


a — 2n 

«+*' + — b)f -V 


: äH^bvufHttT'r 

ft.’, . r- **i • . 

bHu h 

' — ♦ %> ' WtSf w * 




Selzl man -y 5 | • \\ - *, . \ \ h vl pS^io ll '»0» iihj 

m <, , 1 rt-| b' *)l— I rf= v :■ T l*b 

a-6'4-(/i'-}-6) r '-l = D, 

-n »M ‘ > - ‘ * X • ' ‘ ' < ¥«W «*** 


so w’ird 

»rät) fl'J 

und daher 

* 

-w * ' - 


«*** 

t datri ;-o»e fc, *'a > o« 

* f __ * 0 

• 

i _/d _!)/)') ° •* ol,w .b' 1 ^ 

i + /(i_n/>») — /> ’ • ■ V - 1 v 

0' _ 1 — ✓(!- IM) 


n — n' ] — l — y'(l-DD') 

•V: '» ii 

C = 

C” = 


1— »'(l — DD») Jg 

Wendet man diese Ausdrücke an, so erhält man aus den oben gegebnen Reihen- 
entwicklungen die folgenden allgemeinen Sätze. 

IV. Ks seien u, a\ b, b' beliebige reelle Gröfsen, welche jedoch nicht die 
Gleichung (ab' — a'bf = a'a' -f- b'b' erfüllen ; es sei ferner ab' — uh po- 
«L sitiv und 

. [+* a-\-b' + (a'-b)y-l = D, «_6'+(«' + b) y - 1 = &; 

•' ist (ab'— a'bf < a'a' -f b'b', so irird für ein ganzes positives i: 

p 1 * * cos i(p dtp - 1>‘ II' ' 

J 1 — (a-j-«'/— l)cosqp — (A-fAV— l)sin(jp Y(t — !)tf) {! + ✓(! — OWft 


.• ri* 

J ~ 


sin iip dtp 


— 1 


D* — //■ 


(a-foV— l)cos<p — (6 + b'd— 1) sinqp f(l — OtP) {t + /(I — D/J*))' 


t . 


* 


r . 


• * 


\ 

v 




♦ * 




•. * 


. I 


V; 

* % * 




• . 


— 3il —f .*•.•* • 

^ 

>* wenn dagegen ( ab ' — o'A ) 2 > na' -j- b'b' ist, so wird für ein ganzes 
positives i : \ j 


* l. 


J-. 

Tx 




cos i<f dtp 

(a-foV — l)cosy — (A4-AV — l)sin<jp 




. Z* 2 - 1 sin icp dg 

* J t — (a-f «V— 1) cos g — 




\b-\- OW — l)siny 


{ 1 + /fl - ÜIP)Y - 1 1 - ✓( 1 -DD>)\‘ 
~~ n y(i—UD , )iß 1 




1 v v wo die Wurzelgröfse /(I — DD') immer so zu bestimmen ist , dafs 

ihr reeller Theil positiv wird. 

.Man ersieht aus dem vorstehenden Theorem, dafs für den Fall, wo 
{ab ' — a'bf <C_ aul -f- b'b', genau dieselben Formeln als für reelle Werthe von 1 
A und B gelten; dafs dagegen für den andern Fall, wo ( ab' — a'b) 7 > a'a\\ b'b', 
ganz verschiedene Resultate Statt finden. Um diese Resultate unmittelbar durch 
die Gröfsen A und B darzustellen, braucht inan in den vorstehenden Formeln 
nur die Werthe D = A\ Bf — 1, D 1 == A — Bf — I zu subslituiren. Giebt 
man dem Nenner durch Multiplication mit einer imaginären Conslanle die Form 

« -f “V— 1 — fl f — b cos V — f V 1— 1 ) sin (f , 

wo a, a , ß etc. reell sind, so werden die beiden zu unterscheidenden Fälle die. 
wo \fty' — flyf kleiner und wo esgröfser als (aß 1 — a'ßf — a'yf ist. Man 
wird also z. B. den Salz haben, dafs wenn für reelle Gröfsen a, ß etc, 
die Ungleichheit 

iß/— flyf > {afl—a'flf-b («/—«>■)- • . ' 

Statt findet, das bestimmte Integral 

/** * dg 

o a 4‘ a, » / — 1 — (/J+/*V— l)cos«jp — (y-f-yV— l)siny 

verschwindet. 
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Beweis des Satzes, dafs jede nicht fünfeckige Zahl- 
eben so oft in eine gerade als ungerade Anzahl 
verschiedener Zahlen zerlegt werden kann. 


W enn man eine ganze positive Zahl P auf alle mögliche Arien aus andren, 
von einander verschiednen, ganzen positiven Zahlen durch Addition zusammen- 
selzt, so wird die Anzahl dieser Zusammensetzungen der Coefficient von q p 
in der Entwicklung des unendlichen Products 

•(-? 3 )(i *}*?*) 

Darf hei den Zusammensetzungen dieselbe Zahl wiederholt angewandt werden, • 
so wird ihre Anzahl der Coefficient von q p in der Entwicklung des Bruchs 

fedfaüferi 1 

U -<7)U — — <t l ) ’ 

i . 

wie man sogleich sieht, wenn man jeden Factor Y—q ' f ZT^i elc - besonders * 

entwickelt, und die erhaltnen Reihen mit einander multiplicirl. Die letztere 
Betrachtung veranlafste Euler, den Nenner dieses Bruchs durch wirkliche Aus- 
führung der Multiplicnlion zu bilden, und er entdeckte, dafs in dem erhaltnen'* 
Producte nur solche Potenzen von q übrig bleiben, deren Exponenten die in 
der Formel ](3n' + ij enlhaltnen, sogenannten fünfeckigen Zahlen sind; dafs 
sich ferner die Coefficienten dieser Potenzen immer auf die Einheit reduciren,!. 
und zwar auf die positive, wenn i gerade, auf die negative, wenn i ungerade 
ist. Man findet diese merkwürdige Indtictiou in dem 16len Capitei des 4ten 
Thciles seiner lnlroiluclio in Analt/bin Infinitorum , welches von der Thei- 
lung der Zahlen handelt, und mit wenigen Abänderungen und Auslassungen aus 
einer Abhandlung gleichen Inhaltes entnommen ist, welche Euler im 3ten Bande • 
der Neuen Pctersb. Comm. für die Jahre 1750und51 (S. 155 IT.) pnblicirl hat. 
Er halte aber diese glückliche Bemerkung bereits im J. 1740 gemacht, wio 
aus einem von Hrn. Slaatsrath von Eu/s publicirlen Briefe Daniel liernoullis 
vom 28. Jon. 1741 erhellt*). Euler erlangte hiedurch für die Enlwicklungs- . 


*) Corrrs/iomfuuce Mathemathjue c( Pbysique de quelques celebres Geumetres 

du IT*** siede t. II py. 467. „Das prublema de combinuudis nutneris datum sum- 
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coefGcicntcn dos obigen Bruchs eine einfache Recursionsscale, und indem er 
das unendliche Product und die ihr gleiche Reihe logarilhmisch dilTerentiirle, 
später auch eine ähnliche Recursionsscale für die Factorcnsumme der auf einan- 
der folgenden natürlichen Zahlen. S. die Abhandlung „Observatio de Summis 
Divisor um " im 5 U ” Bunde der Neuen Cotinn. für die Jahre 1754 und 55 
S. 59 — 74. Aber diese Anwendungen mufsten gegen deu Umstand ganz un- 
bedeutend erscheinen, dafs hier zum ersten Male in der Analysis eine Ent- 
wicklung auflral, in welcher die Exponenten eine arithmetische lieihe zweiter 
Ordnung bilden. Einen einfachen Beweis des von ihm durch Induction ge-: 
fundnen Resultats gab Euler bereits in dem zuletzt genannten Bande der 
Neuen Comm., in einer Abhandlung Demonstratio Theorematis Circa Or - 
dinem in Summis Divisorum Observatum (S.75 — 85). Derselbe Beweis 
wurde von ihm 25 Jahre später, wenige Jahre vor seinem Tode, in dem 
1 U " Theile des 4 ,en Bandes der Ada der Petersb. Ak. für das Jahr 1780 
in der Abhandlung Ecolutio producti inßniti ( 1 — a?)(l — j^)(1 — a^)(l — x*) — 
in seriem simplicem etwas modificirt, so wie er auch in demselben Bonde in 
der Abhandlung De mirabilibus proprielaiibus Numerorum Penfagonalitim 
die Anwendung auf die rücklaufende Bildung der Factorensummen wiederholt 
hat. In den Philosophical Transactions vom Jahr 1788 (S. 388 — 394 J 
hat Eduard Wuring in der Abh. „ Some Properties of the Sum of the Di- 
visors of Numbres" diese letztre Arbeit Eulers wiedergegeben, ohne etwas 
hinzuzufügen und ohne den Eulerschen Beweis des Entwicklungsgesetzes de9 
unendlichen Productes milzutheilen. Von diesem Beweise findet man nur in dem 
Wörterbuche des gelehrten Klügel unter dem Artikel Pen/agonalzahlen Er- 
wähnung gethon , bis ich im J. 1829 in meinen Eundumentis Novis Theuriae 
Eunctionum Ellipltcarum wieder auf denselben aufmerksam gemacht habe. 
Die dort bewiesnen Theoreme geben Entwicklungen unendlicher Producle in 
Reihen, in deneu die Exponenten eine beliebige Reihe zweiter Ordnung bilden. 

mum efficientibus ist in casibus particularibns gar leicht: einige Circumslanzen machen, 
dafs man die rcgttlum generali m nicht siehet, doch aber kann man die methodum ge- 
neralem nnzcigen. Den culculum von Ihrem Excmpel de nutnero 30 in 7 partes di- 
videudu habe ich nicht gemacht, solches aber meinem Vetter Nicolas liernoulli gegeben, 
welcher eben die Zahl gefunden, die Ew. herausgebrachL Das andre problema , trans- 

formare ejrpressioncm (l — l)(i ) in seriem — — + 1 --f-1 

— — ^TT"h e * c - kommt auch leicht per inductionom heraus, wenn man viele factores 

von der proposilu exprcssiunc nein muiliplicirel.** 
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Setzt man nfimlich in den in den Fundamentis gegebnen Formeln y” statt y 
und z=±q m , so erhält mon die Gleichungen, 




( 1 _ f»— ) ( 1 _y"+") ( | _y 5 ") ( 1 -y 3 "“'") (1 -y 3 "+")(l - y 4 ") ....== 2(— 1 )'y 


r -JiiV+mi' 


±Ä 


deren erste für n= f, »< = 4 die Eulersche Formel gieht. Gaufs hat im 
f" Hunde der Göttinger Commentarien für die Jahre 1808 — it in seiner 
Abhandlung Summatio Serierum quarundain singularium zuerst wieder nach * 
Euler das Beispiel einer ähnlichen Entwicklung eines unendlichen Producles *;-* 
gegeben, welches der zweiten der beiden vorstehenden allgemeinen Formeln • 
für die Werlhe m = £ , n = | entspricht. Ob er das Eulersche Resultat ge- 
konnt hat, läfst sich aus seiner Arbeit nicht ersehen. Legetulre hat in der 
dritten Ausgabe seiuer Theorie des Nombres Th. II. S. 128 einen Beweis f. 
der Eulerschen Formel gegeben, der von dem Eulerschen Beweise versehie- r 
den ist. Da er bei dieser Gelegenheit nur der ersten Arbeiten Eulers über.;;, 
diesen Gegenstand in der Introduclio und dem Bande III. der ÄW* Com~ 
mentarn Erwähnung thut, wo das Resultat durch Induction gefunden wird , so 
scheint Legetulre den Beiveis, den später Euler selbst gegeben hat, nicht , 
gekannt zu haben. 

Obgleich ich in den Fundumentis Aovis zwei einfache Beweise der y 
allgemeinen Formeln milgelheilt habe, und insbesondere der zweite dieser Be- V 
weise einen ganz elementaren Characler hat, so scheint es mir doch nicht ohne 
Interesse, auf jenen schönen Eulerschen , den Mathematikern fast unbekannt 
gebliebncn Beweis der speciellcn Formel zurückzukommen. Ich werde daher . 
im Folgenden den Eulerschen Beweis seinem wesentlichen Gedankengange 
nach reproduciren , den Resultaten aber dadurch eine gröfscre Allgemeinheit“, 
geben, dnfs ich die von Euler gebrauchte Methode auf begrfinzte Producte 
anwende. Ich wcrdo ferner hiebei der Eulerschen Formel den correspon- * 
direnden Satz über dieTbeilung der Zahlen subslituiren, und diesen Satz selbst • 
ohne Vermittlung von unendlichen Producten oder Reihen beweisen. 

Aus der Eulerschen Formel folgt nfimlich der nachstehende Satz , aus • 
welchem sic selbst wieder eine unmittelbare Folge ist: ; griffe 

Jede Zahl, welche nicht die Form 4(3» + *) hat, kann eben so oft in 
eine gerade als in eine ungerade Menge andrer von einander verschiedner 
- Zahlen zerlegt werden: Zahlen von der Form i(3*i + *) aber können in • 

- **• . •* •<. **• 44 * % V 
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■ eine gerade Menge einmal mehr oder wenigor als in eine ungerade zer- 
: legt werden, und zwar das eine oder das andre, je nachdem t gerade 
oder ungerade ist. 

Diesen aus der Eulenschen Formel sich ergebenden Salz bemerkt auch Legendre 
am angeführten Orle. Es wird dadurch eine elementare Operalion, das Ab- 
zählen, wie oft eine Zahl aus einer geraden oder ungeraden Menge andrer 
von einander verschiedncr durch Addition zusammengesetzt werden kann, in 
eine Beziehung zu der Dreitheilung der elliptischen Integrale gesetzt, welcher 
die Eul ersehe Formel in der Theorie der elliptischen Functionen entspricht. 
Ich wende mich jetzt zu dem Beweise selbst. 

Wenn man eine Gröfse P auf alle mögliche Arten aus andern, welche 
• unter sich und von Null verschieden sind, und aus der Zahl gegebner Ele- 
mente a, ß, y etc. genommen werden sollen, durch Addition zusammenselzl, 
vohnc dabei ein Element wiederholt anzuwenden, so will ich den Überschufs 
der Anzahl derjenigen Zusammensetzungen, in welchen die Zahl der ange- 
wandten Elemente gerade ist, über die Anzahl derjenigen, in welchen diese 
Zahl ungerade ist, durch 

( ^ > a > ß> Z > • • • • ) 

bezeichnen, w r obei ich unter Überschufs sowohl eine positive als eine negative 
Gröfse verstehen werde. Wenn die gegebnen Elemente «, ß } y etc. alle positiv 
sind, so kann der Werth von P nicht kleiner als das kleinste derselben und 
nicht gröfscr als die Summe aller sein, widrigenfalls die Gröfse ( P , o, ß, y t ....) 
verschwindet. Die Ordnung, in welcher die Elemenlo a, ß etc. geschrieben 
werden, ist, wie man sicht, gleichgültig. 

Um den nachfolgenden Sätzen eine allgemeine Gültigkeit zu geben, will 
ich ferner feslsetzen, dafs für P — 0 das Zeichen (P, a,ß, y, ....) den an- 
gegebnen Überschufs noch um t vermehrt bedeute, und dafs die Gröfse 
(P, o, ß, y , ....) verschwinde, so wie eines der Elemente c, ß etc. =0 wird. 

Wenn man den im Vorigen bezeichnclen Überschufs nur in Bezug auf 
diejenigen Zusammensetzungen von P betrachtet, in welchen das Element a 
nicht vorkommt, so wird dieser Theil desselben Jeder Zu- 

sammensetzung ferner, in welcher « unter den Elementen vorkomml , entspricht 
eine andre von P—a aus den übrigen gegebnen Elementen. Aber da die 
Anzahl der Elemente, die bei der Zusammensetzung verwendet werden, um 
eines geringer geworden ist, ist zugleich aus einer geraden immer eine ungerade, 

' aus einer ungeraden eine gerade Anzahl geworden. Es wird daher der andre 




Theil des Überschusses, welcher sich auf die Zusammenselzungen yon P be- » 
zieht, bei welchen das Element a concurrirt, durch — (P — u,ß, y,....) aus- 
god rückt. Hieraus folgt die Formel 

I. (P, a, ß, y , . . . .) = (P, ß, y, — (P ce, ß, y , . , 
welche, wie man sich leicht überzeugt, unter den festgesetzten Bestimmungen 
auch auf diejenigen Fülle ausgedehnt werden kann, in welchen P oder P—rr 
oder eines der Elemente u, ß etc. verschwindet. 

Für ein Element a wird in Folge der gegobnen Definitionen (P» <0 = 0, 1 
oder — 1, je nachdem P von « und 0 verschieden, =0 oder =a ist; es 
wird ferner (P,o) = 0, wenn P=a = 0. Wenn man duher mit 

[A 7 ] 

eine Größe bezeichnet , welche =1 ist, wenn N verschwindet, und =0 
ist, wenn IV von 0 verschieden ist, so wird in allen Füllen h- «■ fr** 

n. (P,a) = [P]-[P-«]. 

Auf den Formeln I. und II. beruht die gauze nachstehende Untersuchung. 

Ich betrachte das Aggregat 

(i|i , fl) -j- (i, , fl , fl,) *j~ (ij , fl, Oj , flj) • • • • "}■ ( Pm—l ) a , fl| , • • • • fl m — l) » 

in welchem die Elemente a, fl,, .... a m _, eine beliebige arithmetische liei/te 
und die Zahlen i u , i,, . ... i m _, eine arithmetische Reihe mit der Diffe- 
renz — a bilden. Dieses Aggregat verwandelt sich mittelst I. in folgendes:,* 

III. (in, fl) 4' (in fl,) -j- (i 2 , fl,, a 2 ) -f- (i 3 , ®i »*».» ä j)* • "F (i«»-n a n 

— ( i-, , fl, ) — (i 3 ,fl,,fl 2 ) •••• — (i«.-i ? • • • • 

(im J öj, Äj , . • • • n m _|). 

In diesem Ausdruck reducire man je zwei unter einander stehende Terme mit- 
telst der aus I. folgenden Formel I ’ 

(P, a t , fl, , a ;+1 ) — (P, a, , fl 3 , «j) = — (P — «f+i ? > "<)* 

Wenn man . . • > 

c i = ii+i fl <+* - . \r* . 

setzt, und die aus II. sich ergebende Gleichung 1 ' ^ ; - .***• . 

(i ui fl) 4 (i*i * Li«J 

zu Hülfe ruft, so erhall man hiedurch 

(io» «)• -j- (in a * "») 4' (i? t » «» «i» *) + (i«-> )***'>•••• 

= [io] [Co] (im , A, , <h , .... ö m-l) 

— }(C| , fl,) f (C,, flj , fl 2 ) 4- (C 3 , fl, ? flj , « 3 ) -j- ( C m-* » *? » «m-l)}- . . % * 

Da c i+ , — C; = — a — önj4- «,+i = — «n so bilden die Gröfscn c„, c,, c, etc. 
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eine arithmetische Reihe mit der conslantcn Differenz ff, . Bestimmt mnn nach 
'und nach die k — 1 Gröfsen </,, e,, .... *, durch die ähnlichen Gleichungen, * r 

,rf|=fi+i ®;+i? *i' =z *i+i ®i+i* /i == ^i+i ®/+n ^tc., #; = y l+ , — fl; + i, 

so werden die Gröfsen e f , /},.... *,• arithmetische Reihen bilden, welche 

‘ respective die Gröfsen — «?, — ff 3 , .... — — ff» zu ihrer conslanten 
Differenz haben. Setzt man 

(*,>,«) +(6,, ff, «,)-*- (&i, « 3 •••• ^m-l) c=: -^i: * 

(Ci , ffi) “j* (?2i a n a i ) -fr (c 3 , ff,, ffj, a s ) . . . . -}- (c m _ j, ffu fli, ftj v. • • 4j»y • 

(</ 2 , öj) ~J- ^<A , <*2 3 (*A 3 ^2 3 ^3 3 ®«) ..•• + (*An-3 3 ö 2 3 3 **43 * • • • ff m-S ) -^3 3 


U-v 


■%• - * 


r- .j 1. 


0 *i-i 3 fl u) *f (y* i fl *-i » a *) -f (r*+i ^ «r-i ^ «x 3 «x+i) ••••-}- (y—* 3 «». 1 3 «» 3 • • • • «-.-i) 

^ : - • -f . = i * 4 *. .-.‘-I 

so wird durch IV. das Aggregat <4, auf A 2 zurückgeführl. Da aber die Aggre- ’ 

gate A ti A Zi .... A k alle auf dieselbe Art gebildet sind, so kann man durch • 
analoge Formeln A % auf J 3 , A t auf Al« etc. zurückführen. Wenn man nämlich « >: *r. 
nach und nach c und d für b und e, d und e für c und d u. s. f. , ferner 1 - ~-r 
immer tn — 2 für »» setzt, und jedesmal alle Indices um i vergröfserl, so giebt 
die Formel IV. das folgende System Gleichungen: *’ * . .* 

• ükatv 4t*j~\-^2 == [^"1 [yj (A) </| 3 ff, ,. . . . 

A 3 = [f|] ' OA] (^m-l 3 ^2 3 ^3 3 • • • • ö m -j) 3 

•2^3 “j“ Ai - — [A] £^1 (d m _ ? 3 dj 3 ff« 3 .... ff m _ 3 ) , 
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Wenn mnn in der 2 tr ", 4"’" etc. Gleichung alle Zeichen ändert, und dann 
sämmlliche Gleichungen addirl, so erhält man hieraus "'nF 

V. — 1)*A k 


* V- - 


mm 


•« 


• m 

-v - r 




W + W - tel • • • - (-t)*[yx-2] 

• 3 ^1» ••• • l) “f" (^m— X 3 ®2 3 ®3 3 • • 2) “ ~ • r • 

• • • • ( ^ ) (#m- 1+2 3 ®»— I 3 • • • • ff.«-i+l)* 

Da im letzten Aggregat mit jedem folgenden Term sich die Zahl der Elemente um 
zwei verringert so ist der gröfsto Werth, welchen k annehmen kann, je nach- 
dem tn gerade oder ungerade ist, k=\in oder k = j (tn -{- 1). Für den 
ersten Werth von k reducirt sich der oben für A k gegebne Ausdruck auf 

«»-.)-{- (y* 3 3 «») = (y*-i3«»-i)'+(y»3«»)— (y».,!,«*) m. 

— [y x-ij — L»*J — (y»+i 3 
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für den zweiten Werth von k wird derselbe 

.? 3Ian erhält daher aus V. , wenn man dem Index k seinen gröfsten W erlh giebt, 

. •; VI. (A u , fl) -}- (A| , tf, Ol) (A, , <*, tfj , <l^) • • • • ’f" (A m — 1 1 ®i» •••• •) 

* ^ ^ (b„ «m_|) (®m-l 1 «1 1 «J1 • • ö m-l) el °- » 

% • ^ t ^ f A^mL V *. 

* ..*• wo man den Ausdruck rechts bis 

W II» I » » « iiiiW %^' v 1 

oderbte '««N** ** ' ■ •!£***>• 

* " forlsetzen mufs, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Es wird ferner 


v*fl 


•• '1 




_rt-<4 


'* . *3 


VII. 


^ = [A„] - [c„] - [<$ + [</,] + [41 - M - etc. , 
welchen Ausdruck man, je nachdem m gerade oder ungerade, bis 

oder bis * ■ ■■ 


ä' ■ 

.f, •*» 
% • | 


•* fortzusetzen hat, in welchem letztem Ausdruck das zweite Glied dadurch 
*• - von dem allgemeinen Bildungsgesetze abweicht , dafs sein Index um I ver - . 
ring er l ist. Da zufolge der oben gegebnen Definition [A]==l oder 0, je 

• # » nachdem jV=0 oder von 0 verschieden ist, so wird J im Allgemeinen nur 0. 
2 . oder +1 werden. 

v* i ^ ^ n n» ^ . 4 i|yr. aA 

Die Gröfsen A m , c^, </ m _2 etc. in VI. bilden eine arithmetische Reihe 
• zweiter Ordnung, deren erste Differenzreihe — — « m -n — ö m -2 de- ist* t)ie 
. ' * * Gröfsen A„, c n </,, e 3 , .... y k _i und c 0 , d l3 « 2 » .... **-i in VII. bilden ebenfalls 

arithmetische Reihen zweiter Ordnung, deren erste Differenzreihen respective 
— (fla-j-SJa), — (fl, -|-2rt 1 ) , .... ( a t*j~2 0i_i) , ^ 


y 

** 

• i 


I 


— (2öj -}-<i 2 ), — (2<*2 -j- <ij) , .... (2a*_i ;■■<**) 

sind, von denen man die erslre auch so darstellen kann / 

I T 2«i1 i — («»-}- 2« 2 ) , — («2 -f » • • • • — ( ö *-- + 1 ) ? 

wo immer k—\m oder Setzt man „Wm “ i ^»* 

s,. = «, -f «2 -f- «j — 

' so werden diese beiden Reihen zweiter Ordnung , ’ - 

^—2«,, Aj— — 2 j 2 , Aj— « 2 — 2#j, .... A,— #*_2 — 2 

. * Aj — A! — 2^, — s 3 , b t — 2j 2 — Aj — 2 ^ji_ 2 — ^*-i? 2.»*_i— 
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Dio in diesen beiden Reihen enlhaltnen Gröfsen machen alle ans, welche in den . * 
Ausdruck VH. Yon J eingehen, wenn man noch für den Fall eines ungera--’ ^, 
den tn zu dem letzten Terme der zweiten Reihe a t nddirl, wodurch er sich in 

Ai 3s*_i 

verwandelt. Wenn keine dieser Gröfsen verschwindet , verschwindet ,i; 
wenn aber eine dieser Gröfsen verschwindet , wird /I abwechselnd -fl * 
und —1; ist nämlich b t = s i _ l -\~2s i oder b t ==. 2at,_i -f **, so wird der 
Werth von J durch ( — 1/ bestimmt. , ^ 

In dem hesondern Falle, wenn zwei von den angegebnen Gröfsen ver- 
schwinden, hat inan auf jede derselben die vorstehende Regel anzuwenden, -'* 
und erhält dann für J einen der drei Werthe 0, -f2, — 2. 

Da man noch dem Vorigen die Gröfse J als gegeben ansehn kann, so 
reducirl sich durch die Formel VI. das vorgelegte Aggregat auf ein andres,,* 
das nur aus der halben Zahl Terme besteht. Sind die Gröfsen ö, a 7 etc. * * 
alle positiv, so bilden die Gröfsen b m , c m _,, d m _ t etc. eine abnehmende Reihe, 
da alle Glieder ihrer ersten DifTerenzreihe — — a m 1T — etc. ne- » . * 
galiv sind. In diesem Falle bietet daher die Formel VI. noch dadurch eine *r . 
andre Reduction des vorgelegten Aggregates dar, dafs die kleineren Elemente, ' 
welche die gröfste Zahl der Zusammensetzungen hervorbringen, allmälig fort- ** 
fallen, und die durch Addition der gegebnen Elemente zu bildenden Zahlen 
selber kleiner werden. YVenu man aber noch nufserdem die Zahl tn so 
grofs annimmt, dafs b m = b^ — ma kleiner als das kleinste der Elemente *' 
«u «25 . . .. « m _i wird, in welchem Falle a fortiori auch die Gröfsen 
</ m _? etc. kleiner als diese Elemente werden, so verschwinden in VI. alle 
Terme des Aggregates rechts vom Gleichheitszeichen, und der vorgelegle 1 
Ausdruck reducirl sich lediglich auf die Gröfse J. Nimmt man noch an, dafs 
die Elemente ö, , a 2 etc. eine wachsende Reihe bilden, so hat man den 
folgenden Salz : 

• s ’ , Es seien b u und a positive Gröfsen, ma ein die Gröfse b„ übertretendes 

Vielfache von a; es sei A„, b l9 A a etc. eine abnehmende arithmetische •- 

,<*" Reihe mit der constunten Differenz — a und a 9 a l9 a 2 etc. eine beliebige ’• 
wachsende arithmetische Reihe; ferner sei 

V- ' _ 

so wird das Aggregat ^ ^ 

(A u , «)-f (A 4 , «, «i)-f (^, «, «i, th) . . . . -f (A m _,, zr, zr J} . . . . 


* & 




’J* _ 

7^. m 




M. * 


Di^ked by Google 




verschwinden, außer wenn //, einer der Grüfsen •• < ***/'*!» *v . 

t v -f* oder 2.y,_ J •_ #>■»• > 

gleich wird, und in diesem Falle den VVerlli ( — 1)' erhalten. 

Da nach der gemachten Voraussetzung b t < (w* — 1)«, *,>¥« ist, so kann 
nur die Werlhe von solchen Größen -j- 2#,-, 2*;_|4-ir / annehmou, welche 
unter den oben angegebnen enthalten sind. Es gilt also der vorstehende Satz 
ohne eine Beschränkung für die Werthe von i. Man braucht ferner den einen 
nicht in der allgemeinen Form enthnltncn Werth nicht in Betracht zu 

ziehen, da ihn A, nicht erreichen kann. 

Für m = 0 verschwindet dos vorgelegle Aggregat. Setzt man für die- 
sen Fall in der Formel VI. 

b„ — b t — ■ b m — P , c m — i : — - P 1 1 d m —i = P 2 , etc. , 
und Ui — i, was der Allgemeinheit keinen Eintrag timt, so bilden P, P,, P 2 etc. 
eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung, deren erste DifTerenzreihe — in, 
— wi-f-l, — »«- f2 etc. ist, so dafs allgemein 

VIII. P, = P_im + f»C*-10 = P — |*(55w-*-pl) 
wird. Es wird ferner J *(i — 1), *•, = £ »(*-f 1) und 

Die Formel VI. reducirt sich daher für diese besondre Annahme auf 


IX. (P, 1, 2, . . . . »i—l) — (P, , 2, 3, . . . . ui —2) -j- ( jPjJ , 3,4,.... m— 3) — A, 

wo der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen, je nachdem in gerade oder 
ungerade ist, bis 


d. h. bis 

(_!)»<— s >(P-J(m-2)(3/« f4),i«0 oder 

(_!)«— ,,-f 5), 

fortzusetzen ist, und wenn P eine der Zahlen A (3« + i ) bis jni (3wj — 2) oder 
^•(« 1 — 1)(3//» — 1) int, J = ( — l) 1 , wenn P den Werth | (mm — 1) unnimml, 
// = ( — l)*^, und endlich , wenn P keine dieser Zahlen ist, J = 0 wird. 


Wenn P^wi — 1, so werden P,, P 2 etc. negativ, und es reducirt 
sich daher der erste Tlieil der Gleichung IX. auf seinen ersten Term. Da fer- 
ner die Zusammensetzungen von P=m — 1 uus den Zahlen 1,2,:... in — 1 
alle möglichen Zusammensetzungen von P aus ganzen positiven Zahlen sind, 
so erhält man aus IX., wenn man P = //i — 1 setzt, den zu beweisenden Salz: 
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Der Überschuß dor Anzahl der Zusammensetzungen einer Zahl P aus 
einer geraden Zahl über dio Anzahl Zusammensetzungen ihrer aus einer 
ungeraden Zahl verschiedner ganzer positiver Zahlen, ist, wenn P eine 
fünfeckige Zahl }(3if±i) ist, =(—1/ und verschwindet für alle übri- 
gen Werthe von P. *• 

Es sind nämlich alle Werthe £(3 i*±i), welcho P<*m— 1 annehmen kann, 
in den Werthen bis £(3 mm — 2m) oder £( m — 1)(3 m — 1) enthalten, und den 
besondern Werth -$(«* — l)(wt-f-l) kann eine Zahl, welche — 1 ist, nicht 
annehmen. ' 

So wie der vorstehende Satz der Eulerschen Formel 

x. (l— y)(i— v 2 )(i— y')(i— y 4 ) — = ;?(-i)V (3ir+0 

.. * — X. 

entspricht, so entsprechen auch dio andern im Vorigen gefundnen Sätze ana- 
lytischen Formeln. Setzt man die constante Differenz der Reihe «, «,, a, etc. 
der FAnheit gleich, ferner 

9" = 

und . ;• • . 

f„(s) = + + 

• • • • + (i — *xi — v*) • • • • ( ■ i — <r ~' *) , 

so entspricht der Salz IV. der Formel 
XI. f m (20=1 — qz 7 — — 2 ” (1 — qz) (1 —q 2 z ) .... (1 — q m ~' s). 

Dem Satze VI. entsprechen , je nachdem m gerade oder ungerade ist, die Formeln 

xii.«. f m (x) = l + s (— iyy< ,ii+ >* 3 * 

|m / 1 * 

— 2 (— 1 y s m+, '(l — q i+l z)( 1 —q 1 * 7 «)....( 1 — q m ~ i ~ t z\ 

II 

xii. b. f m {z ) = i 

«. • i(m-J) 

u 

Setzt man in XII.«. »n = 2n, z = r n , q = r~ l , so verschwindet die zweite 
Horizontalreihe, da jedes der unter dem Summenzeichen enthaltnen Producte 
den verschwindenden Factor 1 — z enthält. Die Formel XII. a. verwandelt 
sich daher für diese Annahme in die folgende: •* 
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XIII. (1 - r") -fV(l— r?)(l - r 2 "{ 1 - 0(1 — r"-‘)(l - r"" 2 ) 1 . . 

..... i _ r -)(i _ r"“ 1 ) .... (1— r) 

’ i i 

1 fj*-! r ,S»-8_j_ r i;»-7 r «»i-12 . . ._j_( 

Dieselbe Formel erhalt innn auch aus XII. 6., sowohl wenn man m=2u — 1, 
als wenn //inn wi = 2tt*f-l setzt. 

Setzt man immer z = r% <y = r~\ so bleibt , wenn nur n < m ge- 
nommen wird, der Werth von f m (z) derselbe, wie in der vorstehenden 
Formel XIII., 

(1 - r') -j- r’(l - 0( 1 - •••*{• - 0(1— r"“ 1 ) . . . . ( I - r). 

Es uiufs daher auch die rechte Seile iu XII. «. und A., wenn man darin z =/", 
q=.r~ x setzt, für alle Werthe vou wi, welche >» sind, denselben Werth 
behalten. 

Für z <T 1 und m = n o erhält man aus XII. die Formel 

XIV. (1— 2 r)(t— 7 *)-j-« 2 (1— »)(i— v*)(l— elc. in inf. 
= \ — qz 1 — q 1 z* q J z' q~ z* — q tl z* — 9 l5 a‘'-J- etc. in inf. 

= l -}• J-(— i _j_ i:(— lyy 0,7+0 * 3i . 

Setzt man in XII. zuerst z — 1 und dann in = cc , so erhält man die Futer- 
sehe Formel X. 

Ich will bei dieser Gelegenheit die beiden Formeln beweisen, welche 
ich in meinen Fundawen/is S. 186 9), 10) ohne Beweis initgelheilt habe. 

; 

Es sei 

N 7(1—0 , 7 4 (l-0(l-7*0 7*(l-0(l-7’0(l-</ 4 0 . 

1—7* * (1— 7 a )(l — 7*J (1-7 ’)(*-9f)ti-VV r ‘"' 

,z{ 7‘(l-5*) . 7*(i -i*)(l-7*0 7" , (l-0(l-7 , 0(l-7*0 i ) 

* (i — 7*)(i— 7 4 ) dHf*)( 1— 7 4 )( 1 — 7JT) T '" t 

J ■ — . 

! 4 uvr-rt * 

1— (f' m Z 2 Z (l-{-7 3m ~>' t s )(l — 7~‘ t) l'.I WH 'Vf 

i 1 — 


Da 


■5 V* 


q mm = q mm (\-\-q lm z), 


JL- 

^ I 


I 


.u«£&d)i 


so kann man die Function t p(z) noch auf folgende beide Arten darslelien, 

45* 
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W — 1 i- 7 » + (1 — v *)(l — 7 *) • 

y«(l- a »)(l-7» S »)(l + 7»a)(i-7-«s) , 

<i- 7 *)(l- 7 «Kl- 7 ‘) t-- — i 

1 Ln- 7 ( 1 ~**)( 1 + 7 1 *) I 7*(1 — s»)(l — y»z»)(l-f y*s) 

7 '(l-S»)(l- 7 »S«)(l-7«S»)(14- 7 »3) .. - • 

(i — 7*>(1 — 7 *>(i— 7*> r**":’ 

woraus 

</■'(*) = (l + *)y(y*) 

folgt. Diese Gleichung giebt ( , . 

<p(z) _ (f(z) <p(f/z) (f'(q'z) j . , 

9(0) 9(7*) 9(7* *)’ 9(7**) •' 

Für s=l reducirt sich die vorgelegte Function <p( 2 ) auf 2. Es wird daher, 
wenn man die vorstehende Gleichung durch 


dividirl, 


( . _ (H *)0+7*)G +7*=-)^ +?**)•■•• 
n } (i+7)« + 7*)(H7*)(* + 7 4 )--‘ 


Setzt man in diesem und dem oben für <p(z ) angegebnen Ausdrucke — 2 für s, 
und nimmt die halbe Summe und Differenz von (p(z) und y-( — s), so erhält 
man die beiden in den Fundamen/is gegebnen Formeln. Für z= — 7 giebt 
dieselbe Formel die Entwicklung 

(t —g)(i 7*).(1 7 3 )(t ~ 7 4 ) • ••• ^ o fl J o a * Off) 1 2a lü 

(l+7)( 1 +7 , )(l + 7 s )0+7 4 ).--- 1 29 1 2? + 6,C - 

Für 2 = 0 erhält man ' 

l 


= 1 


7 


(l + 9)l‘+7‘)(H7 , )(* + 7 4 )-- 

, m 91 : .l 

i_7* I ( 1_ 7 * )( 1_ 7 «) (t- 7 * )( i- 7 *) ( i_ 7 *) r---- 

Aus der von Euler in der Introductio (Cap. XVI. §. 313.) gegebnen Formel 

\ | 7 * | 7 1 ** 1 7 >2,a 1 

(i-7*)(l-7*s)(l-7*s).... T i-7 T (1 — 7 )(1 — 7 1 ) ' (1 — 7XI — 7 *)(t— 7 *) ’ ' " * ' 

würde man für dieselbe Gröfse den Ausdruck , 

1 2_ 4 . Hl Hl l etc . ’ 

* 1-7 T (l~ 7)0-7*) (l-7)(l-7*)(l-7*) 1 ■ * 

erhalten. 

Berlin, den 12. Mai 1846. 


Digitized by Google 


¥ 


* ' 


im 


f 

i* ■ % 9 

357 — 




i i 


»< *■.-•' :'#• <4* . MfHin ,j}i 


WC 


15 . 




Extrait d’une lettre adressee a M. Hermife. 




., Berlin, le ft aoftt 1845. ; , 

,, . . . Les principes dont vous partez pour parvenir aux formules de la 
transformation inverse que j’ai publiees sans demonstration dans le Journal de 
M. Crelle, sonl precisemenl les mdmes qui d’abord m’onl conduil ü ces for- 
mules. Ensuite, j’avais fait une especc de tour de force en prouvant ces formules 
par la Substitution möme des expressions si cotnpliquees de radicaux faite dans 
1‘cqualion diiTcrenliclIe ä laquelle elles doivenl salisfaire. Pour mieux faire saisir 
Tesprit de celte derniere demonstration en quelque Sorte synthetique, j’ai com- 
mence par publier une npplicalion de la meine methode ä la demonstration des 
formules de la transformation directe, dans un Memoire imprime dans le Journal 
de M. Crelle , lome VI, pnges 397 et suivantes. Plus tard, je suis parvenu 
ä une troisieme demonstration qui repose entierement sur la decomposilion de 
©tr+«) 


d(u) 


en fraclions simples, pour laquelle j’ai etabli les formules dans une 




de mes Leqons donnees ä l’Universile de Koenigsberg. 

„Quant aux formules de developpemenl du produit 
H(x+a l )H(x-\-a J )....H(x-\-a n ), 

OÜ 

«i -f «*+••••«» = 2 J k > 

et des fonctions homogenes de TI(x) et 0(.c), je les avais d’abord, com me 
vous, deduiles des proprietes analyliqucs et caracterisliques des fonctions Hx 
et Ox, et j’y ai fait allusion dans le Journal de M. Crelle , lome XXVI, page 103. 
Depuis, j’ai remarque que l’on peut parvenir aux mdmes formules par la con- 
sideralion elementairc et algebrique, qu’elanl mis 

— y 7 = x^b, etc. 

ä chaque solulion des deux equations 

• a?a -j-.... + x^x^ ....-\-x n = a, 

repond une solulion des deux autres equations 

- >■»+>*» + ••••+>'" == ^ — + ■> 

*■ y, -f % *f . • . • -f Yn ~ « -f nb - 


u 


’wiM 


* • • 

*•1 K 

mrro 


HH»' 


** 


: « 


* 


( 


i ä 
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Ou mettra pour « les nombres 0, 1, 2, — , m— 1 , et pour b tous les nombres, 
depuis — x jusqu’ü -~cc. 

„Mais ce qui auparavant ne m’est jamais venu dans l’esprit, c’est volre 
idee ingenicuse et tres- originale de faire ressorlir de ces memcs principes le 
theorcme d 'Abel, tant qu'il s’applique aux fonclions ellipliques. Ne pensez- 
vons pas. consacrer un Memoire particulier ä celte matiere qui sc detache tres- 
bien des autres questions? 

„ En cherchant ä tirer la Iransformalion direcle des proprietes des 
fonclions 0 , sans faire usage de leur decomposilion en facleurs infinis, vous 
avez pense savamment aux cas plus generaux, oü probablement Ton se doit 
resigner ä l’impossibililc d’une decomposilion en facleurs . 1 ‘ 

„Dans mes Leqons universilaires de Koenigsberg, moi aussi j’ai eu cou- 
tüme de parlir des fonctions 6. Dans ces Leqons, en mullipliant quatre series 

' T> ' * * ' • * . 

2 , e -(ax+6i)’ j )0Ur tiinercntes valeurs de x, el en Iransformant les exposanls 

— X " * * * 


par la formule 


I ;n 






f+( 


i + i' -i"—r 
2 


\J 

) + etc., 


j'ai obtenu tont de suite une formule de Inquelle decoulent, comme cos parliculiers 
et sans le moindre cnlcul, les expressions fraclionnaires des fonclions ellipliques, 
les theoremes sur l’addilion des trois especes, et plusieurs centaines de formules 
interessantes auxquelles on ne saurait arrivcr (pic par un calcul algebrique fati- 
gant. Dans un des prcmiers volumes du Journal de M. Crelte, j’ai donne des 
formales d’addilion et de Iransformation conjointes, ressorlanles de la multipli- 
cation seulcment de deux 0. Ces formules foul voir que l’on peut arriver 
par deux transformalions successives, non-sculcment ä la multiplication, mais 
encore aux formules de l'addiÜon. 

„Dans les meines Leqons, j’ai examine rensemble des diiTerentcs formes 
que peut prendre une meine fonction 0. En faisant usage de la methode employee 
par Lagrange pour la reduclion des formes quadratiques, j’ai trouve le fait ana- 
lylique remarquable que, r/ etant une quantitö imaginaire quelconque, on peut 
loujours, et par la seule multiplication par une quantile de la forme e rrx , ramener 
la fonction 0 ä une aulre oü le module de r/, ce mol pris dans le sens de 
M. Cauchg, soit C’est une limite precise, c'est ä dire qn’etant prise 

une quantile inferieure, il y aura toujours des cas, oü le module de y dans toutes 
les formes que pourrait prendre la fonction 0 restera superieure ä cette quantite. 
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„L’addition des parametres dans ia Iroisieme espece des integrales abe- 
iiennes et l’echange des parametres avec les ampliludes me sont bien connues. 
II y a douze annees environ que je les ni coinmuniquees ä deux de nies eleves, 
afc Ric/ielot , de Koenigsberg, el M. Senff, ä present professeur de malhe- 
mnliques pres PUniversile de Dorpat, et qui eludiail ä Koenigsberg lorsque je 
trouvai ces formules. J’avnis d’abord prouve Pnddilion des parametres, indepen- 


damment, par la seule dlfferentialiön de log •> ^ el ® ® tanl deux 


fonclions de Pordre m et 2m. Puis je Pai deduile de l’echonge muluel des 
parametres et ampliludes, qui se trouve aisement en rempla^ant la somme des 
deux integrales simples 

f' x /(«ft(ct))-rf.r , /“ V(x R (x))da 

J (jr-a)/(x/{(r)) 1 J (x — o)/(aÄ(a)) 1 
par la double integrale 




H 




Jh l tti 


dxda 


1 (d-xR(x) ■ d-aR(a)^ a/t(a) — xR(x) 


T — : — (— 

i L2{.r — aA 


’+ 




>/(«/{(<*)) L2 (a- — a) ^ dx 1 da J 1 (x— a)* 

oü Pon prouve sans peine que la fonction de a 1 et de n, placee entro les 
grands crochets, est entiere. Depuis, j’ai appris par les Oeuvres posthumes 
d 'Abel qu’elle est Ia generalisalion dont ces theoremes sont susceplibles. 

„Feuilletant mes anciens papiers, j’y ai trouve la demonstration de quel- 
ques theoremes par lesquels on donne aux formules d'addition des inlegrales 
abeliennes de la seconde et de In Iroisieme espece une forme annlogue ä cell6 
sous laquelle les formules d’addition des integrales elliptiques de In seconde et 
de lu Iroisieme espece ont ete presentees par Legendre, ce qui contribue ä 
rendre de plus en plus parfaile Panalogie enlre les fonclions abeliennes el 
elliptiques *). 

Permeltez-moi d’ajouler une construclion geometrique de la Iransfor- 
mation dite de Landen, la premiere qui ait ete connue des fonclions elliptiques. 




i& r i - *• • < u , ‘ 

r. » * 



’V td ’ .‘»Upn »I 


*) Voir ci-dcssus pg. 281. ‘ 


•5» %- 


1 

f ' 


i 1 

•#*- 


4' A 


Soit AB le dinmctre d’un cercle: si Pon mene d’un point P du cercle Ia 
droite PK au centre K , Pangle PKB est double de PAB, mais si Pon mene 


.'j‘~ NU*H <V *■ , % L K'IWW 

. /»!• 
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la droile ä un autre point fixe 0 du diaraetre, on obtienl l'angle dans lequel 

« 

par la transformation de Landen se change l’amplitude PAB d’une integrale 
elliptique dont le complemenl du module est le module transforme etant . 

En elTet soit R le rayon du cercle, KO — a, PAB — j3, POB=\f>; variant P, 
on aura dans le triangle infiniinent petit POP, 

PP sin PPO = OP sin POP; 

donc 

'ZRdfl. cos KPO = OP. dt/’, ^ = kJ, KPO : 
or 

OP 1 — W + a*+2Rac os2ß = (R-\-üfcoa 7 ß-\-{R — afstfß, 

R- cos 2 KPO — R 2 — R 2 sin 7 KPO = R'-a 7 sir>; 

donc 

2 dft (hp 

y'[(/t + «) 2 cos 1 /?-!-^ — sin*/*] cos* tpj 

On a, en rodme lemps, 

_ AP-sin/J 2ütsin/9cos,i 

Sin^ — ftp /HÄ + a)*cosV + (Ä — a)*sin*/*] * 

ce qui esl la Substitution de Landen. 

„Je suis aussi parvenu ä etendre au theoreme d 'Abel uia conslruclion ’ 
de laddition des fonctions elliptiques. Dans cetle derniere, la corde PQ d’un 
cercle touche conslamment un autre cercle. Soit T le point d’inlersection 



de deux positions consecutives de la droite; les deux angles QQT et PPT 
etant egaux d’apres une propriete du cercle, on aura 

PP 00 1 

PT ~ QT » . ; . 

ce qui est l’equation differentielle, dont par la construction de la droile inscrile 
ä l’un et circonscrite ä l’autre cercle on trouve l’inlegrale complete et alge- 
brique, la möme qui a ete donnee par Euler. A present, je suppose qu'une 
corde C d’une courbe I du n 1 '“" - degre touche conslamment une autre courbe II. 
Soient P un point d’intersecüon de la corde mobile avec la courbe I, et 
ds = \{dx 7 -\dy 2 ) l’element de la courbe I dans ce point, Tie point de con- 
tact de la corde C avec la courbe II; si f(x,y) = 0 est l’equation de la 
courbe I, je demonlre, par des considerations mixtes de geoiuetrie et d’algebre. 


S 
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la formule generale 


V (.v, y) da 


PT- 


/[(ID + (f£) 1 


= o. 




y>(x,y) etant une fonction enlicro quelconque de x et y de l’ordre n — 2, et 
In summe s’etendant aux n points d'intersection, le signe du radical etant -}-*• 
ou — , selon que ces puints sont de Pub ou de Pautre tote de T. Supposons 
en parliculier que la courbe I renlre dnns ces courbes pour les points dcs- 
quelles on peut exprimer x et y par des frnctions dont les numerateurs et le 
denominateur commuu sont des fonctions entieres d une troisieme variable f, 

T T 

•a; = y-, t, t,, r a etant du n ,r,,,r degre, ce qui meine pourra loujours 

se faire pour les courbes du premicr et du second degre. Faisanl usage de divers 
theoremcs etablis dans mon Memoire sur Peliininalion (Journal de M. Crelle, 
tome XV), je trouve que, ß'(f) etant une fonction quelconque de t du (n — 2^” 
degre, on aura 


'+(f)T 


tfj(x,y) etant, comme ci-dessus, du (n — 2) i,,m * degre. On aura donc 


'V 


r-PT 


= 0. 




Soit la courbe II un cercle ayant pour equation i? -{-yr 1 = 1 ; on aura 

r PT = rf— r 2 ), 

donc 

S =0, d’oü =0, 

les n integrales etant prises enlro les limites correspondanles aux inlersections 
de la courbe I nvec deux tangentes quelconques du cercle. Soit f(t) une 
fonction donnee du (2p)* u,r degre, prenons trois fonctions entieres de i quel- 
couques, t T , Tj, respectivemenl du (/? — (» — />)'*"*% ***** degre, 

determinons deux autres fonctions du n irmF degre, r et r,, au moyen de Ja 
formule, 

T l-IPfiD = *»-«*, 

et supposons enfin, que dans l’equaiion-somme trouvee on ait ß(t) = U'F(t) 
et que les limites des integrales correspondent mix inlersections de la courbe I 

4 b •• 
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avec les deux tangenles da cercle paralleles ä Taxe des x, on aura l’equation- 
sommo, 

V(t)dt 


-f~ 


Yf{t) 


= 0, 


les limites des n integrales etant les raclnes de Tequation ' t ' 

t* — Tj = r* - = 0 , 

co qui est le theoreme d 'Abel. Mais In forme sous laquelle ce theoreme se 

presente, d’apres Ja construclion precedente, ne semble pas depourvue d’interet. 
Comme je n’ai eludic avec soin que les integrales qui ont sous le signe une 
racine carree, je ne saurais diro si la formule generale donl je snis parti en 
prenant deux courbes quelconques I et II, comporte la möme generalile que ie 
theoreme general d'Abel. Par vos Iravaax sur ce tbeoreme pris dans toute 

sa generali te, vous serez niieux que moi ä möme d’en juger. 

# * 

„Ne soyez pas fäche, monsieur. si quelques-unes de vos decouvertes 
se sont rencontrees avec mes anciennes rechercbes. Comme vous dülez com- 
mencer par o ü je Unis, il y a necessairement une petile sphere de conlact. Dans la 
suite, si vous m’honorez de vos Communications, je n’aurai qu’a apprendrc. . . ’’ 

f f 
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Über die Vertauschung von Parameter und Argument 
bei der dritten Gattung der Abclschen und liöhern 

Transcendenten. 


' * 1. 

Unter den hmterlafsnen Arbeiten Abels finden sich zwei kleine Aufsätze, der 
g* und IO“ - im 2"‘ n Baude seiner gesammelten Werke, in welchen die Sätze, 
welche Legendre über die Vertauschung von Parameter und Argument bei 
der dritten Gattung der elliptischen Integrale gefunden bat, zu einer grofsen 
Allgemeinheit erhoben sind. Ich will hier diese Arbeiten Abels reproduciren, 
um sie durch eine etwas abweichende Darstellung vielleicht in ein besseres 
Licht zu setzen. 

In der ersten der beiden Abhandlungen, welche den Titel führt: „Sur 
une propriel e remarquable d'une clas.se Ires elendue de fonclions Iranscen- 
dtmles ” (S. 54 — 57 am angef. 0.), beweist Abel ein Theorem, welches mit 
dem folgenden übereinkömmt: 

„Es sei f(x ) eine ganze rationale Function von x; es seien f[(x) und 
f,(x) zwei beliebige andre ganze rationale Functionen von x, deren Summe 

dJV). 

dx ' 




ft(ßfrWX*) 


1 HtW 


man setze ferner 

(I log y Cr) f t (x) 

~ f(*) ' 


dx 


d\ogy(x) 

dx 


_ ft u-) 
" fix) 






so wird 

«fc • i 

«tu 4Hv^t9i 


t.A 




dx 


a)rp(x) {/ l a_ x ) V ,(o) 


ein Aggregat von Produclen von der Form 

1 da / ’.r * dx 


»• »»▼ i 

Vl .) J 9>(jr> ’"4. 

wo m und n ganze positive Zahlen und die Gröfsen 6*;* Conslanten sind." 

46* 
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Der vorgelegte Ausdruck, welchen ich mit 

ii = -vw/t—*" 




B Vlfr **•«< 


(x-a)rp(j-) y v 'J (« — X)y\>(a) 

' • 

bezeichnen will, kann folgendermafsen dargestellt werden, 

%H1W. 4 If _ /y7 d\og(p(a) . 1 \ <p(a) <l a dx 

JJ \ da ‘ x — a\x — a)<f(x) 

... C (7 d\o%ip(x) , 1 \ ifj(x)dadx 

JJ \ dx a — x'(a — x)yi(a) ’ 

oder da in Folge der Gleichungen, durch welche die Functionen ip(x) und 
tfi(x) definirt wurden, ihr Product 

<p(x)yj(x) = f{x) ‘ 

wird . durch die Formel -71 

H = Jadx 

JJ (.r — <*)* ip(a)tp(x) JJ [a — x) 1 yi(a) rp(x) 


- r/m^ßp±^Lmm Ja dx 

JJ {x—a)*y{a)(p(x) 


■*y ; 

-jl 


Setzt man -U—- — fi(x) fflr f t {x) % so wird der Zähler des Bruchs unter dem 


dx 


doppelten Integralzeichen 

m~ n *> -(«—*)■ ^ <*» • 


•4J 


, Dieser Ausdruck, wie man sogleich sieht, geht durch (x — af auf. Ich will den 
(Quotient, welcher eine ganze rationale Function der Gröfsen x und a ist, mit 

ZC = fl«)— /(•«•)+<■*— «HA («)+/~, (j)} 

HX; m,it ( x — a )l 

bezeichnen, wo die Gröfsen C„ iK von a und x unabhängige Constonten sind. 

• Durch Substitution dieses Ausdrucks verwandelt sich der fflr // gefundue Werth in 

// — v/ 1 fa m da fx*dx 

~~ "V rft(a) J (f(x ) * v ty ^ 

was der zu beweisende Satz ist. 

Entwickelt man die Brüche ; -4- — J ~ nach absteigenden Potenzen 

von x y so wird C m ^ n der Coefficienl von a m x n in dieser Entwicklung, da aus 
den beiden andern Termen des fflr JSC m<n a m x" angegebnen Ausdrucks nur 
negative Potenzen von x hervorgehen. Setzt man 

/SC#) = M*) = H x ) = C+ v x :v 

wo c eine Constanle ist, so ergiebt sich nuf diese Weise 








— 365 — 


*, 


*«r 


= -^cö K*» + * )«S"— ■> - (» + 1 )«i-— *i- 


Über dio Gränzen der Integration ist folgendes zu bemerken. 



Damit, wie 

gesetzt w’orden, 


«Utn: 






2iül = / rf«, 

jt* — a 1/ ffa 

/ 

* V 

mufs 

das Iutegral 

von einem solchen Werthe von 

a nn genommen werden. 


für welchen y(«) verschwindet, und eben so mufs in der Gleichung 




WM _ r « 

— x d 


yj(r) 


V(-r) 

a 


— X 


dx 


dx 




das Integral von einem solchen Werlhe von x an genommen werden, für 
welchen f(x) verschwindet. Aufserdem aber dürfen die Intervalle, über welche 
in Bezug auf a und x integrirt wird, keinen Werth mit einander gemein haben, 
oder es darf kein Werth, den a während der Integration annehmen kann, mit . 

| M y 

einem Werthe, den x während der Integration annehmen kann, zusammen- 
fallen, weil die Vertauschung der Ordnung der Integration, welche den obigen 
Betrachtungen zu Grunde liegt, nur dann allgemein zulässig ist, wenn die zu 
integrirende Function nicht in diesen Intervallen unendlich wird. 

Es sei ^ i , 

f(x) = (x — ttiY'^x — — «j)“*. . . ' 1 ♦. 

wo u,, ft?, ,i/j etc. ganze positive Zahlen sind; man erhält dann 

fx U') + f,(.r) _ df (x) __ J», , _£«_ | . /* .«_ I elc 

f(x) f(x)dx x — a t ' x — a t 1 x— «, 

Man kann daher, wenn 

ßi-^cYi = 

für die Dilferentialquolienten von logy(ar) und logip(x) folgende Ausdrücke setzen: 

• t ; • 11*4 

d l0gqp(j) _ /•, (X) _ /?, | ß t , | _L II f i.. ' 

dx f(x) x— a, • x — a, X— o, f/.- ^ , 

.l _Zi_ 4- etc. - 17. 

J •-«, 1 r—a. 1 


d lo gy>(j) __ f t (x) 
dx f{x) 


x — a. 


Die Function U kann hier eine beliebige ganze rationale Function von x sein, 
und aufserdem noch für die verschieduen Werlhe von i Aggregate von Brüchen 


T • *7^ 




* 


% 

* r 


• i 
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von der Form 
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(x— «,•)* 1 (x —»«/)* 1 ■*" 1 




*1^ 


(x — «;)"* 


enthalten. Dieses ist die allgemeinste Annahme, unter welcher die Functio- 
nen /i(:r) und fi(x) ganze Functionen bleiben und ihre Summe wird. 

Die Function jUdx wird daher immer eine rationelle, ganze oder gebrochne 
Function von x, deren Nenner nur die Facloren x — «, hat, und jeden in 
einer niedrigem Potenz, als in der ihn f(x) enthält. Es werden demnach in 
dem aulgestellten Theorem die allgemeinsten Formen, welche und y(x) 
annehmen hönnen, 

(p{x) — e p (x — «i>®‘ (x — et*/» (x — a,)' 8 ' 
xf>(x) = e~ p (x — ß !) 5 ' 1 {x — a 5 )* (x — arf' 
wo /?i -J- Yi , /9, -f y> etc. ganze positive Zahlen sind, die Null ausgeschlossen, 
und P eine rationale, ganze oder gebrochene Function, deren Nenner nur die 
Potenzen von # — ■o 1 , x — ct? etc. als Facloren entladt, und zwar jedes x-—a\ 
höchstens in die (ßj-j-y; — 1)* Potenz erhoben. 

Hieraus ergiebl sich das folgende Theorem. 

r Theorem I. , fc*.' ***' 

* »Es sei < 0 . 1 , jUpü ilalult n' DUMHOfuMf 

(f (x) — e v (x — ß ,/ 1 (x — (x — 

e~ l \x — a,) y ‘ (x — ujY’ (x — ßj)y‘ 


• • 9 

• • ^ 


V'W 


. . . , 

• . . , 




wo A-f/| etc- ganze positive Zahlen sind, die Null ausgeschlos- 
sen, und . 


P = 






so wird 


k- 


(x — • l y» , +Ä-?(x — , .. . ’ 

wo Q eine beliebige ganze rationale Function von x ist; es seien ferner • 

«5° und dp die Coöfficienten von x* in den gauzen rationalen Functionen 

dw(x) , , , dw (x) 

1 J 9 ><*) ,Jr~ ’ 

(x-u) ff (j ■) J (O — X) - Jr- 

=± ,, («+»+!) _ m ~H ,.<«.+.+> A / . /Wr 

vw-j-w-f-2 ' * )J ifß(a) J <p(x) 

wo die Integrationen in Bezug auf a und x von solchen Atifongsgränzen 

an zu nehmen sind, für welche <p(a) und y (x) verschwinden.” t*#* 


• * > 


* 

■K 
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Dio von Abel (S. 56 oben) hinzugefügte Beschränkung, dafs die Expo- 
nenten ß x> Yi e,c - positiv und kleiner als 1 sein müssen, ist nicht für alle wesent- 
lich nolhwendig. Wäre dies der Fall, so könnte, wie aus dem Vorigen erhellt, 
niemals P eine gebrochne Function sein, wie doch Abel annimmt. Soll in dem 
vorstehenden Theorem y(x) dieselbe Function wie y(x) sein, so wird es 
die Quadratwurzel einer ganzen rationalen Function, <p(x) = y(x)s= yf(x). 
In diesem Falle mufs immer P verschwinden. Setzt man für denselben Fall 
dfß s= A ;+t , wo b t der Coefficicnl von x i in f(x ) ist, so wird 

C\ n = 

also C m , m = 0. ‘ ' - 

• . • .* *) 

• . 

• Ich komme jetzt zu der grofsen Ausdehnung, welche Abel dom schon 
so allgemeinen Theorem, welches im Vorigen bewiesen worden, gegeben hat 
{s. AbhVX. des 2'*" Theiles seiner Werke S. 58 — 65). Zu dem näheren Vcr- 
standnifs dieser Ausdehnung ist es nölhig, einige Sätze über lineäre Differenlial- 
gleichungen voranzuschicken. . * • 4> | • 

r Hat man einen Ausdruck ^ ■ v * 

Ayj-A,y' + A. iy "....+A,/-\ 

wo und A, etc. Functionen von x siud, so entspricht ihm im- 

mer ein andrer 

B z + + *".... + ß„s ( " 5 •. . 

in der Art, dafs für unbestimmte Functionen y und z der Ausdruck 

SjJy-M.y'-f M " ••••"■ A „ /•>} -{- r [Bz + /?, =' -f ß, «<*>} 

ein vollständiges Differentiale wird. Diese Bedingung erfordert die Gleichung 


d. A , y 


d'-A*y 

rfx 1 


d n .A n 


+ ^ t-s SF. — — ,/x- 

mittelst welcher der zweite Ausdruck aus dem gegebnen bestimmt wird, und 
durch dieselbe Bedingung wird auch auf ganz ähnliche Art der gegebne Aus- 
druck aus dem zweiten mittelst der Gleichnng 

Ay+A,y>+A,y”.... + A.y*> - 

bestimmt. Ich werde mit [y], und [y] 2 die Ausdrücke 


dar 


Lr], = Ay+A,/+A t y.. . . ~—By 

fy],=,ß y +B,y-j fl,/'. . . . + B.J-W 


il.lt, r d 1 . f},r , (l\ Il^y 


dx rfx 1 ~ dx n 

A.. 1 d.A,y d l .A t y d\A n jy 

. d v ,/,l •••— ,/,« 


4 


f. 


dx * 


• € 


* * » 


# 

f 




l 

ftv 

I 

I \* 

Bk 

Ej 




f'l* 


r 'K ; 

4 • 

m 

% 
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*CJ?) 


****"• m 


7 • 


bezeichnen, und das Integra! 

fr t r / O [y]. + y Mil <** = fr, 4 • ; ** »t . ä 

setzen. Wenn man in den Functionen ^4, A, etc., B, B x etc. für die un- 
abhängige Variable x eine andre einführt und nach dieser differenliirt, so werde 
ich dieselbe den Klammern oben rechts beifügen. v «. 

Wenn s eine Lösung der Gleichung tfh 

|i v i r*>- [2], = O, \ ■* . -i. v w b&H «fiter* 

y eine beliebige Function ist, so folgt aus der vorstehenden Formel, 

/*k]i dx^[y, *], 

/. 




t 


: * 


#./• • 

v I 

.** •* 


und eben so, wenn y eine Lösung der Gleichung 

bl o, 

c aber eine beliebige Function ist, 

/y t4 <*■* = C>» 4 

Wenn y und c gleichzeitig Lösungen der Gleichungen < 

m-=°. m—° 

sind, so wird [y, z j einer Constante gleich. 

Es seien A, A x etc. ganze rationale Functionen von x, so werden auch 
B, B t etc. ganze rationale Functionen von x sein. Nennt man 91, 21, etc. die 
Functionen von a, welche aus A, A x erhallen werden, wenn rann « für x 
subslituirt, und setzt 

vi — 2l __ p A,- a, 


n An — 31b fj 

x—a ' x — a ’ x—a 

so werden P, P t etc. ganze rationale Functionen der beiden Gröfsen x und «. 

, . 'v» ' . * * r . • 

Subslituirt man in ,K^ 

LyJi — A Y 1 dx rf x * dx* * 




für v den Bruch 


• — - — , und setzt slalt der Differentiationen von — — — nach a* 


die nach a, abwechselnd mit entgegengesetztem Zeichen genommen, so erhält man 
Lx — «J? Lr — «-L dx dx * d.i” 

t±*\ aM-VA+Ä 


m ***** 

& wir// rf«Aer 

eine ganze rationule Function von x und u. Ich will diese ganze rationale 
Function von x und « mit V bezeichnen. Setzt man 

</'». aSl 


Mm 

‘ T 


¥ • 


c * . 

• * ’ 


«8? 


da * ’ 




e#V.« 


». > 


* % 


** • 
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so wird 


= g±j «,-B +/ 72 ,»k±%, „, + »■ + (-gy. . , 

x—a 1 (jr — a) % 1 (a: — a) 3 ' ( x — a) n+I 

Ist 

V = 2C m>p <S*x>, 

wo tu und p nur ganze positive Werthe annehmen, so ergiebt sich C mil , aus 
(1.) auf doppelte Art, nämlich als Coefiicient von x v in dem Ausdrucke 

... • = 

' . • t 

oder als Coefiicient von a m in dem Ausdrucke 

• * * • , 

- = l**-'# *)• : 

Die Identität dieser beiden fär C„ tP gefundnen Darstellungen folgt auch un- 
mittelbar aus der Betrachtung, dafs in x~ m ~ l [x~ p ~ l ]i -j- ar -p_I , als dem 
Differential des Ausdrucks welcher aus blofsen Potenzen von x 

besteht, der Term nicht Vorkommen kann. 

v / * 

Ich multiplicire die Gleichung (1.) mit 

da <lx 
«)'/>(•*•) ’ 


*) Setzt man 


• • (/>-fl)(p + 2 ) — (/> + *') * i .... /> _ ii» 

(*+l)4*+2)....(*+i) (v+l)(v + 2).... 

wo r = »»-}-/; -j-1 , so führt die Vergleichung der beiden obigen Bestimmungen von C m ,p 
auf die Gleichung 

= o, 

dx 1 dx 1 ~ dx" 

welche man mittelst der bekannten Formel 
, , »>+1 , (ro-}-l)(«i-f2) . (m-fi)(w-f2)(m-f3) (m-f l)(m+2)....(m+A} 

1 '*+l T * (v+lM^+JJ) *(v+1)(v+2K»-+3)*'" :L (v+1)(v+2)....(v-|-A) 

(* + 1)(*'+2)....(v+A) ’• 

wo A,- = j — — veriQcirt. Es wird daher der Ausdruck 

1 . 2 .... i 

. . .+M n y'”'- 

ein vollständiges Differential. 
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1 A 1 

wo — — und — — 


respeclive Lösungen der Gleichungen 

r_L_r= o rJLT tt, = 0 

Lr, (jr) — U ’ U(a)J 2 ~ U 


-•p (•*’) J i Lrp(a)J 

sein sollen, und integrire nach a und x. Man erhält aber zufolge der obigen 
Formeln 




T 1 ■■ 

lW dx 

r 1 

1 1 ( 


J 2 cp{x) 

L <p(x) 1 x — J 

T 1 

1<°> da 

r 1 

1 1 ( 

La — x- 

J, y{a) 

La — x' ifj(a) J 


(*) 


(«) 


Üimi af ; u 
lim t 


W 


und daher 


m 


r t ii 

| ( *> da r 1 

[• 1 11 

|«°> dx 

Lif(. r)’ x — aJ 

if/(a) ,/ i 

La— u- 1 t/>(a)J 

•fix) 


r U da dx 


JJ $/(a)<p(x) 

In der Formel (2.) sind die beiden Ausdrücke [y, z] so beschaffen, 
dafs y eine Lösung der Gleichung ly], = 0 oder z eine Lösung der Gleichung 
[s'J ? = 0 ist. Für diese Fälle kann man Folgendes bemerken. 

Es seien y , , y 2 , .... y„ die n Lösungen der Gleichung [y]i = 0, 
und z, , s:,, .... z„ die n Lösungen der Gleichung [z],= 0, so sind die nn Aus- 
drücke Constanten gleich. Da man für z,, z,, . . . . z„ beliebige 

lineare Functionen derselben, deren Coefficienten constnnt sind, einführen kann, 

I 

so kann man sich diese constanten Coefficienten so bestimmt denken, dafs die 
Ausdrücke 

[>'H* -1= 1 » 

dagegen wenn i und k verschieden sind, die Ausdrücke 

[yn*i] = 0 

sind. Mittelst dieser Bedingungen sind für gegebne Lösungen y t , y 2 , . . . . y„ die 

Lösungen z,, z>, . ... z„, und umgekehrt für gegebne Lösungen sr, , z 3 , z„ 

die Lösungen y, , y 2 , .... y„ vollkommen bestimmt. Hat man nämlich für eine 
beliebige Function z die n Gleichungen 

L) 1 1 c J = r i •> I/j i "] == r n .... [y„ , s] = r* n , 

welches » lineare Gleichungen zwischen z, z', .... z ( " -,) sind, so folgt 
s = Zj r, -jg z 2 r 2 ....+ z„ r. , 

*' = «Ir, -f «;r 2 -f z' n r„ , 

z = z, r, -f z 2 r 2 -|- z„ r„ , 



z ( - 1 >= zi-V.-f zr°r 2 .... -f z^V,, , 

indem man sogleich sieht, dafs durch die Substitution dieser Werthe den 


4 
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n Gleichungen Genüge geschieht. Eben so erhält man für eine beliebige Func- 
tion y aus den n Gleichungen 

ry>~t]=*i> ly>*aj = *2i • 

die Werthe 

y = yi*i -f r»** — -f y>. ? 

>•' = y>, -f y>, -f >«*<0 


• b'l «-] = *« 


ido 


// M I *• . 

y = yi«*. i- y a ^ .... 


4. 


y n ^ n - 


. . . +y<;-'\. 

Setzt man in r, = [y i ,2] für z die Function von x, welche durch 
das Integral 


-/e= 


du 


(j-—a)V(a) 


‘fn-. 


gegeben ist, und 


1 


V 


ff(x) 
t da 


= y, . so folgt aus (2.) 


< 




Oft *|>w 

Cd« dx 
y(a) ’ 


und daher 

« (jf i } ,5 X ^ ) 


wenn man 


z[ ,} i 


r, =/[r„ -ytrb. 

r.+«(N • • • • -M*V. rn [rn 555T+ Fl °- 
z « = ^ + 

F '-' - 

setzt. Man erhält daher durch dio im Vorhergehenden zur Auflösung der 
Gleichungen 

[yi,2] = r., [y 2 , *] = r. , .... Ly n ,2] = r„ 

gegebnen Formeln für die Functionen z, z\ ... . die Werthe 

* ii> = - [^r+^ 

i 


Man setze in dieser Gleichung für 


T//(a) 


nach und nach £, ,'Ci? .... 5,, wo 


£» dieselbe Function von « sei, die 2* von .r ist. Man bezeichne ferner die 
der Lösung — f— = £* entsprechenden Werthe von F (,) mit so hat man 
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Seiet man hierin für k die Werthe 1, 2, .... n, so erhält man n lineare 
Gleichungen zwischen den Gröfsen '• . . - 

r, dZ, d'Z d"~'Z 

da ’ da' » * *'* ‘ </«"-*’ •’ (L . 

und nach den obigen Auflösungsformeln, wenn p i dieselbe Function von « be- 
deutet, welche y ; von x ist, 

f /« 1 ' ' < 1 J (.r — a) ,+l i (x— «) ,+1 1 V (j- — o)* ' 1 » 

- {*!*> vp -}- t^> Fj (0 .... Fi’»}. 


i \ k nk !?•(') r_y±jLE— 4_ «*('■> i *(6 /* j 

1 ^ < ‘./(« — a , ) i +‘ 1 J (a — jr)* +i ” ' ‘ J (a — jr)*+U 1 


Es ist aber 
d k z<-* 

du 

ferner 

®l»F^+rf>rf».... + ®i l) F® = ZopV? = ZZvpz'i'fft s y h Udadx > 

wo für die beiden Indices und A die Werthe 1, 2, n zu setzen sind. 

Man erhält daher folgendes Theorem. 

Theorem. 

„Es seien A, A n A„ und li, //,, .... li„ ganze rationale Functio- 

nen von x, welche in solcher Beziehung zu einander stehen, dafs, wenn 
man durch die obern Accente die Dilferentiahiuolienlen bezeichnet, für 
zwei beliebige Functionen y und z der Ausdruck 
s { Ay -f A , y'+A-} y" ....-} - 4 » y 00 } -f y { Bz -\-D l B 2 z " . . . . -f B„ z (,,) } 

ein vollständiges Differential wird; es seien 

* Xi v' y* ? • ■ • • y*n 

die n von einander unabhängigen Lösungen der Gleichung 

+ = o, 

und t T 1 ' 

.... z n 

die von ihnen abhängigen Lösungen der Gleichung 

ßz-i:ß l z' + /J 2 z"....-j £„«<">• = 0, 
welche man, was immer möglich ist, so bestimmt, dafs das für unbestimmte 
Functionen y und z und ohne Hinzufügung einer w illkfirlichen Constante dar- 
geslellte Integral des Ausdrucks s /....} -j-y [Iiz-\-B l z ' ... .} ver- 

schwindet, wenn man y=y, und z=z K , odcr = l wird, wenn many=y i , 
z = Zi setzt; es sei ferner C m>p der Coefficient von in dem Ausdrucke 
— x- m - l {Ay-\‘A,y' -f J,y ( *4, 


iw 


tir 
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wenn y — oder, was dasselbe Ist, in dem Ansdrncke - 




wenn y = x~ m ~ l gesetzt wird ; es seien endlich 


f » 


'n i 


v , 


n 7 


.... £, 


die Functionen von n, in welche sich 

^"i » » .... , Äj , .... s« 

verwandeln, wenn man a für x subslituirt : so wird 


r • • ■ • + •P/cr£$ftf 

- m -■ + 

= ZC n>p vyz$fct m l; s da.fjry h dx, 

wo in der mit JS’ bezeichnten vierfachen Summe g und h die Werlhe 
1,2,....« erhallen, m und /; alle Werlhe, für welche sich in einer oder 
in mehreren von den Functionen x~'~‘A, ein Term x 7,+p findet, und die 

Accente i und k, welche die Ordnung der Differentialen anzeigcn, beliebig 

• , % 

angenoinmne Zahlen aus der Reihe der Zahlen 0, 1, 2, «—1 sind.” 

Die im vorstehenden Theorem gegebne Formel umfafsl nn Gleichun- 
gen, welche man aus der Combination aller Werlhe von i mit allen Werthen 

y, i 

von k erhält. Man kann mittelst derselben die nn Gröfsen / , lineär 

J {x — a)* +l 

durch die nn Gröfsen /sr «»sdrücken und umgekehrt. Für n=1 er- 

hält man den §. 1. entwickelten Satz. 

Wenn die Differentialgleichung Ay-\-A t y' = 0 die be- 

sondre Form 


K r + ^j— + d ' K ' r " 




Jtl 


-{- etc. = 0 


dx 1 1 ' dx a 

« 

hat , welche ich in meinen Untersuchungen über die Kriterien des Maximum 
und Minimum bei den isoperimetrischen Problemen betrachtet habe, wird 
die Differentialgleichung tiy-\-B l y’ — -{- ß„y<" ) = 0 mit ihr identisch, oder 
es wird 

B = -A, i B =-A 2 , .... B n = - A n . 

Man kann diese lineären Differentialgleichungen als solche bezeichnen , bei denen 
jode Lösung zugleich ein Factor, welcher sic integrabel macht, und jeder solcher 
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Faclor eine ihrer Lösungen ist. Sie nehmen für eine gernde Ordnung immer 
die obige Form an; für eine ungerade Ordnung kann man dieselben passend 
so darstellen : 


I ^ TT. 1 T etc- 


0. 


dx 1 dx 1 dx % 

Bei der Integration dieser Differentialgleichungen bietet sich der merkwürdige 
Umstand dar, dafs durch eine bekannt gewordne Lösung sich ihre Ordnung 
nm zwei Einheiten verringern läfst, und die übrigen Lösungen sich je nach 
der weitern Verringerung der Ordnung der Differentialgleichung, die sich durch 
sie erreichen läfst,, unterscheiden. Man kann ihre Lösungen y,, y 3 , .... y„ 
immer so bestimmen, dafs die aus denselben auf die oben angegebne Weise 
abgeleiteten Lösungen z,, .... z n mit ihnen Übereinkommen, so dafs 


~i — )‘i s *2 — y 


i » 


s* = y, 


Um das aufgeslellle allgemeine Theorem in ein vollständiges Licht zu 
setzen, und insbesondere die Anfangsgränzen der Integrale zu bestimmen und 
die nothwendigen Beschränkungen des Theorems anzugeben, ist es nöthig, den 
Character der Lösungen der lineüren Differentialgleichungen, deren Coefficienten 
ganze rationale Functionen der Variable sind, näher zu ergründen, wofür, 
wenn man die zweite Ordnung überschreitet, noch wenig von den Mathemati- 
kern geschehen ist. , ; 

13. Mai 1846. 
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17 . 

Über einige der Binomiaireihe analoge Reihen. 


Wenn man der Binomiaireihe ähnliche Reihen bildet, indem man statt des 
p Xr " Binomialcoefficienlen den analogen Ausdruck 

(1 — w)(i — ,re)(l — — x p ~ 1 v) 

~ (1 — j:)(1 - x *) ( 1— x*) .... (1 — x >’ ) 

setzt, so erhält der Quotient zweier solcher, verschiednen Werthen von v ent- 
sprechenden, Reihen wiederum dieselbe Form. Man hat nämlich, wenn u = wo~\ 

l-f- e,s-f y, a*-f- etc. 1 1 ' ' 

. . v — w . (o — w)(o— xw) ^ . (n— tc)(e— xw)(v — jMd) ^ , 

: l — x ~ ' (1 — x) (1 — x *) ~ ' (t — x)(i — x*)(1 — jt 1 ) . ' 

Bedeutet * eine unendlich grofse Gröfse und setzt man 

1 m «4-" • * 

x — e v = e\ w — e ' , 
so verwandelt sich diese Formel in 

= (i _ 9 y 

(i -*r ( 

wenn man statt der Potenzen von 1 — z ihre Entwicklungen setzt. Aus (1.) 
folgt, dafs der reciproke Werth der Reihe ■ ■ 

* ■ v ~ i b'-to)(i)-x«) ^ , fr— xic)(u — J-Mt) ^ t -,,, 

"** 1 — x 1 (1 — — x*) ' (1 — x)(i — x*)(t — x*) .. 

durch blofse Vertauschung von v und tc erhallen wird. Bezeichnet man 
diese Reihe mit 

# 

r 1 4 ! v ~ w I (*> — to)(t> — XW?) 2 I (v — to)(v — xw)(v — X*tc)i , , 

so wird die Fundamentaleigenschaft der Function [ w , r | durch die Gleichung 


2. [w, p] = 


I«pJ1 
l», 1] 


gegeben. Setzt man iv, iw, t~ l z für p, w, z, so ändert sich [»,»] nicht 
Nimmt man » unendlich, so verwandeln sich v p und w p in 
(_ fyPxUpp-p) v p ( — i)PxKpn-p) w i> 

* x*)....(i — xP) ’ <i— o*) (1 — jr*) ... . (1 — ’ 
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und es wird daber zufolge (1.) gleich dem Bruche ■ 


iv z 


+ 


xio*3* 


j r*io a z a 


X * tv*z 4 


1— x T (1 — x)(l — x*) (1 — ■*•) (1 — j.-« ) ( 1 — x*) ' (1 — .r) — (i — x 4 ) 


etc. 


1 - 


+ 


XV 1 3’ 


X 3 U* Z* 


X " V Z * 


4 — jr ' (1 — x)(l — x*) (1 — x)(l~x*)(l— x*) T (l— x)...,(i-rx«) 

Der Zähler und Nenner desselben wird aus der Formel Eulern, 

(1-f ar«)(l-f x l z){\-\-x i z){\-\-x*z) 


ctc. 


= 14- 


xz 


JC 2» i »*' 

1 — x 1 (1 — x)(l — x 2 ) * (1— x)(l-— x*)(4— x*) 
erhalten, wenn man x~'vz und x~ l wz für z setzt. Hieraus folgt 


x » z » 


etc. 


8. r] = t + f"— + etc . 

1 * 1 1 i—X * (1 — x)(l — X 1 ) 1 <1— -X)(t— X 2 )(l —X®) . 1 

. (1— ius)(1 — xtua)(l — x a »pa)(l — x® 103 ) .... 

(1 — — XU 3 ) (1 — X* vz) (1 — X* VZ) .... 

Um die Formel (3.) zu beweisen, setze ich 

. ■. . (1 — ius)(l — xu>t)(l — x 1 tua)(l — x® wz) .... 

(1 — U3)(l— XVZ) (1 — X* VZ )(\ — X* VZ) .... 

= 1 4" z 4' ^ z * "f T z * T elc M • 

wo die Coefficienten A t , A 2 etc. die Gröfse z nicht enthalten sollen. Aus der 
Relation 

V(») — <f\xz) = z{o(p{z) — w<p{xz)}. 
welche unmittelbar aus der von (f(z) gegebnen Definition folgt, erhält man 
die Werthe von A n A 2 etc. mittelst der Gleichungon : 

(1 —x)Ai=v—w, (1 —a?')A 2 =s:(v—xw)A l ,(i—x ? )A i = (v—x 2 H>)A 2 , etc: 
Durch Substitution dieser Werthe in die für <p(z) angenommne Reihe ergiebt 
sich die Formel (3.), aus welcher sogleich auch die Formel (1.) folgt. 

Wenn man die Formel (1.) mit 1 4- *?i « 4" c » * 2 "f c 3 ^ "f elc * multiplicirt, 
und hierauf noch den Potenzen von z entwickelt, so giebt die Vergleichung 
der auf beiden Seiten in z p multiplicirten Terme, die Formel 

a (1 — »u)(l — x tc)(i — x 2 tu) — xP~‘ ic ) ■ v . _ 

“(1— x)(l— x*j(l — X») ...:(1—XP) 

_ (1 — c) M — x t’)(l — x* v) . . .-. (4 — .rr -1 u> , v — tu (i — r)(1 — tu ) — (t — xp~ 2 c) « * 

1 t— X (1— x)(t- 


(1 — X)(t— X*)(l — X») ....(i—X'’) 


■x 2 ) ....(1— xP- 1 ) 


, (v — I c)(v—xw) (1— u)(l— xu)....(t — xP~ ) v) | (u— h?)(u — xw)....(v — x' ,_1 ju) 

T (4— x) (1— x*) * li— xXl— ‘"' T (l— xRl — x 2 )..,.(4 -Xi’) \ 

welche dem sogenannteu binomischen Lehrsatz für FacuÜdlen entspricht. 31au 
findet diese Formel in der Analysis von Schweins (Ueidelb. 1820 pg. 292. 3), 
nur dafs dort für v und w beliebige ganze Potenzen von x gesetzt sind. Es 


1 


f ■* 


• . \ 
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folgt aus derselben durch Division mil dem ersten Terme des rechts vom Gleich- 
heitszeichen befindlichen Ausdrucks ' * . 


o. 


(1 — toi(l — xtp)(t ~x*u>) — (t — x n *»(■') 


K fr* » . 


V 




»— tr 

x i 


«* « 


(\ — u)(i—xv)(\ — x*v) .... (1 -xP“ 1 e) 

1 — .rP (r — — x»e): (1 -j-.rP) (1 . , 

— X*~ l v T (1— x)(l — x») '(1— j-P-'eKI-.rP-»»?) '• V» 

IlMUbliMiiMm o «v «• .'•*?» 




' (»’ — « >)(e — x to).... (e— - xp-'ip) 
f' ~ (1 — x/’- l p)(1 — xP -, v)....(l — w) 


1 


Setzt man x p l e=='r, x**- l w — u, und dann — für x, so verwandelt sich 

» x 

die vorstehende Gleichung in 

(1 — h>( 1 — jrii)(i — x» »«)..!.: (1 —xi~'h) 

”* (1 — r) ( 1 - x r) (1 - x * r) . , . . ( 1 - Jr p ~'r) 

u — r 1 — xP - (m — r)(M — xr) (1 — .r p )(t — xP- 1 ) ^ 


= 1 


1-.« i-r r (l_x)(l— X 1 ) (1 — r ) (1 -r- x »*) 

( m — r) (« — x r) .... (t< — Jr f~ 1 »•) (1 — xP)(l — (1 — x) 


* W • 

‘IM? • 




, •• •• - (t- r )(i-jT)....(t-x''- 1 r)‘(i-rj(i-xr) .... (i— X**- J r)! 

Setzt man hierin u = x m r, so erhält man 

_ (1 — .r m r) (1 — x mfl r )'. . . . (1 — . i" , -p- > > ) _ (< — jP>-)(1 — xP+‘r). ...(! — .rP+’"- 1 r) 

(1 — r) (I —xr)... .7« — x/'-'r) (1— r)(l — xr) .... (1— x"—'r) 

, (t — x w )(l— xP) _ , (1 x*")(l x w *~*)(i — xp)G -xP~» > , , M 

, i, v . . , 1 (I— x)(i — r) Z (1 — X){1- x*)(l-r)(i — xr) 

wo die einzelnen Terme die Factoren x^r u haben, in welchen die Exponenten 
a und ß die natürlichen und die pronischen (doppelten dreieckigen) Zahlen sind. 
Wenn man ferner in (6.) r für u und x m r für r setzt, so erhält man 

(1 — r)(l — xr) — (1 — xp~‘r) __ (1 - r)(t — xr)....(l — x m - l r) 

' ‘ (T^ x 5 * r) (1 — x’" + * r) . . . . (i — jr n, +r~ l r) (1 — .rPr)(t — xP +, r)....(l — xp+— * r) 

— 1 _ (l-.r")(l-xP) , (1— x w )(l — x" +l )(l— xQ(l — xp- 1 ) , 

(I — x)(l — ,r"r) ' (1>— x)(l— x*)(l— x m r){t— x^'r.) T ’ 

wo die Exponenten a und ß in den Factoren r u x ^ die natürlichen und die 
dreieckigen Zahlen sind. Diese Gleichung wird auch aus der vorigen erhallen, 
wenn man — m für m und dann x m r setzt. 

Setzt man in (3.) 2=^1, o = r, w—x w r oder 2 — 1, v=.x m r, 
w==r, so erhält man für die Ausdrücke (7.} und (8.) andre Entwicklungen: 
(t — x« r) (1 — j-~ +1 r ) .... (1 - r) ( 1 — xP r) (1 — xp+> r) . . . . (1 — xr+ M - 1 r) 

' • «JjSf-i r )(l - x r) .... (f - x^~ l r) (1— r)(i— xr)....G— x"~'rr 

. 4 (1 — x m )(l— xP) . (1 — x m )(1 - x" +l )(« -xp)(<-xP-») , , 

1 1 (1 — x)(l — xP~ l r) 1 (1 — x)(l— x*)(l — xP“*r)(l — xP~*r) T ’ 
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10. 


(1 — r)(l -xr) ....(1 — .rP- , r) 


(1 — jr-r)(l — x- w ‘ *»•).. 
^ _ (1 — Jr m ) (i—.r P) 


, (1 — x m +e -1 r) 

, (1— j"- 1 ))! 


(1 — r)(l — xr)....(i — jr m ~ l r) 
(1— x?r)(i — x'' +, r)....(l — xP+ m - l r) 

UP)(i—JCP-i) 


(i — x) (1 — x n +P~ l r) ’ ~ (1 — x) ( 1 — .r 1 ) (1 — j m +/*- 1 r) (1 — x m -t p - 3 r) ^ elC * 
In der lelzlen Formel sind wieder in den Factoren r" x ? die Exponenten « und (i 
die natürlichen und die dreieckigen Zahlen. In den Reihen (8.) und (9.) mufs 
man m und /;, wenn sie beide ganze positive Zahlen sind, mit einander ver- 
tauschen können, wie aus der in diesem Falle geltenden doppelten Darstellung der 
ihnen gleichen Producte erhellt. Wenn aber diese Producte für andre Werthe 
von m und p eine Bedeutung zu haben aufhören, so bleibt doch die Gleichheit 
der durch Vertauschung von m und p erhabnen Reihen für jeden Werth von 
i/i und p gültig. Denn wenn man die Reihen, welche für ganze positive Werthe 
von m und p einander gleich sind, nach den aufsteigenden Potenzen von r 
entwickelt, und die in dieselben Potenzen von r mulliplicirten Terme vergleicht, 
so erhält man zwischen den Gröfsen x m und x die man als zwei Unbekannte 
ansehen kann, Gleichungen von einer endlichen Ordnung, die für unendlich viele 
Werthe der Unbekannten erfüllt werden, nämlich immer, wenn man für die- 
selben beliebige ganze positive Potenzen von x setzt. Es mufs also jede dieser 
Gleichungen identisch sein, in welchem Falle aber auch die Gleichungen zwi- 
schen den Reihen gelten, wenn man für x m und x p beliebige Gröfsen setzt. 
Man erhält auf diese Weise, wenn man für x m und x p die Gröfsen s und t 
subslituirt, die beiden Gleichungen: 

(1 — «i(l — Or , (1 — *)(i_ *•*)(! — 0(1— 


11'. 1 


+ 


r (i — x)(l — x~ l tr) 1 0— jr-OrjO— x-*tr) 

i i (1— <)(!—/)*• , .r Q(1 -*)(!— g- 1 »)*-» 

1 (1 — x)(l — x~ l sr) 1 (1 — 


etc. 


f etc.. 


12 . 1 - 


(1—0(1 -t)r , (1— i)(1-ji)( 1~ IXl-r'Q.xr» 
(1 — ~x Jfji — sr) 1 (1 — x)(l — — xsr) 

_ 1 _ H — s)<i — t)r , (1-QQ— xQ(l--0(l— jt-«Q..rr» 


— etc. 


— • )• i u — r;\i — uijyi — jhi — jl &).JCr . 

(1— x)(l — (»•) 1 (1 — .r)(i — — fr). C C ‘ ’ 

in deren letztrer der Term den Factor x w ~ l) hat. Weil bei dem Be- 

weise dieser beiden Gleichungen eine Entwicklung nach den aufsleigenden Po- 
tenzen von r vorausgesetzt worden ist, so mufs man in der ersten derselben 
& > 1 , in der zweiten annehmen. Auch sieht man, wie die eine in 

die andre übergeht, wenn man xr für r und dann für x setzt. 

Will man das Product 

(1 — r)(l — ir)(l — x 2 r) (1 — a? m_, r), t- 


I 


• « 
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in welchem er kleiner als 1 angenommen werden soll, interpoliren, d. h. will 
man einen Ausdruck haben, weicher die Fundamental -Eigenschaft dieses Pro- 
ductes besitzt und sich für ein ganzes positives in auf dieses Product selbst 
reducirt, so dient hiezu der in’s Unendliche fortlaufende Ausdruck 

.q i—r 1 -Tr t-j»r 1 — .r* r 

1 — x m r t — jr”+*r 1 — x m+ *r i — x m+s t ' 

== (1 — r)(l — a?r)(l — x 2 r) (1 — x m-, r). 

Denn wenn man denselben bis zum Wien Factor forlsetzt, wodurch man das Product 
(1 — r)(l — j~r)(l — x*r ) .... (1 — ■r"~ 1 r) 

(1 — r"r;(t- x m+l r ). . . . (i — x m+nl r) 

erhält, so wird für ein ganzes positives in das Verbällnifs dieses zu dem vor- 
geleglen Product, 

(1 — r)(1— jr) 1 — jr 1 r) .... (1— ■r"~ l r) 1 

ll — r){ 1 — ar][ 1 — x 1 r) . . . w ( t — x m + n ~ l r) (1 — x" r)(1 — j j,+i r) .... (1 — < r" +m -' r)’ 

eine Gröfse, die sich mit wachsendem n und zwar sehr schnell der Einheit 
nähert. Die Fundamental -Eigenschaft des vorgelegten Producles, das ich mit 
F{r ) bezeichnen will, ist durch die Gleichung 

(1 — r)F(jrr) 

(1 — jr m r) Ftr) 


1 


ausgedrückt. Subslituirt man für F(r) das unendliche Product, so wird der 
Ausdruck links vom Gleichheitszeichen 

1— jrr (i—x* r)il—x m+l r) (1 — x*r)( 1 — x m+i r) 

(,1 — — x m+1 r) (i - 


i — a* m+1 r 


■r)(l 


j.in+3 


r ) 


setzt man dieses Product bis zum nten Factor fort, so erhält man 

1 — x n r 


1 , 

welche Gröfse sich für jedes m mit wachsendem » sehr schnell der Einheit nähert. 
Für ganze positive Werthe von in und p kann man den Ausdruck (7.) 

(1 _ j: Pr ) ( 1 — j>* +l r) . . . . ( 1 — .»•p-"— 1 r) (1— — ■r*’" tl r) .... (1 — j; m +e~ l r) 

(*— rM 1 ~ • iT ) • ■ • • • — * m - 1 r ) (1 — r)(l— xr) ....^r-xP-'r) ^ , 

auch durch die Formel 

(1 — r)(1 — jyl(l — x*r) ....(1 — x n +r- l r) 

(i — r)(l— jer) .... (I — x m ~ l rj-(i — r)(i— xr ) .... (i — xr~ l r) 
darstellen. Will man diese Formel interpoliren, so geschieht dies nach dem 
Vorigen durch das unendliche Product 

(1 — x”r)(i — xPr ) (1 — >.r”'+ x r)(l — xP +l r) (1 — .r’"~ f:i r)(1 — j r +z r) 

(1 — r)(1 — (1 — xr)(i — x m +p+ l r) (t — x*r)(i — jr m+ e +a r) 


14. 


(1— jPr)(l— XP+ 1 ) . . . .(1— ■rP+ w - 1 r) 
(t— r)(l — xr) (1 — a^-'r) 


>W 
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Die Formel (7.) (gilt für ein ganzes positives p, aber für ein beliebiges m. 
Die dort gegebene Reihe 'x 1 ** i* 


(1 — x")(i— xP) , (I— 


, + 'U-vm-D r+ 


r*<c 7 -f etc. 


(1 — x)\i — jr s )(l — rj(l — .rr) 
behält aber ihre Bedeutung, wenn man für beide Potenzen x m und x 1 ' be- 
liebige Gröfsen setzt, während das Product eine Bedeutung zu haben aufhört, 
wenn nicht wenigstens eine der Gröfsen m und p eine ganze positive Zahl ist. 
Ersetzt man aber das Product durch seine Interpolationsformel (14.), so bleibt die 
Gleichung (7.) für ein beliebiges m und p bestehen. Setzt man nämlich wieder 

x m = a, 

so ist zufolge des bereits Gefundenen die Formel 


t = 4 i (1— «)(1— 0 | tl — *)(j — *)fl — QU- — Q , 

1 (1 — x)(l — r) ' (i — j*h 1 — r)(l — xr) 




' (1 — ar^t — — a , *)(t — rj(i — xr)(l — .r 




r 3 etc. 


(1— *r)(l — fr) (t — jr*r)(l — x Ir) (1 — j-’frKl — x 1 1 r) 

(1— r)(l — jrr)(l — xstr)‘ (1 — jr*r)(i — x'str) 


y 

% 


immer gültig, wenn wenigstens die eine der beiden Gröfsen s oder l eine 
ganze positive Potenz von x isL Es sei der erste Factor des unendlichen 
Productes, in eine Reibe nach den aufsleigenden Potenzen von r entwickelt, 
(t— *r)(i — tr) 




= i-f c,r-j r 2 r , -}-c,r 3 -f etc., 


so wird das unendliche Product die Gränze, welcher sich der Ausdruck 
(1-f c,r -f c,r 7 -{- ^r 3 feie.) 

X (1 -j- Cj a: r -|- Cj Cj ar 1 r 3 -f etc.) 

X (1 -f c i r -f c * r? -f r 3 -f elc -) 


, X (1 ■\-c l x n r fc?x 7 "r 7 -f c J ;r 3 *r 3 -f etc.) 
nähert, wenn man n in’s Unendliche wachsen läfst. Bezeichnet man diese 
Gränze mit 

1 -j- C\ r -f C 2 r 7 f C\ r 3 -f etc. , 

so ist C-, eine endliche ganze rationale Function der Gröfsen c ti c 2 , .... c ( , 
also auch eine endliche ganze rationale Function der Gröfsen a und f. Ist 
die unendliche Reihe links vom Gleichheitszeichen in der Formel (15.), nach 
den aufsteigenden Potenzen von r entwickelt, 

1 -f Ä', r -f K 2 r 7 -}- Äji* 3 -f elc. , 

so wird Ki ebenfalls eine endliche ganze rationale Function der Gröfsen s 


T 


jr 
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und /, und es S ill die Gleichung ' i . 

C t = Kj 

für ein beliebiges s und für unendliche viele Werthe von t, nämlich wenn 
man für t beliebige ganze positive Potenzen von x setzt. Aber dies ist nur 
möglich, wenn die Gleichung C { — Ä, identisch ist, also auch für jeden Werth 
von t gilt, in welchem Falle auch die Gleichung (15.) für jeden Werth von t 
gilt. Es ist hiebei nur erforderlich, dafs die Gröfsen x, r und sfr kleiner 
als 1 sind, weil nur unter dieser Bedingung die nach den aufsteigenden Po- 
tenzen von r angestellten Entwicklungen convergent sind. 

Man erhält ganz auf dieselbe Weise aus der Formel (8.) für den in-*- 
versen Werth des Ausdrucks (7.) die Formel 


16. 1 - 




• (1 — *)<t — xa)(i — t)(x — 1 )r t 

1 <1 — — jt r"j (I — j 


(1 — .r)i t — sr) r (1 — j-)(l — — xsr) 

(1 — x)(1 — x*){1 — — *r)(i — x*r)(l — .»•* sr) 

(1 — r)(t — sfr) (i — xr)i t — xstr) (1 — ,r*r)(f — x* *1r) 


-[ etc. . 


' 1 w (I — «rRl — tr) (t — /«r)i I — xtr) (1 — — .r'* ’ 
in welcher nur vorausgesetzt wird, dafs x, sr und tr kleiner als 1 sind. Da 
das unendliche Product in Bezug auf £ und t symmetrisch ist, und auch die 
Gränzbcdingungen für s und t dieselben sind, so mufs es auch in der Reihe 
links vom Gleichheitszeichen verstauet sein, s und f zu vertauschen, wodurch 
man die oben besonders bewiesene Formel (12.) erhält. 

In dem hesondern Fall, wenn sich alle vier Gröfsen x, r, s, f gleich- 
zeitig ihrer gemeinschaftlichen Gränze 1 unendlich nähern, gehen die Reihen 
(15.) und (16.) in die Form 

1 - 1 - TiP ■' e ‘ C ' 

über. Dieser Grünzfall ist schwieriger zu behandeln als der allgemeine, . in 
welchem x um eine beliebige endliche Gröfse kleiner als 1 ist, und es sind 
die Gröfsen a, ß, y noch, wie man weifs, gewissen besondern Bedingungen 
zu unterwerfen, damit die Reihe convergire. 

Die hier gegebne Inlerpolationsformel (13.) ist der ßi//«rscheri Inter-» 

polalionsformel des Producles 1.2.3 n analog, aber sie ist einfacher und, 

wenn man will , elementarer als diese. Die Eulersche Interpolationsformel, und 
zwar in ihrer noch heut gebräuchlichen Form, gehört zu seinen ersteu bekannt 
. gewordnen Arbeiten. In der von Herrn Slaatsralh von Eußs herausgegebnen Cor- 
respondenz findet sich nämlich in dem ersten Briefe Eulers an Goldbach vom 
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13. October 1729 das Product 1.2.3 m bereits durch das unendliche Product 

1 ,2 m 2 , ~ m .3 3 l ~ m .4 4‘- m .5 

1 -j -m 2 -fff» 3 -fff» 4 -fff» 6 C ‘ 

ersetzt. Euler hat in dem 3ten Theil seiner Differentialrechnung im löten 
Capitel „ Von der Differentiation der inexplicaheln Functionen ” §. 382 die 
allgemeine Kegel gegeben, dafs das Product A .B .C . . . . X, wo X der x' r 
Factor, X\ X" etc. die auf X folgenden sind, durch das unendliche Product 

A U C I) 

■ — • ■ • Ml • ' ■ ■ i ■ • • • • 

A' X" X m X 

interpolirt wird, wenn log Jt für ein unendliches x verschwindet; dagegen 
durch das unendliche Product 

A* B x A l ~* G v A l ~ x 
Ä' ' X" ‘ X'" » 

wenn erst die ersten Differenzen der Reihe IogX, log.Y' etc. für ein unendliches 
x verschwinden. Im folgenden Capitel „Von der Interpolation der Heilten'"' 
§.399 giebt er noch für den Fall, wo erst die zweiten Differenzen der Reihe 
\ogX t X’, X" etc. für ein unendliches 37 verschwinden, die Interpolationsformel 
•' * AB-C X 

■_ oi.fx-n y/iCx-tK /f Kr-l)(r-5) frU-x) ßW*-») 

— A U • y ? ’ ' 

Der hier betrachtete Fall gehört zu der einfachsten Classe, weil der Factor 
log(l rx n ) selbst schon für ein unendliches n verschwindet, während der 
Gränzfall, wo r und x sich der Einheit unendlich nähern, zu dom nächst fol- 
genden schwierigem gehört, wo erst die ersten Differenzen der Logarithmen 
der unendlich entfernten Factoren verschwinden. 

Ich erwähne gelegentlich, dafs Euler in dem nächst folgenden Briefe 
vom 8ten Januar 1730 die Darstellung der Interpolalionsformel von 1 .2.3 .... n 
durch das bestimmte Integral fdx( — /a?)", giebt und die Formel, 

fd - 2 • 3 . - . + 1 ) + » )(^f + » ) . . . . (^ + 1)] ■ 

r p_ p _p_-i 

L fdx(x — xx y* fdx(xx — x*ff . . Jdx(x' l ~ l — x^y J 

' 2L 

• m =fdx(—lxff, 

wo die Integrale immer zwischen den Gränzen 0 und 1 zu nehmen sind. 
Er bemerkt, wie für ;i = l, </ — 2 mittelst dieser Formel der Werth von 
/dx(—tx)i durch die Kreisperipherie erhalten wird. 

28. Juni 1846. ^ \*m 
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18 . 

Über eine neue Methode zur Integration der hyper- 
elliptischen Differentialgleichungen und über die ratio- 
nale Form ihrer vollständigen algebraischen 
Integralgleichungen. 


I -, ‘J ; w«V 

ch werde das System Differentialgleichungen 


dXn 


.J*j— -L . dx j . i dx j 
VÄ X TTJXT " * * + VTn 

ä ' 


V/ 

S'Yeih 

v 

1 




**■ 

J 1 UJ | , •* 2 i 

VX t * »MT, ••••■T 


jr* rfr 


V'A, 


, v. 

- = 0 
— v» 


« n%" 


> ' HL 




,v( ,« 


rJ-Vx, , x^dx t , 

/a, I /-r* 


I» V . »-i***» V 


in welchem Af n X 2 , .... JT„ dieselben ganzen Functionen 2n ir “ Grades re- 
spective von den Variabein jt 2 2 • ••• a?* sind, und »> 2 ist, mit dem 
Namen eine# Systems hyperelliptischer Differentialgleichungen bezeichnen. 
Man weifs, dafs sie durch rein algebraische Gleichungen vollständig integrirt 
werden können. Wenn X t und Xj vom 4"‘ n Grade sind, hat Euler gefunden, 
dafs das algebraische Integral der Gleichung 

dx, t dx t A * * ’• ' 

vr;-rvx ;- 0 

\ • • 

eine Gleichung zweiter Ordnung zwischen den beiden Gröfsen 

x t -\-x 7 und x, x 7 

ist. Die algebraischen Integralgleichungen eines Systems hyperelliplischer Dif- 
ferentialgleichungen hat man noch nicht in rationaler Form dargeslclll, dürfte 
auch dazu von den bekannten Formeln aus durch Anwendung der gewöhn- 
lichen Regeln zur Forlschaffung der Wurzelgröfsen nur mit Milbe gelangen, 

« 

insbesondere wenn man eine solche rationale Form der Gleichungen zu er- 
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langen wünscht, welche die Gewifsheit gewährt, dafs sie durch keine Combi- 
nation derselben vereinfacht werden kann. Ich habe daher eine neue Inte- . 
grationsniethode ersonnen, welche direct zu den rationalen algebraischen In- 
tegralgleichungen eines Systems hyperelliptischer Differentialgleichungen und 
zwar in ihrer einfachsten Form führt. Das von Euler gefundne Resultat wird 
hiedurch verallgemeinert. Ich finde nämlich, dafs das System von n — 1 ra- 
tionalen Gleichungen, durch welche das oben nufgeslellte System hyperellipti- 
scher Differentialgleichungen vollständig inlegrirt wird, 

aus einer Gleichung zweiten Grades zwischen der Summe der Gröfsen 

x,, x 7 x n und der Summe ihrer Amben und aus n — 2 andern 

Gleichungen besteht, mittelst welcher durch diese beiden Gröfsen die Summe 
der Ternen, Quaternen etc. und das Product der Variabein litieär aus- 
gedrückt werden. 

Ist X die Function unter dem Wurzelzeichen, wenn man x die Variable nennt, 
so mufs zur Bildung dieser Gleichungen die Function X durch die Form »S? — RT 
dargestellt werden, wo R, S, T ganze Functionen von x vom n' rn Grade 
sind. Die hiebei willkürlich anzunehmenden constanten Gröfcen geben, wie hei 
Euler, die willkürlichen Constanten , mit denen die rationalen Integralgleichungen 
behaftet sind. 


Ich betrachte die Gleichung 

Rf + 2Sy-\-T = 0, 


wo R, S, T ganze Functionen von x vom n**° 
nach x geordnet sei 


2 . 


Yx n — r .*- 1 -f is* 


,n-2 




Grade sind. Dieselbe Gleichung 

=: Ry 7 + 2Sy-\- T = 0, 


w0 Y, Ti, F„ ganze Functionen von y vom 2'*"’ Grade sind. Durch 

Differentiation dieser Gleichung erhält man 

dx , 2 dy n 

ßy+S T N Yx”~ l -(H—i) YX"- 2 . . . . + Yn-l 

Nennt man 


CC | ^ JL 2 ^ • • • • J/f, 

die n Werthc, welche x für ein gegebnes y annimmt, und /?,, S,, T { die 
durch Substitution von x — x f aus R, S, T erhaltnen Ausdrücke, so kann 
man dieser Differentialgleichung die Form 


dxj , 2 dy __ 

V(S-, * — Ri Ti) T T(xi— x t )(Xi— x,) .... (x,— x B ) . 
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geben, wo im Nenner des zweiten Gliedes der verschwindende Factor x t — x t 
auszulassen ist. Ist Pi eine rationnle Function von :r ( -, und dehnt inan die 
Summen auf die n Warthe von i aus, so erhält man hieraus 

- v 

wo die Gröfse 

*-'■> Q — — JT — 

1 (J-/ — X t ) (U'i — J-n) . < . ■■ .> 

mittelst der Gleichung (2.) eine rationale Function von y wird. Ist insbesondre 
P t eine ganze Potenz von deren Exponent kleiner als n— 1 ist, so ver- 
schwindet Q. Man erhält in diesem Fall das oben aufgestellle System hyper- 
elliptischer Differentialgleichungen (1.), wenn man auf irgend eine Weise drei , 
ganze Functionen li, S, T vom n' rn Grade so bestimmt, dafs 

• ;* SS — llT — X . 

wird. > 

*♦ T • * T.” 1 ' ^ V * * 4 4 K 

4i' Setzt man i , t • . 

(:r — a-,)(J — ar 2 ) .... (x— x n ) = x* — «, • • • • 
wo t/| die Summe der Gröfsen x t , Xi, .... a?„, und t/ 2 , etc. die Summe , 
ihrer Amben, Temen u. s. w. bedeutet, so erhält man aus der Gleichung (2.), * 

.. r, _ r 7 11. ’ - 

O. W j ’ ■ ■■. ■ y 1 y J • • • • " * i« f 

Aus den beiden ersten dieser Gleichungen ergiebt sich durch Elimination von y 
eine Gleichung zweiter Ordnung zwischen »/, und t/ 2 . Denn die sechs Gröfsen 
F 1 , F a «, , r a «f 3 , F 5 «, 5 , F’m,!/,, F 2 «.; 
werden ganzen Functionen von y vom 4"‘ n Grade gleich, welche aus 5 Termen 
bestehen, und man kann daher, wenn man diese sechs Gleichungen mit con- 
stauten Facloren er, /? etc. multiplicirl und addirt, eine Gleichung von der Form . 

j- y «j t/i = 0 

erhalten. Man kann ferner, wenn F m eine der Functionen F,, 1 4 , .... F„ , 
ist, I’ als einen lineären homogenen Ausdruck von F,, F 2 , F w darslellen, 

F = I i-f /- m 1 i -}“^m 1 ml ' ' 

wo , x m , ,u m Constanten sind , wodurch man zwischen je drei Gröfsen m, , 
u m eine Gleichung von der Form 

x, n u l .-{-l ¥ Vr-\-n m u m — 1 

erhält. Es findet daher zwischen den Gröfsen w,, «j, .... «„ eine Anzahl von 

49 
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n — 1 Gleichungen Statt, von denen eine von der zweiten Ordnung ist und die 
andern linear sind. Man sieht zu gleicher Zeit, dafs es unmöglich ist, diese 
Gleichungen, insofern man sie als Gleichungen zwischen den in den vorgeleg- 
ten Differentialgleichungen (1.) enlhaltnen Variabein betrachtet, in eine ein- 
fachere Form zu bringen. 

In den Ausdrücken von R, S, T kann man einen Coefficient = 1 
setzen; aufserdem aber kann man immer noch drei Coöfßcienten beliebig an- 
nehmen, ohne dafs hiedurch die Allgemeinheit der Integralgleichungen beschränkt 
wird. Setzt man nämlich ~ statt y, wo m, n,p, q beliebige Conslanten 

sind, welche die Gleichung im / — np = 1 erfüllen, so verwandelt sich die 
Gleichung (1.) in 

Uy-fSÄ'y-f 7" = 0, 

wo . ... k r 

R'^m 7 R-\-2mpS-\-fT, T'= nlß-f 2nqS+ q 7 T, 

&*^mnR.+$mq+up)8+pqT, S'S'-R'T'=SS- RT. 

Mau kann daher die Conslanten m, n, p, </ z. B. so bestimmen, dafs in zwei 
Coöfficieulen =0 werden, und ein dritter einen gegebnen Werth erhält. Hierdurch 
rcducirl sich die Zahl der in den Integralgleichungen enlhaltnen Conslanten auf 

3(w-fl)-4 = 3/i— 1. 

Die Zahl der in den Differentialgleichungen vorkommenden Constanten ist aber 
nur 2/i, weil dies die Anzahl der Coefficienten von X ist, wenn man einen 
derselben =1 setzt. Da sich aus den angegebnen n — 1 Gleichungen zwischen 
den Gröfsen »f., .... u„ durch Einführung der Gröfse y die Gleichun- 
gen (3.) , und aus diesen durch die obigen Betrachtungen die Differentialgleichun- 
gen (1.) ergeben, welche m— 1 Conslanten weniger als die zwischen den Gröfsen 
v, , w 3 , — u„ oufgeslellten Gleichuhgen enthalten, so sind die letztem die vollstän- 
digen Integralgleichungen des aufgestellten Systems Differentialgleichungen (1 .). 

Um die gegebne Function X durch die Form S 7 — RT darzustellen, 
könnte man alle Coefficienten in S willkürlich annehmen, und hätte dann nur 
S 7 — X in zwei Factoren R und T vom « ,nn Grade zu zerfallen. Dies erfor- 
dert aber die Auflösung höherer Gleichungen. Man wird mit Ausziehung von 1 
Quadratwurzeln ausreichen, wenn man folgendermafscn verfährt. 

Man bestimme, etwa durch die sogenannte Lagrnnges che Interpolations- 
formel, eine ganze Function vom (n — 1) l,n Grade, welche für n willkürlich 
angenommne Werth© von x, 


a 


n 
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dieselben Werlhe annimmt, wie die irrntionnle Ftinclion j'A. Nennt man diese 
Function £, so verschwindet X für diese n Werlhe von x und niufs also durch 
T = f( x — a^){x — a 7 ). . . 1 (x — a„) 

theilhar sein, wo f ein constanter Factor ist. Nennt man den Quotient R, 
so sind R, S, T die verlangten Functionen. 

Man könnlo & auch vom n 1 *" Grade nnnehmen, und noch die Bedin- 
gung hinzufügen , dafs es für einen neuen Werth x = a einen bestimmten Werth 
erhalten soll. Nimmt man für letztem wieder den Werth von JX für x — «, 
so würde man noch von R einen linearen Factor, nümlich x — a, kennen. 


Für y = 0 reduciren sich die Werlhe von x t , x 


29 


•1 9 “2 9 


. . x„ auf 

a„. Man erhält also, wenn man die Functionen R, S, T auf 


die angegebne Art bestimmt hat, die n — 1 transcendenten Gleichungen, 


x” dx t , /*** xf dx 7 , /• 

~JäT +/ ~VxT • * * * Ty 


x i x? dx. 


* 1 . X 


?dx_ 


= 0, 


V*n 

wo m jeden der Werthe 0, 1, 2, n — 2 annehmen kann. 

Die Zeichen sämmtlicher Wurzelgröfsen werden durch den Werth 
der einen Gröfse y mittelst der Gleichung 

R,y+8 t = « 

• * * 

bestimmt. Man hat daher für zwei der Variabein x { und x k , 

-Si + VXi __ -Si + ZAi 
Ri ~~ W k ’ 

durch welche Gleichung die Wurzelgröfsen von einander abhängen. Wenn y 
von 0 an sich continuirlich ändert, so werden auch die Gröfsen respective 
von y A'i an sich continuirlich ändern, wenn man A { den Werth von X für 
x = a, nennt. Das Zeichen jeder Wurzelgröfse yX { wird daher auch aus dem 
Zeichen von yA k durch die Bedingung der Continoität bestimmt. 

Man setze jetzt L r 'X für X , wo U eine ganze Function von x von 
der p tta Ordnung bedeutet. Es seien ferner R, S, T ganze Functionen von 
x von der Ordnung, welche die Gleichung 

S i -RT=U 7 X 

erfüllen, and a?,, a? 2 , .... x nJrp die Wurzeln der Gleichung 

Ry* + 2Sy+T = 0, 

die einem Werthe von y entsprechen. Man erhält dann die Differentialgleichung 


dx-, 

ViVX 


2 dy 


Y (Xi~— X — X\) • • • • (a’i J^n+p) 


= 0, 
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wo Y der Coefficient von x n ' ip in der zwischen x und y aufgestellten Gleichung • 
und Ui der Werth von U für x=x- t ist. Multiplicirl mnn diese Gleichung.:, 
mit xfUi, wo mi wieder die Werthe 0, 1, 2, .... n — 2 nnnehmen kann, 
und suuimirl für alle n-\-p Werthe von i, so erhält man, indem man dem in 
seine n — 1 Werthe giebl, folgendes System von n — 1 Differentialgleichungen 
zwischen den n -f- p Variabein x t , x, , . . x„ +f> , 


"VT 7 

Mw*r h« <Vk 

V't-V 


(fr, , 

"7TT + 

j’, dr, 


(h\ 


T 


rix 


3. 


vx. 


V r. • 

, x, i/j-t X 

I jA t 1 


±£_ 


Jl 


x'-Vj-, Xj—Vr, , , x H+p 
~ i 7TT“ * * * * i 


V-ln+p 
X, fp dx n \ p 

"- 1 f/j- 


= o, 
= o, 


! 4M 

m» 

ft 


Mj 


H+p 


— o. ... 


VAi T v.r, I 73ir- 

Setzt mau 

Äj*+-2Är+ T = F,a>+|»-* . . . . + F„ +p , 

und nennt «/,, w, etc. die Summe der n-\?p Variabein X\, x a , . . x, +pt 
die Summe ihrer Amben, Ternen etc., so erhält man 


_ Y, Y % 

W | “ ^ • • • • 


r. +Pl . 

^/»+p V 9 


4 


und hieraus ergeben sich durch Elimination von y die algebraischen Integral- 
gleichungen des Systems der Gleichungen (3.), nämlich eine Gleichung zweiter . 
Ordnung zwischen u , und tf, und andre n \-p — 2 Gleichungen, welche w 3 , 
m 3 ,.. tt r+p durch u, und linear bestimmen. Setzt man 
T == f\* — a k )(x — a 2 )....(x — a n+p ), 
wo/ 1 eine Constante ist und man, ohne die Allgemeinheit der Integralgleichungen 
zu beeinträchtigen, für //- f-1 der Gröfsen a 2 , .. a„ +p bestimmte Werthe an- 
nehmen kann, so wird S eine ganze Function (n~f/0 ,er Ordnung, die, wenn 
man für x die n-\-p Werthe o,, <z 2 , .. a n+p setzt, dieselben Werthe wie 
die Function UyX hat. Es wird dann S^—U'X durch T theilbar und der 
Quotient wird die Function R. Die mit den algebraischen Integralgleichungen 
identischen transcendenlen werden 


/ r ' r™dx, p * X, u, 
YXi +/ ~7Ä, 


'• X, ' dr. 


, /*• »<***». _ „ 
'J ix, — °> 




•+p 


n »+p 


so dafs man auch auf diesem neuen Wege die Addition auf eine beliebige 
Zahl Variabein ausdehnen kann. 


• * • , M 




Wenn man wieder die Zahl der Variabein auf n beschränkt, und zwi- 
schen i/j und v, eine beliebige Gleichung zweiten Grades anniinml, so enthält 
diese 5 Constanten; wenn man ferner m 3 , w 4 , .. «„ auf beliebige Art linear 
durch ?/j und t/ 2 ausdrückt, so enthfdt jede Gleichung, durch welche dieses 
geschieht, zwei Constanten. Die Zahl aller in diesen Gleichungen vorkom- 
menden Constanten ist daher — 2) = 3n — 1 oder gleich der Zahl der 

in den Differentialgleichungen vorkommenden Constanten (der Coefficienlcn von 
X , wenn man einen derselben = 1 setzt) plus der Zahl der willkürlichen 
Constanten, welche die vollständigen Integralgleichungen enthalten müssen. Da 
man nun gezeigt bat, dafs letztere immer in die angegebne Form gebracht 
werden können, so folgt umgekehrt, dafs jedes System algebraischer Gleichungen 
von der angegebnen Form immer das System vollständiger Integralgleichungen 
von einem System hyperelliplischer Differentialgleichungen (1.) ist, wenn man 
die Coefficienlen der Function X unter dem Wurzelzeichen durch die Con- 
stanten der algebraischen Gleichungen gehörig bestimmt. Wenn man aber die 
angegebne Form der rationalen algebraischen Integralgleichungen für n-f/; Va- 
riable anwenden will, so können hier nicht mehr alle Conslaulen der Gleichungen 
beliebig angenommen werden. 

Man kann das gefundne Theorem auch folgendormafsen darstellen: 
Setzt man 

f(x) = (A x” -j- A, a?'"" 1 -f A 2 a?”“ 1 -f b n f 

-j- {cx n -j- CiX n ~ l -j- CiX "-*. . . . -f c H f ‘ 4 • 

— (ax n -}- a, x n ~ l «j ar n-3 -f 


ho werden die Differentialgleichungen 




dj: x 


7f{xi) 

x t dx x 

~Vf^) 

x\dx l 


+ 


dxi 


+ 


Vf{*i) 
x 2 dx-i 

x]dx j 


Vfto) 1 Vf(.ri) 


— + 
.... “P ‘ 

— -f- 


dx„ 


Vf(.r„) 

X„ dXn 

Vf(*n) 

Vf (-Tn) 


0, 

0, 

0, 




x”~ , dx l x ?- 7 dx 2 
Vf(si) ' Vf(Xi) 



Vf{*n) 




• • 




, J > * 

* . • • t ' « 
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* - % 

vollständig inlegrirt, wenn man für x t9 x 7 , . . . . x„ die Wurzeln der 

Gleichung 

ax n -f- a, a?"" 1 -f a 7 x”- 2 -f a r 

= (6 x" -f b x x*- 1 -f b 7 x?~' 1 h n ) cos y> 

-|-( cx n -\-c l x n ~ 1 -\-c 7 x "~ 2 -f c «)s»ny 

setzt, wo (f eitlen veränderlichen Winkel bedeutet. 

Den 14. Juli 1846. 
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Extraits de deux lettres de M. Charles Hermite * 

a M. Jacobi. 
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Pari», Jauner 1844. 

L’tlude de volre memoire publiö dans lejournal de M. Crelle sous le tilre: 
„De functionibus quadrupiiciter periodicis quibus llieoria transcendentium Abelia- 
narum innitilur,” m’a conduit pour la division des argumenls dans ces fonclions, 
ä un thcoreme annlogue ä celui qne vous avez donnez dans le 3 r volume dn 
möme journal, pour obtenir I’expression la plus simple des racines des equations 
traitees par Abel. M. Liotiville m’a engage ä vous ecrire pour vous soumellre 
ce travail; oserais-je esperer Monsieur que vous daignerez l’accueillir avec 
(oute l'indulgence dont il a besoin? 

Soil: 

J(x) = ^[x {\ — x)(l — — A 5 ar)(l — ira?)]; 




i • 


•* *•. j j * 

• . • "*b ■ 
.■ • »v-VJ 


UP 

iV • 


p(a + ßx)dx , p l*+ßy)d Y f x (a'+ß'.r)dx , p «+£r)cfc 

J d(x) 'J J(y) * J(x) r J d{y) ’ ' 


• , # .w 


1 .* 
• I 

9 


*7 




t / 


• • 


• ■ 

• • 

.1 • •• > 


o J (r) ’ -s m ■*/ m 

x = K,(u,u'), y = i 1 (M,w'). . •*. J ; ; 

- . • • * ■* V 

• r< •« 

• . ' 


Faisons pour abreger: 

x n = (mt, nu') , y n = ly ( nu , nu ') , ; ' "• J I* 

» I « , * . , r • * 4Ä. 

’ ces deux quanlites seront determinees simultanement par les deux racines d’une 
equation du second degre, 

üxl-\ -U'x n + U" = 0, * J 1 

donl les coefficients seront des fonclions rationnellcs de x, y } A{x), 4(y); 
'•j’ai trouve qu’ils etaient de la forme P-\- QJ(x)J(y), oü P et Q sont des 
fonclions ralionnelles de x et y; raais cctte remarque nest pas essentielle pour 
ce qui suit. 

I 1 T *ftjl 

Je partirai de ce que les racines simultanees des deux equations 

(4) U&l -}- U-'x n -j- V" — 0, Ly n -\-U'y 1 -\-r" = () 

sont donnees par les formules . -.y • •« r 


W 
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- / , mi.v'-l 4-»*'' ,+m "/ „m "»«V-l \ 

4? = ^^+ > «1 ^ /’ 

, / , roi, V — 1 4-m'i, , , m\ /— i +**'*t*W ,< * ✓— 

r = i,^f ’ “T ^ b 

en atlribuanl aux nombres entiers m, in', m", tn'" les valeurs 0, 1,2, .... n — 1. 
Cela pose, soit pour abreger ... 

i = +w'/ 2 -f »"*, y-i +m'"i 4 , /' = »<#; y-i -fw'^ +«'v, y-i , 

et designons par /*(*> y) une fonction ralionnefle symeirique de a? et y, et par 
p, </, r, s quatre racines de 1’equntion binome x H — 1 , je dis quon anra: 

i»>l ’n-l TT— 1 n-1 ( / / / IN / / f\\) / #. 

(fi.) MhH“, «'+£), r " s 

0 0 0 0 * ^ 

=± nu ')) -(-C^CA^mi, hm')) -f D.JQJjiu, nu')~) JQ. k (nu , «»*'))], 

J[, JJ, C, ZA designanl des fonctions rationnelles de X^[nu, nu') t A^/w, nn'). i 

Le premier membre peut d’abord se ramener ä une fonction ralionnelle 

de A,,(u, t/), Xi(Uju'). En effet, d’apres la propriete fondamentale des fonctions 

%, A,, unterme quelconque, tel que 4 )> *‘( M + 77’ M '+ ^)) 

4 >• 1 i * 

pourra ctre cxprime ratiormellement en A,,'tt,»i'), A 1 (m,*'), J (A,i(m,m')), 

et les quanliles analogues relatives ä la division des indices. Or on trouve 

Bisement ces formules: 

^ (a .) = (<. . 1-^) g + («-+ /fx) ^ , ^(y)=(o+‘y9r)g+(«'+/s'r)^, * 

qui montrent quo les radicaux carres J(l „ («,«')), d(l pourront s’ex- 
primer rationnellement en A,,(f/, m'), A, («,«'); car en faisant disparailre les 
ifraUonnelles des equations (A),puis les dilTerentiant successivement par rapport 
ä m et u', on obtiendra les expressions des derivces partielles en fonction ra*-„ 
tionnelle de A,,(t/,w') et A i (m, m'). 

* Representons le premier membre de lequalion (Zf.) par (p(u,u'), on 
demontrera bien aisemcnt que: 

r. , Ai.y-l+AL- 1 +l"i 1 V-l+V , 'L . k*W-i +** *',+*% ✓~l + *"'.y S * 
4\«T n ’ W y.- * 


= p~ k q~ l r~* s 1 (p(u, u'), 


•u 


quols que soient les enliers k, k', k", k"\ 

En l’elevant ä la puissonce n % on obtient donc une fonction ralionnelle 
de A,,(tt,i*'), A, («,«'), qui ne change point, en substiluant a ces quantitcs deux 
aulres quelconques des racines slmultanees des equations proposees. 11 suit^ 


* * 
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de lä et de la theorie des ionclions symelriques des racines d’un Systeme 
d’equations ä plusieurs inconnues, que celte fonction pourra 6tre determinee 
rationnellement par les coefficienls des equations (.4.). * 

J’observe actuelleraent qu’il a et6 introduit les quanlites • 


du 


i ‘i 

r 


t »sigiüü, , U '0I1 pourra clioiner par les formales 


du' ’ 
suivantes : 


du' 




dx A (x) 


ör, une fonction rationnelle quelconque des deux radicanx 4(Jy(w,«r))* 
peut toujours elre mise sous la forme , 

a-\ b.1Q^{u, m')) -j- c ^ (M m > *0) -f ^ (M w > tO) 5 

ce qui acheve la demonstrntion du theoreme enonce. 

En supposant successivement : ^{x, y) = x-f-y, et f( x > X) == on 
aura separement par une somme de w 4 — 1 radicaux »“* les coefficienls d’une 
equation du second dcgr6, donl les racines delermineronl finalement celles des 
equations proposees. On pourrail oussi faire voir qtril suffit de connailre Tun 
d'eux, l’aulre se delcrminanl rationnellement par celni-lä. 

Pour obtenir la division des indices, soit 

i +k'i t ±k"i, ]/ — i +*»'>, _ f " «*, )r-i _ P 


dy A(y) 


:t 


u 


u 


\\ 


n n ' n 

on aura: x„=0, y„ = 0, et les equations ä resoudre seront 

(C.) U' = 0, U" = 0; 

leurs racines seront comprises dans les formules 

, /in i , 1 -fm'i, -f m"», /— 1 mH, r / — t + V— 1 *f »»"' i f \ 

• r = H » J n 

, fm/, 1 -f m'i, y'— 1 «i7, /-l-fw'i’i -f 

y — n ’ m 

en altribuanl aux nombres enliers m, m', m", tri" les valeurs 0, 1, 2, .... n — 1. 
3Iais si l’on suppose le nombre n premier, on verra aisement «pi’en supposant 

♦ . % V •* 

successivement : 

(ö.) /»=!>/- 1, = l 7 =zui^t-\ -fr,, 1^ = 

i 3 = /< *i \t — 1 -j- ,u' h -f h y'— 1 ■> *3 = , u *! y~~ 1 4’ f i> •* ”b •» V - ^ ? 

/« = u i, ) — l -f /*' h y'— l -f ^ V - *! -b^ *2 4# ,( *» y 1- * f ** s 

50 
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ön pourra leur substituer les suivanles: 




x — K[ 


Ii> 
tn — 
n > 

1, 

r 

= 

Xx( 

y, 

< » 7 

l\> 

tn — 
»» > 



’y 


• 

II 

>■ 


tn — 
« > 

). 

y 

= 

All 

(tn — , 
< n 7 

n / 

). 



> 

• 

x — A,,| 

V. M 

/', 
in — 
n - 

). 

y 

= 

*i< 

V » 7 

m — 

» > 

). 

‘ * 4 




x = A,,i 

(in 

X H 7 

tn — 

), 

y 

= 

All 

(tn — , 
\ n 

«ff 

fi ' 

),■ 




eil excluant la solution zero, et donnont ä tn, u, u' } fi", les valeurs 0, 1, 

2 , .... « — 1 . 


Mais comme les integrales qui entrent dans les expressions de u et u' 
oni ete prises ä la limite inferieure zero, on a >l i ,( — u, — ti') = *0» 

i,( — w, — u') — ij(M, m'), d’oü il arrive que les n* — 1 Solutions des equa- 
tions (C.) sonl egales doux ä deux ; et il suflira de prendre dans les formules 
precedentes, m— 1, 2, .... ${n — 1). 

Soil toujours f(x , y) une fonction rationnelle et symetrique de x et y, 
on elablira d’abord, qu’en designant par I l’une des quantites i„/ 2 , / 4 , par /' 

la quanlite correspondante au second argunient, l’expression 

peut se ramener quel que soit Ie nombre enlier k, ä une fonction rationnelle de 
Ä,,(— Cela resulte de ce que les radicaux > 

s’expriment eux-mdmes rationnellement en 

comme il est facile de le voir d’apres ce qui a ete dit plus haut. 

Cola pose, Texpression 

... - ;• 

. . f ■ '• 

o ü l est un entier quelconque, pourra dtre ramenee ä une fonction rationnelle 
et symetrique de *x(~ , — que je representerai , pour abreger, 

par <f\— ? —)•> et qu’on demontrera aisement jouir de la propriete que: 

quel que soit le nombre entier v. . / ? , •„ 4 . 


♦ 4 


I 


* 
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•Mf.. Douc, donnanl succcssivement ä 1 ei 1 toules ies vnieurs correspon- 
dantes comprises dans les formules (Ö. ) , ou pourra conslruire une cqualion 
entierement ralionnelle, qui aura pour racines les valeurs qui en resulleront ( 

/ / l'\ v) w- 

.pour la fonclion <f\— * -)• 

II est bien facile de voir que son degre sera le nombre „v 


1+» + wl + n3 = 


ainsi, Pequation de degre ^(n‘— 1) de laquelle depend la determinalion d une 
fonclion rationnelle symetrique de ■— )» *‘(v’ Ir)’ P eul ^ lre ^ com_ 


posee en | facleurs du degre £(h — 1), au moyen des racines d’une equa- 


p — \ 

tion ralionnelle du degre • 


Les equalions de degre £(n— 1) sont resolubles par radicaux. Pour le 
faire voir en peu de niols, soil p une racine primitive par rapport nu nombre 
premier «, on etablira d’abord que leurs meines peuvent elre representees par, 
la fomiule " • . • 

v 1 t ))’ 

en supposanl A- = 0, 1, 2, .... el si Pon considere la puissance de 

degre £(»— 1) de Pexpression 

o 

ou e est une racine de — 1=0, on verra quelle peut ötre ramenee 

, . / 1 I'\ . / / 

ü une fonclion ralionnelle el symetrique de r l ue J e 

representerai, pour abreger, par *l u * j° u * ra » comme la fonclion if, 

de la propriete que: 

Des lors on demontre aisement qu’on peul Irouver une fonclion rationnelle F(x) 
teile, que pour loutes los valeurs de 1 eil’ comprises dans les formules (O,), 
on ait: 

Or, connaissant la fonclion VS on comment en deduire toules les racines 
de Pequation proposee. 

* . 50* 


«I 
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Les consideralions precedentes semblent pouvoir s’appliquer egalem ent 
aux aulres classes des transcendantes notnmees gdneralement par Legendre 
fonctions ultra - elliptiques ; il est facile en effet de trouver les formales sui* 
vantes. Soit 

,</(x) = yX.r(l — x)(l — l]ar)....(l — & 41 a?)), 
d^x) = a k -\-ß k x-\-y k x' , ^....-\-ij k x n , 

*><*> ' 


posons : 


d(x) 

w 

«.» — «/»„(JE 1 ,,) *f «£„(*») +•••• + <£.)(*«) , ^ 
«i = «/>, (ar„) -f 4> , (*,) -f »/», (j„) , 


«„ = </>„ (or.O-J-^.Car,) -f .... f*/» fl (ar n ), 

et soit: 

3 hi '■ — ^»1(^111 V k ) .... tf„)j — Aj (Hn • • • • * 0 1 •••• X n — ^ji(Vu) 

on aura: 


rf« n 


■m) = «. (*.) ^ + «. (*o ^ , 


</«H 


«0* 


./(x.) = + : 

Les fonctions 0 elanl du degre n, on trouve aussi que les racines de l’equalion 
du »" degre 


0 = #„(x)^.+«,(x)^i- + « 1 (x) , '- C ‘ 


rf«, r rf f<i i t ny “ f du* 


„ «fj-. 

■*.(*)■ * 


so nt los rt fonctions, «Cu, Jj, * * * • *^a+i • • • • 

. ^ 

Gn cherchant a delcrminer directemenl le degre des equations relatives 
ä la division des arguments dans les fonctions *, j’ai ete conduit ä cette remarque. 
(jue l’eqnation algebrique correspondante a l’equalion transcendante 
<*>(«,,) + #(«,)-{- *(«,)+ ....-• + <*»(«„) = ,u<i>(x) 
a ses coefficients rationnels en x, quel que soit le nombre entier ,u ; mais void 
quelque cbose de plus etendu. 

Considcrez la transcendante / ^ , oü iT( x ) est un polynonie entier 

• y(w> k 

du degre m, 6{x) un autre polynonie d’un degr6 <»»• — — 1. Si Ton suppose 
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n el m preiniers entre eux, et si Fon fait y = ^(m — 1)(» — 1), on sail <jue 
la somnie d’un nombre quelconque de pareilies integrales relatives aux variables 
x, y, z etc. esl reduclible ä une somme composec de v terines seulement, 
dont les argumenls «,,, a,, .... a r _ t sont determin£es par les meines d'une 
equalion du degre v , dont les coefficients sont rnlionnels en x , y„ z, . . . ., 

/(%)), r)), yW*)) etc. 

Or, si I’on fait x = y = z= , Fequation correspondante ä Fequation 

transcendante 

0 (j ) dx , y™. 0(v)dx f n ' d ^ fir — uJ X —( Jr)djr 


V(F(x) 1 ) o /(F(a) i ) < 

aura tous ses coefficients rnlionnels en x. 




V(F(. r)*) 






II. 


s 

i * 


. ■ 1 * • -• Pari«, Aoft( 1844. 

. . _ - \ _ J,. t ' » ' • | . * *. \ * ' * I" 

La bonte avec laquelle vous avez accueilli mes premieres recherches 
sur les fonclions Abeiiennes, m’engagc ä vous ecrire une seconde fois, pour 
vous soumettre qnelques nouveaux resullals auxquels j'ui ete conduit par J’etude 
de vos ouvrages, en essaynnt d’etendre aux transcendanles plus generales, les 
principalcs tbeories des fonctions elliptiques. Mon travail m’a amene naturelle- 
ment, ä recbercher la deinonstralion de quelques uns des theoremes que vous 
avez enonces dans le journal de M. Crelle; c’est aussi, Monsieur, ce dont je 
vous demanderai io permission de vous cntrclenir d abord; je m’occuperai surtout 

de l’expression de sinam(«, x) par sin am ?•), si importante pour la theorie 

des fonctions elliptiques; mais je ne sais si j’aurai veritablement renconlrö les 
principes qui vous ont couduit a ce beau tbeoreine. 

En suivant vos notations, je nommerai 7/(ar), O^x) les deux fonclions 
qui donnent 

et qui satisfonl aux condilions: 


♦ 

f 

I* 


* * 

f * i 




t* 




(Jt+rAO 


Ö(a?), H(x-\-2tK')— —e 




1. 0(x+2iK') = — e A 

0(;c-f2A') = 0(x ), II{x-\-2K) = - H(x ); 

et voici d’abord une remarque sur laquelle je me fonderai principaicment. 


• • 
i 


tr • 


t 


4? 

. * 

I \ * 


k «‘ i' o ,« 

r. > • 

.- • !; “ ? • . 

• • ? V •' ' 

♦ # s * . 

ii* 


i 


. *4 


< 


.. 




i ■ 
« 


% * 

* * • 
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«/>(*) 


Soit <P(x) une fonction definie par lequation 

2. 0(ar-J-2«ir) = -6 A 

cl par la condition de periodicite 

3 . <P(x-\-lK) — 

% 

on trouvera qu’en supposant - 

+* m’ nX 

<P{X) = 2 m a m e ,A , 

— « 

le? coeflicients se determinent de la maniere suivanle: 

«y, = (—tya 0 r\ «^+i = (-i yfl.r 

de sorte qu'en employant les fonctions H et 0, on a 

4 »(x) = 

Cela pose, soit n un nombre premier, p un entier compris entre 0 et 


(,«+o 


n — l, faisons a=e ' " et considerons la somrae 

■m* . • J *('+r). *('+?). 

• * ^ 

nommons <P{x) le numerateur et «/»„(x) le denominateur, savoir: .. . 

<*,(*) = ew ■ • • • ”(*+ ' -)•• 

* • > ' . # • • * , * 

ou deduil sans peine de la propriele fondamentale des 0, qui est exprimee 
par Pegalite (1), la condition 

tf>„(x-\-2ik') — —e " J f<x+ ' A ’ *„(*), • •’* 

et il est clair qu’on a ... 

*u(*4 ~) = *<•(*)< 

Or ces deux equalions peuvenl tHre ramenees aux equalions (2) et (3), de la 
maniere suivanle. Soit <p(x ) une fonction definie par les deux conditions 

bt t 

(f,(x-\-2iK[) — —e A - ix+ ' A,) (p(x) et q>(x^-4K t ) = y(r): 
on aura d’apres ce qui a eie dit tout-ä-l'heure: <p(x) = JHi(x)-\-BO ,(x), 

en designant par /A et 0, les fonctions H et 0, dans lesquelles K et K’ 

r 

seraient supposes devenus et K [ ; posons ensuite n , et faisons 

x = . il viendra, corame on le voit facilement: 

A - # * ' x * * • • * # • ' 

* . t * 

« , • • 

* ,«*■ 


Kirr 


M / 

4 (M 1)/C\’ 
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,(*£ <.+ ain ) = 

■ *0*<*+2)) = • : : • 
Or ces equations font vojr qu’on aura 

«*>.,(*) = = -^i( i X- ip )+ 50| ( ! T La? )’ 

et comme la fonction «£ u est paire , il faut faire A — 0 et il vient : 

#„(a?) = Consl. 0j(— , 

Je passe acluellement au numerateur designe par </> (ar). ()n etablit imme- 
diatement, qu’il satisfait encore ä l’equation 

4. <i>(x-{-%iK’) = — « _ " T(JC+2,X °^(a?), • ‘ • •’ 

et on peut m6me observer que chacun des n produits dont la somme le compose, 
la verifie isolement. On trouve ensuite en designant par j un nombre entier: 

</> (a: -f ~~~) = a“ ; ^(ar). 

Si donc je pose 


-y> 


mx 


V(x) = e * 


j aurai : 


; • = n*)- 

D’ailleurs de l’equation fondamenlale (4) on tirera : 

'F(x-\-2iK') = -e~ n ^ X+7iK,)+4p ^W(x), 
i tC* 

et en mettant x — 4 p - — ä la place de x , et faisant pour plus de clarle 


y,(«) — K*— ^S^)« 


on en deduit: 


— n «(jf+iÄ 1 ) , 

2»^') = — e * 


^(x). 

Ainsi par cette transformation nous sommes entierement ramenes ä Pequalion (4). 
Mais on a la condition de periodicite: 

v,(x+™)== </>,(*), 

donc. en raisonnant comme plus haut, il viendra: 

* 1 (*) = jh,(^x) + bo,('-!£-t). 
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Faisons pour la suite nous aurons le tbeoreme exprime par Tegalite: 

sin am(i*) -{-«sin am(x-p -{- «’sin am(a? -f- w”" 1 sin a m(o? -f- 

* ' •■(*) 

J’observe que le premier membre cliange de signc en augmentant x de ; 
le nombre n etant impair, il en est de mdme de la fonction d’ailleurs 

ne cbange pas; ainsi il faut faire 77 = 0, et il vient: 

sin am (x) -j- a sin am (a? -f ^ ) -f .... -f «" -l sin am (x -}- ) 

iK\> 


= Const. e 1 A • 




■ 9 Xw) 


= Const. sin am 


TTTV 

e ‘\W) 


Je substiiue maintenanl aux fonctions 6 a periode reelle, les fonctions 


-r.v« 


analogues &(x) = e 4AA ' 0(a?), ä la periode imaginaire iiK’; on trouve: 


TtX * 

»X£> = 


de sorte qu’ä un facteur constant pres, l’expression 


A inx . • |/i . 


se transforme en la suivante: 


»Xw+^-T 1 ) . 


•■Gr) 




& '(w) 


, oü l’exponentielle e A a 

i- 


disparu; ainsi il vient: 

sin am (ar)-j-asin am(x-f •••• -f sin ^ ^ ) 

n , • / J* i . lA,\ Xitf ' ^ ' 

= Comt. + 4/.-^; — — 

. . Mm.) 
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■•■ I 


i. 1 . . 1 * •' . • ’• *• f • 4 * * 

Pour determiner la constnnle, je mnlliplie Ics deux niembres par x — ik\ 
puis je fais x=iK’; en nommant x, x x les niodulcs des fonclions K , AT,, le terme 

1 


sin am (x) qu’il y a scul lieu de considercr dans le premier membre, donne — ; 
dans le second il suffil d’avoir la valeur de la derivee de #1(^)5 pour x = »A"'. 

ainsi on a l'egalile •’»•• 

90 


r\ , . ; , iVx. (0) 

Or on obtient sans peme pour resullal: : 


— = Consl. sin am 
x 




- r iK ' I 4 iK W ^ 

Ci*! + 4„i*l\ ’lllJl t 1 » l *i 

V M 1 q P „ ) 1 . ■ ... ? ,?*••** 


et on en tire apres quelques trnnsformations faciles: 


)d fAflt 

mtk 


Const. = 


#,(0) 


Mx 




feir f j &n «pt 

. ZTV> 


N.tmft ix hl>) 


Nous voici de In sorte parvenus au theoreme exprimc par 1’egalite: 


0h 


-^-(sin am(x)-f e sin am (x -j- )-{- -[ -a" ‘sinam^x-“] ~ >t " )) 

^IRl b . j 


= «n am (-5S-4- 4 » — -) — r — rjyy- — 

' r lt ' n ( x \ « ( A lA l\ 


If i(4H 


• ’ Je n'ai plus maintennnt, qu’ä vous emprunier, Monsieur, la melhode 
par laquelle vous clablissez les proprieles si remarquables de la fonction 'V 5, 

X {u) = e ru -Sl{u). 

En formant le produit 


m 

|ür 


y{x) ~ 


* O (0)* % , (^) (^) ( — w i)iA ‘ ) 


1 


/ * Ä r \ 

on aura J== V>(x), et on en deduit la formule suivante: 












4 ****% 


»■(stM 4 '^) ■ « 

( 1{ £'Yi * • * /!r\ ■ * /4*»üft\V '#£*>/ , . , /. iK\\ . /4miK\\\ 

\ n m ^1— x, sin 1 a,n \jyf / /*n 1 am ^ — - — -jj II m ^1 — x, sm* am [4p— sin 1 am^ — ^ —L )) 

( t . . , (x . . (K\\ , /4miK\\\ 

II , „ ^1— x, sin 1 ain^+4p-— ijsin^m^ — -— 1 


“i 


51 


• »• 


J . . 


*4 


I 


‘ J 

fi 

.1J 




» / 






1 


♦ 1 


> • 
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de laqueile decoule ainsi la 
algebrique de sin am (x) par 



» tf? 


votre tbeoreme snr l’expression 

j ! i-A 

La methode precedente est fondee principalement, snr ce caractere digne 
de toute notre attention, de la fonction sin am (x), d’etre exprimable par le 
quotient de deux fonctions developpobles en series, toujours convergentes, et 
qni restent les mOmes, ou ne font qu’acquerir un factenr coromuir, en augmen- 
tant l'argument de cerlaine^ quantites constantes. Tel est le lien si simple, 
par lequel se trouve rattacbe aux notions analytiques elementaires , Pensemble 
des proprietes caracterisliques de la non veile transcendante, qui ont leur source 
dans le principe de la double periode. Mais il est important d'abord d'obserVer 
dans tonte fonction ralionnelle de sin am (x), l’analogie des fonctions qui jouent 
les röles. de numerateur et de denominateur, avec les fonctions // et 0.i A cet 
effet, je considere ia fonction homogene d'un degre quelconque n: 

0(x) = AH*(x) -f Bll"' 1 0(x) -f LH(x) 6”~ l (x) -]- / & (x). 

On trouve bien facilement, d’apres chaque terme en particulier: 

*• * .• ' ' • HW. , Jr _ ’ 

<f>(x + 2iA") =.(-l)-r * ( V(a:); 

on a d'ailleurs: ? . • • 

<£(x-j-4A) = <2>(x); 

ainsi dans ce cas general, Pexpression analytique du caractere de la double 
pdriodidle, se presente sous la möme fonno que pour la fonction sin am (x). 
Introduisons aussi la fonction H’(x)0{x) — H(x)&(x), qui Tepresente le 

numerateur de la derivee de ; en Ia designant un instant par x(x), 00 
anra sans peine: 

• *(x-f 2A') = — *(x), ^(x-f 2iA0 = e 

De iä resulte que Ia fonction suivante: 

{«.) 7T(x) = AW (x) -}- Bir - 1 (x)6>(x)-f . ... + LH(x) 0- 1 (x) -f W *(x) 

-f (H’(x) 0(x) —H(x) e'(x)) (A’H'px) -f ^//"^(x) 0(x) + .... + /'©^(x)) 
donnera encore 

' /7(x-{-4 A") = 77(x), 77(x-f 2iAT) = {—1)' e"' T(x+ ' X ‘ ) II(x). 

Mais on ne peut pas satisfaire ä ces deux equations, par une solution plus 
generale que la fonction definie par Pequation (a.) qui renferme 2 n constantes 
arbitraires. Supposons en effet: . 


-1 


*(*)• 


+ » 


f 


77(x) — a m e 


irt.x 

1 ZK 


t 


. • . 


:$j> ■ 

..iS’.Vi *V‘. . 

zMk' 


v'JL 


v 


(• 


1 t 

I 

. I 


i: 

r 


t! . 
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la seconde equation donnern fncilement 

*9» ( ” 1 " '/ 

d’oü: 
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• *. 


J’ Ab «i 


ön. 421 , = (— 1 ) ln a m f , 


Jm -f i *n 


Ar etant un nombre enlier positif ou negalif. On voit par lä. que lous les 
coefGcients s’obtiendront ou moyen des quantites «„ , a, , .... (h*-i qui restent 
arbilraires. Si ä la condition /7(£-}-4Äf) = /7(rr), on substilue la condition 
plus particuliere TT(x-\-2A) — — /7(ar), lous les coefficients ä indices pairs 
devront etrc nuls, ce qui reduira ä moitie 1c nombre des constantes arbilraires. 
£ Ainsi je considere r expresston 


»J , 

. t. 


sin am(;r).F(sin 5 am(a;)) — 


d . sin am (x) 
dx 


/"( sin 2 am (a?)), 


-i : 


oü /'’(#) et f(x) designent deux fonctions entieres, l’une du degre in, l’autre 
(hi degre m — 1; je remplace sinam(ar) par * j , le numerateur 


*<•> = ' 




1 //'(X)0(x)-H(x>©'(.r) / 1 H*(x) \) 

' \ x 0* {.rlA 


ifV . 


. * * 


verifiera les deux equations: 

/7(a?-f-2A) = — /7(x), /7(a*-|-2tÄ') == — a — " f] (jf) 

independatnmenl des valeurs des coefficients au nombre de 2m-j-l qu’il ren- 
ferme; il en representera donc la solution la plus generale. Mais d'une aulrc 
pari, je considere le produil des facteurs . 

//(ar-j-a,)- W(rr-f« 2 ) H (x -\- u im ) . H (x (h^): 

• il salisfait evidemment ä la premiere des equations precedentes, et on voit • .. 
9aus peine qu’il verifiera la seconde, en assujetlissant les constantes , «i, 

m , « 2 m+ i, ä la seule condition ♦ 

' ’ • ' • • > • # 

a i “l - -f • • • • ■}” 4" ~ 2/A, ^ ? . . 

; etant un nombre enlier quelconque. En introduisant un facteur constant, on . 

aurn une nou veile expression de la solution generale, dont la comparaison avec 

la premiere, donne le theoreme exprime par l'egalile: 

d . sin um (,r) i r . j . ... 

-/X smam(ar)) 


• t 
• t 


sin ain(ar) /''(sin 1 am (x)) 


dx 




Pnnci H{x + o x )U(x+a t ).... H(x + a- tm + 1) 

^ onS ' 0*">+J (j-) 

\ .#*• 
„ • ’i ' ,* ' 

• -.V | 

• f • 






> 

j. 

V.» * 

* » . 


♦ -• *• 


'4 • 


■i r 




i 


I 


i : * 
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Ainsi tious oblenons sous la forme trouvee pur Abel, les proprietes fun- 
damentales des fonctions elliptiques relatives ä iaddition des arguments. 
Dans le cas le plus simple, celui de m=l, on aura: 

sinamx(sin am(x)-f-^0 — B — — 

*f*> t jr rr+ täsfa ^ 

• s , ' _ Conat. Qt) 

Ö* ( x ) 

Les coefficients A, B dependent des quantites a, et a 2 , au rnoyen des deux equa- 
tions qui expriment que le premier membre s’annulo pour x — — a, , x= — a t . 
Si Ton suppose a, = — a 2 , on trouvera 

B == 0, A = — sin 1 am (a,), 

ce qui donnera: 

e sin am (x) (sin 2 am (x) — sin 2 am (aj) = Const. — ~ : 

et par suite: 

sin 2 am(x) — sii^am^j) = Const. ^' r - — — , 

log (sin 2 atn(x) — sin 2 am(a t )) = const. -f log//(x-f <*i) -{- logW(x— a,) — 2 logö(x). 

Cetto derniere equation conduit ä ln tbeorie des fonctions de 3 mr espece, eu 
differentiant par rapport u a,, et integrant par rapport ä x. 

Mais je reprends les deux equalions 

n^x-\-4K) = /7(x), J7(x+2iA") = (— 1 )-«"" T {X +' K '\ 

dont la solution generale est donnee par I’expression 

77(x) = AH\x)-\-BH”-\x)0{x)-\- . . . . -f /0" (x) 

-f- ( H\x ) 0(x) —H(x)O l (x)) tA'H n ~\x) -f B , H H ~\x) 0(x) -f ....-) -Vfr \x)\ 

• En faisant a = e "et 

*(x) = JI(x) + « h(x + i?) + c ! /7(x + 8 ^) + . . . . + «-/j(x + 

• on aura tonjours la seconde equation: 

=± (-i)"« _ " ?< ' + *’#(x), . •; .7 V 

mais de plus: 


* i 


4 » 

t 


1 

. * • 


Posant donc 


#(x-f -j£~) = cr*4»(x). 


-ti— 

W[x) = e 2K <P(x), 


• ♦ . 

i • * 
• :• • 
t . • 
. . * 


• • 

■ . f • 


» . 
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il viendrn: 


jw 


^(*4‘^) = !P(*), ^(*4- 2i'A") = (—!)"« 




*(*>• 


Je mels ü Ia place du facteur (—1)", tT ' m et je fais 
F,(x) = 


inibmaiA « 4 - 


ir »> 


j’obliendrai par la les dcux equations 
4 K 


r, (*+?£) = v.W, ^(i+ 2 ;a") = -« 

On aurait pu faire plus gcneralemenl: 

y'.(x) = v(x\ iH ~ r)K 


— n-jj- ( t+iA') 






II 


<K'\ 

V7> 


y designant un nombre impnir quelconque, et on serait arrive aux niemes con- 
ditions. En faisant 

‘ _ • »A'i 

W ~~ K ’ 

! on trouvera, comme je l’ai dejä etabli , que le nombre n soit impoir ou puir: 


W = «»•(jl) + ''<![)■ 


Nous voici donc parvenus au theoreme exprime par Pegallte snivante: 

I7(»)+ «l/(»+^)+^ll(*+^)+'.‘.:. 4 «- "(* 


. t . 


inx 

J* 2 K 


l j, f r . />i A* — (n — v) K\ , , a fx\v piK'— (« — *jÄ\i 

i ö Hi vjy ■}• ~ — ^ — dir — *■ 


Sans m'arreler ä la delermination des constanles a, b, il esl clair qu en 
reniplaqant a successivement par toutes les racinos de l’equation binome x" = 1 ■> 
ou en faisant /i = 0, 1.2,.... n — 1, on auro un Systeme de n equations 
lineaires qui donneront: 

m \ P 1K\ a ( x i piK’ — (n—v)K\ , , a ( x ■ piK 1 — (n — »)A \< 

I7(x) — *-p« ■ \ n pHi\M'\ ® l \M 1 nM 

Celle nouvelle expression de la fonclion /7(a?), conduil au developpcment en 
serie de loute fonclion ralionnelle de sin am (x?) el de sa derivee. (Jai rc- 
marque ä ce sujet, qu’en cherchant le developpement de la fonction 


&(x) — e^(i(x), 

. d'apres celui de 

e (ar) = 1 - 2q cos ^ f cos 2 ^ - . . . . = 1 4 1„ (-1 )■ je* ' 4 « 




■A ’ « 

-V 

’.r 

•<r: 


t; 


t > • 

» » 


.t 

4 


'lg« 1 

a 


Vv ’ •’ •! 

• • L 

• W « . 1 


>, I . J« 


• %T • i 

» # % v.® 

• • ** < • 1 


• - r ' • 

•** . ' A 4 1 

• • > t'3 


I 


v % :■ 


* «i» * 


*. ‘ t , y 1 . | 


- ' •• • • ?*■* 

'vj/VfH 

>.*/ • *.4 1 


- *. i 

* < « 


X / •• 






;> * i 
• • • t 4 


♦" ■ f • % »j 




: t 
• • 


! vi 


«• •: . 

.. * • 

i * t** 


JT 




I * * ' . 

t t ' 


— . 406 


on arrivait au resultat suivant: 


}>(x) = 

i " 


rt 

AKK 


- (x+tairo’ _j_ ^-gp (»— tiiUC') *| „ , 


r»x-J< 


La fonclion e* KK 'H(x ) donne de möme: 

j^önp ( *+c 2 *+ , > ,jr ' > ’ j ^ * 

La theorie de Ia transformalion decoule bien simplement des meraes 
principes. Considerez en cffet, la sonnne ou la somme des prodnits deux ä 
deux, trois a trois etc., ou le produit des n fonctions (» etant impair): ( V 

. ■ H(J) 

ew 'v, 

Soil «/>, (o?) le numerateur, r l> tl (x ) Ie denominateur: pour l’une et pour l’autre 
de ces deux fonctions on trouve les conditions: 


<#>(ar-f 2iK') = — e " A (r+ A 
desquelles fl resulte 

. , </., (x) = A, //, (^x) + D, e, x) , 

0„(x) = W„W 1 (üix) + B„0.(^x). .V \* 

Or la fonction 4>x (x) sera paire ou inipaire selon qu’elle sera relative ä une 
somme de produils d’un nombre pair ou d'un nombre impair de fonctions. Dans 
le premier cas, on devra faire A t — Q, dans le second, B i — 0; d'ailleurs 
pour on a toujours A v — 0. De lä resulte que la somme des produits 

2 a 2, 4 a 4, n— 1 ä n — 1 des quantites ’ ‘ . . 

«,x, -■ «{-+“) •?. 


. i ‘L 


S * M, 
: ' »•' 


ö(x) » 


•(*+¥) 




ost conslante, et qu’elles peuvent 6trc considerees comme les racines d’une 
equation du n'" r degre, dont les coefficients sont des fonctions du premier degre 


de 


k . On en conclut l’expression connue de cetle derniere fonction.' 


. \ 


* par une fonclion rationnclle do l*une quelconque des quanlites precedentes elc. 
Toutes ces proprietes specialos ä ia fonclion ä double periode , decoulent 

immedialement, conuneou ie voil, de l'equation de dcfinition des fonctions// el 0 
simpiement periodiques; on peul m£me remarquer la grande extension que regoil 
le devoloppement en produit iuiini de sin am (a?), qui a ete obtenu ia premiere 
fois comme consequence des formuies de Iransformalion, au moyen de l’egalite 
obtenue plus baut, savoir: 

sin am F(sin* am (x)) — ~ - S - ^ a " — — /'(sin 1 am (x)) 

* mrU, 

wl — C0Dsl * 6r""+‘(^r) 


. 






y 


Jusqu’ä present, je n’ose point encore esperer, Monsieur, d’appliquer avec 
succes la mdthode precedente ä l’analyse des fonctions de deux variables ä 
qualre periodes simultanes; ce sera donc sous un autre point de vue, que je 
vais essayer de lier en quelques poinls, par des resullals analogues, la theorie 
des fonctions Abeliennes et des fonctions elliptiques. Ainsi je prendrai Ies 
fonctions de 3”" espece, et sous la forme suivante: i 'Nf . 


r\ (4W I dx x f Ja , Jb \ dy |. 

J JHH) * /1x T T j y \' 

l’integrale elant assujetlie ä s’evanouir, lorsqu’on fait ä la fois x==0, y = 0, 
Jx represenlant la racine carree du polynome p l x l -yp i x‘ 1 -\-p i x i -\ p^x*. 

Je la designerai par IT{u, v, n, /3), lorsqu’on y aura fail les substitutions 
a? = i 1) (t/,p), y — X^u, p), les nouvelles variables u et v etant comme ä 
l’ordinaire: 

/ ,Jf dx i ff dy f x xdx , / >r ydy 

11 ~J Jx ■+/ Jy ’ V -J Jx J Jy ’ 

O O J O O J »I 

. et de m£me a = A „(et, ß), b = /,,(<*, ß). Ou aura alors les expressions suivantes 
des coefficients dilTerenliels : 

i dlT , x+r— « | x+y—b 

. . 2 du ' ° (a — r)(a— y) ' (b — x)(k—y) 1 “* ' 

1 m _ Ja Jb i 

2 do («— x)(a— y) (b—x)(b—y) 

J’introduirai pareillement les variables u et r dans les fonctions de seconde 
.espece, savoir: 




i- I 


Jy 


'*11 -*# ' 


W* 
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elles deviendront respectivement: 4 * 

y((«+M,+^)* r (a»+Ä,)Ä).' ■. 

Cola pose, la premiere etant designee pour un instant par (w, r\, et la seconde> 
par je ferai 

£,(«,«?) — 2/;*(«, i?)rf3// s (tt,t?} 2 et £j(u,e) = p 5 (w,») s ; 
on aura alors le theoreme exprime par l’egalite suivante: 

1 . IT[u, v, a, ft) — Tliit, ft, u, v ) 

= — ftu)-\- a E i( u ,v)-\- ft£i(v,v) ~ uEy(“,ft) — vE,(a,ft), * 


de laquelle se lirent les valeurs des fonclions compleles. Prenons en effel 
pour u et v deux deini-periodes simultanees *,j, les valeurs correspondantes 
de x et y donneront A(x)=0, J(y) = 0; ainsi Ton aura: 

. a, ft) = p, {aJ—ßi)+aE l (i r fi+ftE 2 (i,j)-~iE l (a, ft) —j £*(«, ft). 
On remarque sur cette expression un singulier genre de discontinuite de la 
fonction D . JEn effet, les argunients u, v, etant quclcunques, il est bors de 
doute qu’on peut, sans älterer sa vuleur, ajouter les periodes simultanees aux 
argunients a, ft; mais si Ton suppose u = i, v—j, la fonction deviendra uni- 
quement periodique pour ces indices; c'est ce qu’on verifie aisement snr la 
valeur precedente. 

L’egalite (1) peut dtre transformee en une autre plus simple. Posons 
Z^u, ©) = E v {u,v) — Au~Bo , Z 2 {u,v) = E 2 (u,v)-^A , u—B'c 

et dcterminons A, B, A', B! , par les conditions 

■ Ai+uj= 

A'i+B'j=E 2 (iJ) r AÜ'+B'j^WJ), . • . , 

i', y designant deux autres demi-periodes simultanees. Faisons en outre 
</>(ti, v, a, ft) — D («, v, a, ft) -j-uZ^a, ft)+ eZj(ct, ft ) — c(av — ftu), 

X etant une constante dont la valeur est c — p 2 -\-B — A\ il viendra: 


2. 0 ( u, v, a, ft) — 0 (a, ft, u, v) — — c («r — ftu). 

/ » 

Dans le theoreme exprime par cette egalite, la fonction <f>, comme il aise de 

le voir, jouira de la propriete que . 

**>(«! 2j,a,ft) = <P(v,v,a,ft), a-j-2 \f , a,ft) = </>(«, v,ct,ft)- r 

ainsi on obtiendrait une fonction separement periodique en u et en v, en prenant 


n«, », <ß) - #( ä ± 22 , isMs, «, ft). ■■■■■■ ■ 

Peut-tMre cela conduira-t-il ä un developpemenl de la fonction V de la forme ' 
J’ai remarque ä ce sujet que, le theoreme d Abel, pennet- 






\ 
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tant d’expritner algebriquement 

*•. ■ , /«'tf-fi'o ju+fv\ , /'in+fv 

au raoyen de » • •• * 

#). £) * * (v’t)’ *.(t» £)’ : 

on obtenail un nouveau genre de reduclion des fonclions de deux variables 
ä des fonclions algebriques de fonclions d’une variable, parfaitcment analogue 
ä celui que vous m’avez fait, Monsieur, l’honneur de nrecrire; mais ce cas 
particulier, auquel j’ai eie ainsi aniene, ne m’a poinl semble nioins difficile a 
traiter que le cas general. 

Quoiqu’il en soil, le theoreme d 'Abel donnera pour l'addition des argu-’ 
raents dans la fonclion TT, Tegalite: , 

77(1/ -j o- J-r', u,ß)~n{u,v,a,ß)-^ TT^u' , v a,ß)-\- Iog/'(w,t>, u', v, a,ß\ 


el on aura de rnönie: 

3. <P («+«', v-\-c', a, ß) = &(u, v, a, ß) -j- «#»(«', v', a,ß ) -f \o%f{v, v, u', v', «, ß). 
L’egalile (2) , au moyen de laquelle on peut faire l’echange simultane des ar- 
guments u, v et a, ß, nous donnera le theoreme correspondant: 

ß, u -f v -f v') = <T> [a, ß, u, v) -f <#> («, ß, v') -flogf(»> u '> v '> a > ß)-> 
auquel on pourrait arriver aussi par une voie direcle. Cela pose, je mets dans 
i’equation (3), ä la place de v, u',v,v', respeclivement, *-}-w, j' r v, 

il viendra: 

<£(«* -f u' -f 2 i, v -f v' -J- 'ij, u, ß ) 

= v-\ j, a, ß) -f V 'YJ’ a > ß)% 

ou bien: 

o- \-v', a,ß) 

= v+j, a, ß)-f u, ß) -}- logAuf/, c-f /, v'+j, ct,ß). 

Cela etant, je fais: a = «—«', ß=v — t>, ce qui donner 

«/»(w-j-t/', u — u\v— v') . 

= w— «',«>— e') v — d ') 

■f log^M-j-i, u-f h «'+'> ®'4 j> v—v')- 

Je change ensuite, v' en — v! , —v\ Cornrno la fonclion ‘/> change de signe 
avec les deux argumentsw, v, leterme <f>( — «'-f *> — 4,1 4 ■/»•»••) pourra s’ecrire 
i, v'—jj et en ajoulant aux deux preraiers arguments leurs periodes 

2 i, 2 j, — #(»'+*, »'+/> .—)» de sorle q“’» 1 viendra 

• 52 
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>4#-,'Sar# v—x/, 

= 4>(u -f i, v -f/> « -f vl, o -f v') 4» (i /-[-**©' » -f p ') 

■f log/-(i<+i, r-fj, # — u’J—tf, «^«VH-V). . 

En ajoutant membre ä membre les deux dernieres egalites, et develöpparit dans 
le second membre par le tbeoreme sur l'addition des deux derniers arguments, 
U viendra: 

v—v')-\-<f>(u — v', v — v', u-^-u', c-f t>') 

— i, v-\-j } u, v) — u\ v')-\- foncl. log'. 

Enfin , si 1 on applique an premier membre le tbeoreme 

4>(m, o,a,ß) — <P(a,ß,v,v) = — c{av — ftu), 
on obtiendra l’egnlite 

<£(w-f u', v-j-v', u — u', v — v') 

= *> P-fi, u,v) — <J> (u'-f- i, e'-f -j, ul , v’) -f c(ue'— u’v) -f- une fonct. log", 

par laqaelle la reduction des fonctions elliptiques de 3“' espdce esl etendue aux 
fonctions Abeliennes. 

Mais j’ai entrevu an autre genre de demonstration, fonde snr des con- 
siderations loutes differentes, et dont je vais essayer de donner l’id6e en l’ap- 
pliquant anx fonctions elliptiques. 

Soit, comine ä l’ordinaire: 

J(x) = >/((4 — ^*^(1 — ; 

posons 

r * Aa-dx •••■.. - . . * 

on tronvera facilemeut: 


dz 


d(x) 


J(a)^ = * f x £ - a ' dx 

da y A(x) x — a 

et en diff£rentiant de nouveau par rapport ha: 


da 


D'ailleurs on a immediatement: 


-2 + 

J dx (x — o)* 1 a* 


on en conclut cette equation: 

... •««*£) 


^S-) = </(«) 

dx (jr — a )* ‘ 




v 7 dx x — a’ dx ix — /ri*’ 


du 


A a)- . 
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£n prenant pour variables independantes les Arguments $ et a des fonctions 

x == sin am (£), a = sin am (a),' • ‘ * 

et mettant <i(am («)) au lieu de ^(sinam («)), il viendra: 

d 2 z d 2 z n , x , w t d(am(a)) 


Soit 


E(a) ==> f sin 2 am(a)rfa - et z = —x 7 ^E(a) — f - , da f-ti; 

«/ w ./ sinami«) ' 


on aura 


= «i»”“ « = *'(« + l)+A“-l>- 


sin am (a) 




sin am (£) ’ 


*.4 

f 


</a* d£ 

Considerons donc I’egalite: 

. „ = P S§E(a)+ f- da 

J sin am (£) — sin am (a) ' s 

En faisant f= 0 , on a 

#•(«)+/(«) 

on trouverail de mdme pour a = 0 , 

#-®+A r a 

donc , • . , . . - . . 

*\*) +/'(«) = F («)+A— «) ou A«) = A~ “)• . 

Je m’arröte un instant ä cette remorque; car, sans aller plus ioin, on 
peut Urer de I&, les theoremes iondamentaux des fonctions elliptiques. En effel, 

en differentiant par r apport ä il vient: 

» • / 

— — — x l E(a) = F\a 4. $)-/' (a-|). 
sin am (|) — smam(o) K v 1 / ' \ , s 

% , • 

Faisant successivement, £=#-{-•«, §~x — a } et retranchant on obtient l'egalite 

* » . *♦ 

y(ama) y(ama) • ’ . 

sin am (x -f «) — sin am (u) sin am (x — a) — sin am ( a ) 

— I' (a-\- x a) — E' x — a) — f' (a — x (a — x -{■ ä). 

Or la fonction f'{x) etnnt impaire, on voit immediatement que le second membre 
est symetrique par rapport ä x et a; on aura donc: ! '' * \ 

y(am (<*)) J(am(«)) 

. • » ' sinam(x-pa) — sin am (a) sinam(jr — «) — sinam(o) 

• ’ - * ^(am(.r)) /j(am (y)) • • 1 ». N ' 

•. . t ~~ . sin am (<* + «) — sin ara(x) sinam(a — ö)r-sinain(x) ' ■ * 

52 * 
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De lä se lire le theoreine d 1 Euler sur l'addition des fonclions elliptiques. Soll 
en effet a = 0, on aura: 

J i • • *. • • v 

sinam(x4-a) sin am (x — a) ■ 

//(am(x)) j //(am(.r)) 2 sin am(«).</(am(x)) 

sin am ( u ) — sin am (x) • sin am ( 0 )-}- sin am (x) sin*am(a) — sin*ara(x)’ 


et permutant x et a: \ 

1.1 2sinam(x)^(am(«)) 

sinam(x-f«) ‘ sinam(x — a) sin*am(x) — sin’amt«)’ 

donc, en ajoulant membre ä membre: 

1 sin am (x) //(am (g)) — sin am (q) J( am (x)) , .... 

sinam(x-}-«) sin*am(x) — sin*am(a) ’ 

co qui se ramene sans difficuite ä la formule connue. De ln möme source 
on lire encore le theoreme sur l'addition des arguments dans la fonction de 
3 rar espece, en operant ainsi que jo I’ai fait dans nne lettre adressee ä M. Lioucille, 
imprimee deja dans les Comptes-rendus , et qui paraltra de nouveau dans le 
prochain numero du journal de mathemnliques. II ne serait pas difficile d’arriver 
ä la forme que vous prenez ordinnirement, Monsieur, pour les fonclions de 
troisieme espece; il suffirait pour cela de partir de la formule suivanle, qu’on 
demontrerait comtne precedemment; savoir,)* etant une quelconque des quantites 
qni donnent sin am («-f *) — sin am (w — i): 




sin am (x -}- a) — sin am (a ) 
_ A (am (x -{ -<)) 


//(am (a-f-»)) 


sin am (x — a) — sin am (o -f i) 
/f(am(x-|->)) 


et de prendre t tel, que 


sin am (o -f- u) — sin am (x -f 1 ) sin am (o — a) — sin am (x -f * ) ’ 

1 


A 

J S1 


sin am (<) 

Mais je reviens ä l’egalite: 

//(am «)•</£ 
sin am (£) — sin am (a) 


= 0. 


= A'(«+f)+A— ö- 


Changeons a en — a, puis retranchons membre ä membre, il viendra: 

W =*•(«+« + 

0 /• *. ♦ 

Le second membre pourra encore evidemment dlre represente par 

et puisque le premier s’annule pour | = 0, et a = 0, par/'(£-f a ) — F(§— a), 

F etant une fonction paire. Pour la determiner, differentions par rapport ä f; 
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puis faisons f=0, il viendra: 

_ 2»in,.M^am W _ 
v ' sin* am(cr) v n 

d’oü, en posant Z{a) —jE(a)da: 

F(a) = — | log sin 2 am (a) — x 2 Z(n ); 

il vient donc cette egalite: 

/ * E2sin am (a)Jam(a)-d£ 
sin* am (£) — sin* am (a) 

0 

de laqueüe se conclut 9ans peinc tout le reste de cette recherche. 
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Pog. 1 1.7 ab imo loco [cosM + siinuCosfd— ij)] ,+ * lege [cos<u + isin«>cos(.'»— ij)]* +i 

— 2 1. 11 loco n = 0 lege n=0 

— 4 1.3 ab imo loco *~<" +,) = (+*rf +1> lege s~< B+1) (3 + sr l " +,) 'S { 

— 5 1. 10 ab imo loco cosjy, isin^y lege cosju, isinjoi 

— — 1. 8 et 7 ab imo loco dx", dp" lege dx", dp“ 

— 7 I. 4 ab imo loco II (n — m — 1) logo II{m — n— 1) 

— 9 I. 8 ab imo loco (4.) lege (5.) 

— 10 1. 13 ab imo loco 41"— $y> lege 45"— 

— — 1.8 ab imo loco (-— ) lege (— ^-) 

— 14 1. 2 loco n = a lege a = o 

_ ,5 1. 10 loco !2±f™<r , ™<£™}£ 

m ° m 

— 18 1. 20 loco lege 4y, 

— 19 1. 9 loco cos(2y, — y,) lege cos{2y,— y.) 

— 20 I. 17 loco — y lege — y* 

— 26 I. 7 loco 301 lege 299 

— — I. 8 loco 8.27268 lego 8.27269 

— 29 1. 1 loco 296 lege 294 

— 31 I. 10 loco „do n — 1 planulos" lege „des u — 1 planoles" 

— — I. 22 loco „rogardds comiue etc." lege „regardees comme etc." p 4 

— 32 et 33. In formulis (8.) et (9.) lege cos V loco cos V 

— 34. In formula (17.J loco lü ß° 

— 36 1. 3 loco tt, a,, ß, ß, lege o, «, , ß, /», 

— 38. In formula (14.) loco Mß= (m,+ m,)d,— m, lege Äf<f= {«,+ m,)d ; — m, 

— — In formula (15.) loco ß = — Q lege ß = — ^ 

“ <a Jt/« , 

— 40. ln formula (3.) loco cos, Sl lege cosß, 

— — In formula (5.) loco — c lege — cj 

— — 1.8 ab imo loco „cet orbite” lege „cette orbite 

— 43 1. 1 loco du, lege du, 

— — In fonnula (12.) loco lang», lege lange, 

' ‘ sin i * sin i, 

In formula (14.) loco 5- 8l , n L dt lege — , - 1 ' 1 '■ ■ dt 

(irr sin I urr sin/ 

— —1.16 loco d. lang» c. tangi, lege d. 




% 




* 

h 

% 


m 


•9 * 




h 


lang! 


lang I, 

— — 1. 19 loco (11.) lege (12.) 

— 44. Ubiquc in hac pagina loco V legendum V. 

— — In formula (25.) loco p lege p ^ 

— 45. In formula III. loco tangu lege tangu, 

— — In fonnula IV. loco d’ lege p’ 

— — In formula (1.) loco cosV lege cosF 
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Pag. 49 1. 10 loco „In Commer^ttionihus deindc subsequcnlibus " löge „In qno insuper" 

— —1.14 loco „varii proprietates " lege „variae proprictates 

> — 55 1. 18 et 19 loco „tennino — ducto” lege „terminis — ductis 

ggr 56 1. 16 loco x ponenduin x i . k v 

— — In Nota loco d n lege ds H • • • 

M , ' . - ’ Sil Sn. . Sn, 

— 62. In formula (11.) loco — ±-3— L .-x— -.. lege .£ + y-i- . -5— ^ ; 

011 , an, ca, ca, 

' inox loco „Formula (10.) opc" lege „Formulae (10.) ope" 

• — 63 1.2 loco *-„unctionem " lege „functionem" • 

— 64 I 14 loco „mulationis” 1. „mutationes 1 ' 

— — I. 3 ab iino loco f t +/nf lege f,+f>f ’ 

— ' 65 1.11 loco £+uj., lege • r ■ 

— 66. ln inscriptionc §*4 loco „delur Determinans datum” lege „detur Dcterininans" 

— 67 I. t ab imo loco „emtt" lege „cum" 

— 70 I. 

— 72 I. 

— 74 I. 

— 76 




5 loco „qua formula " lege „quac formula 
10 loco „referri solet" lege „referenda esl 


x, x lf .. lege 
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— 78 1.3 loco „in aliis. ComtnentaUonibus" lege „infra 

— 80. in sccuuda aequationuin (10.) loco in\ lege in" 

— — I. 11 hico „exbibitas" lege „exhibilos” 

djr 

— gl. In inscriplioue §' 8 post X — X, ^ 

1.6 loco „proposito" lege „proposita " „ 

— 83 I. 3 ab imo loco „provenit" lege „non provenit 

— 87 I. 2 loco X u lege Xu 

— 88 1.9 ab imo loco „definitur, ut" lege „delinitur y ul" 

— , 93. ln Prop. II. loco ilt = lege dt = , loco 

•• {($r)+% Iege - • 

— 96 1.20 loco i + lege Z+ . 

— 98 1.5 loco da-*, duy lege dw m , duy 

— - I. 9 post „casus” adde „parliculares, altcrum 

— — L 11 loco „et" leger „altcrum" 

— 102 l. 2 et 6 loco X lege £ 

— 110. In formula (11.) inter acquntioiiom X,ds = Xds l et auteccdeulem interpungendum esl. 

— — I ultima loco „in principis Ultimi Mulliplicatoris” lege „ad formandum ultimum Mutli- 

plicatorem” 

113 1. 10 loco dx, lege dx, • 1 i:. • • 

— — |. 20 loco „valor” lege „valore " . ,i „ 1 ' 

— 382 I. 14 loco X' t X" lege log.Y', iogY" " 

— t- I. 17 loco „der Factor” lege „die Grbfsc” * 
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